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 روش گالرکین در تحلیل غیر خطی صفحات مثلثی
 

 محمد مهدی سعادتپور
  دانشگاه صنعتی اصفهان–استاد دانشکده مهندسی عمران 

 علیرضا شهیدی
  دانشگاه صنعتی اصفهان–دانشجوی دکتری سازه 

  مجتبی ازهری
  دانشگاه صنعتی اصفهان–استاد دانشکده مهندسی عمران 

 )11/4/84  تاریخ تصویب،28/2/84خ دریافت روایت اصلاح شده  تاری،29/6/82تاریخ دریافت (

 چکیده
در این مقاله با استفاده از تئوری غیرخطی ون ـ کارمن، معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار ورقهای نازک در تغییرشکلهای بزرگ مرور           

به کمک . ای حل این معادلات دیفرانسیل ارائه شده استشده و سپس فرمول بندی روش عددی گالرکین در دستگاه مختصات مساحتی بر
دستگاه مختصات مساحتی متغیرهای موجود در سیستم معادلات انتگرالی روی دامنه درونیابی شده و آنگاه دستگاه معادلات غیرخطی حاصله 

الاضلاع،  ورق مثلثی، از جمله متساوینتایج مربوط به شکلهای متنوع . برحسب مختصات تعمیم یافته به روش نیوتن رافسون حل شده است
 .الساقین، تحت اثر بار استاتیکی استخراج گردیده و با نتایج تحقیقات موجود در این زمینه مقایسه شده است الزاویه و متساوی قائم

 

 روش گالرکین، تحلیل غیر خطی، تغییر شکلهای بزرگ، ورق مثلثی :ی کلیدی واژه ها
 

 مقدمه 
استاتیکی ورقهای نازک با هندسه و شرایط آنالیز          

مرزی متفاوت، از جمله ورقهای مثلثی شکل، تحت 
بارگذاریهای مختلف در بعضی از طراحیهای صنعتی مورد 

این مساله در مهندسی سازه نیز کاربرد . درخواست است
تحلیل استاتیکی ورقهای نازک در ]. 3-1[دارد 

ی به طور دقیق تغییرشکلهای کوچک در موارد بسیار خاص
و در حالت کلی به کمک روشهای عددی از جمله روش 
تفاوت محدود، روش رتیز، روش اجزاء محدود و روش نوار 

افزارهای متعددی وجود  امروزه نرم. گیرد محدود انجام می
دارند که حل خطی ورقها به کمک آنها به سهولت انجام 

ی به علیرغم این، به دلیل سهولت در دستیاب. پذیرد می
افزار با گستردگی بالا  جواب و نیز احتراز از کاربرد یک نرم

برای ورقهای با شکلهای کلاسیک نظیر مستطیل، مثلث، 
های بسیار  توان برنامه دایره و یا حتی چهارضلعی کلی می

 ].6-4[تر تدارک دید  ساده
 در تغییرشکلهای بزرگ، رفتار خمشی ورقها با 

 توام گردیده و منجر به رفتار واقع ـ در ـ سطح آنها
از . شود افزایش سختی ورق در مقابل بارهای عرضی می

 سطح ورقها در تراز بارهای - در-طرف دیگر، رفتار واقع
بزرگتر از بار کمانش با رفتا رخمشی آنها درگیر شده و 

منجر به افزایش ظرفیت باربری به میزان بیش از بار 
رقهای نازک، رفتار بعد از کمانش و. شود بحرانی می

خصوصاً در صنایع هوا فضا که تقاضا برای نسبت بالای 
 . مقاومت به جرم مطرح می باشد، بسیار با اهمیت است

تحلیل عددی ورقهای مثلثی با شکل کلی و با 
شرایط مرزی مختلف تحت هرگونه بار عرضی توسط 

ایشان برای . انجام گرفته است]  5[سعادتپور و مخالفی 
گاشت از مثلث مرجع به مثلث حقیقی و حل مساله از ن

. درونیابی جابجایی در دستگاه مثلثی استفاده می کنند
تحلیل ارتعاش آزاد صفحات مثلثی با ضخامت 
غیریکنواخت خطی و شرایط مرزی مختلف توسط 

ارائه گردید، در این مطالعه امکان کاربرد ] 6[سعادتپور 
ستیابی به حل معادلات الاستیسیته ارتوتروپیک و نتیجتاً د

. ارتعاش ورقهای مثلثی لایه لایه کامپوزیت فراهم است
کمانش ورقهای مثلثی تحت فشارهای یکنواخت محیطی 

ایشان در . مورد مطالعه قرار گرفت]  7[توسط وانگ و لیو 
تحلیل خود روش ریلی ـ رتیز همراه با درونیابی چند 

ای  در مطالعه. گیرند ای جابجایی را به خدمت می جمله
مشابه، لیکن به کمک مثلث مرجع در دستگاه طبیعی، 

کمانش ورقهای نازک مثلثی شکل ] 8[ جانکی و نایت 
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غیر ایزوتروپیک را مورد بررسی قرار دادند و به کمک 
ایهای ارائه شده در  روش تغییراتی و استفاده از چند جمله

دستگاه طبیعی توانستند بار بحرانی ورق مثلثی با شرایط 
 سطح -در-ختلف و آرایش متنوع نیروهای واقعمرزی م

xyyx NNN ورقهای مثلثی . ، را استخراج نمایند,,
 توسط هونگژی ژونگ 2001ای که در  ضخیم در مطالعه

 DQوی از روش . انجام گرفت مورد بررسی واقع شد] 9[
. برای حل معادلات دیفرانسیل ورق ضخیم استفاده نمود

ای به همین  های آزاد در مقاله لثی با لبهارتعاش ورقهای مث
به طور گسترده مورد تحقیق ] 10[نام توسط لیسا و جابر 

برای حصول پاسخ اصل هامیلتون همراه با . قرار گرفت
ای جابجایی ورق به خدمت گرفته شد  درونیابی چند جمله

و نتایج زیادی برای نسبتهای مختلف ابعادی استخراج 
ه عنوان مسائل مرجع مورد استفاده تواند ب گردید که می

 . محققین واقع شود
هدف اصلی این مقاله گسترش حل ورقهای نازک 

برای . باشد مثلثی در وضعیت تغییرشکلهای بزرگ می
مربوط به ]  9[حصول این هدف از تئوری ون ـ کارمن 

در این مطالعه . شود تغییرشکلهای بزرگ ورق استفاده می
گیرد و   مورد استفاده قرار میتنها شرایط مرزی لولایی

برای حل معادلات غیرخطی حاکم بر رفتار ورق از روش 
معادلات تعادل . شود گالرکین اصلاح شده بهره گرفته می

عرضی ورق به صورت دو متغیره هم برحسب جابجایی 
. روند  بکار میMعرضی و هم بر حسب پارامتر جمع لنگر 

تگرالها به فرم ضعیف با کاربرد قضیه دیورژانس و تبدیل ان
رسیم که در آن انتگرالهای روی مرز  معادلات انتگرلی می

حذف شده و انتگرالهای میدانی تنها با جملات زیر 
برای . شوند انتگرالی با مرتبه اول مشتق گیری ظاهر می

 و wدستیابی به حل نهایی مساله هر دو متغیر جابجایی
 یکسان  در دستگاه مختصات مساحتی بسطMجمع لنگر 
گسترش این روش به شرایط . شوند  ای داده می چند جمله

مرزی غیرلولایی به سهولت امکان پذیر بوده، لیکن در این 
 بوده و w متفاوت از شرط مرزی Mحالت شرط مرزی 

 .این دو پارامتر درونیابی متفاوتی خواهند داشت
استفاده از روش گالرکین در حل مسائل ورقها به 

در مقایسه با روشهای دیگر عددی انجام طور محدودتری 
روش گالرکین در حل ورقهای چهارضلعی . پذیرفته است

کلی تحت بارهای استاتیکی و با شرایط مرزی ساده توسط 
در .  ارائه گردید1998در سال ] 4[سعادتپور و ازهری 

همین سال کمانش ورقهای چهارضلعی کلی با 
به روش گالرکین گاههای میانی و شرایط مرزی ساده  تکیه

] 11[توسط سعادتپور، ازهری و برادفورد حل گردید 
 آنالیز ارتعاشی ورقهای 2000همین محققین در سال 

در ]. 12[چهارضلعی کلی را به روش گالرکین ارائه نمودند 
ای میانی و نیز  گاههای تیغه این حل امکان کاربرد تکیه

 .ای فراهم است گاههای نقطه تکیه
 
 تئوری

بندی تحلیل یک ورق نازک در تغییر فرمول 
 به میدان (x,y)شکلهای بزرگ با تبدیل میدان فیزیکی 

یک مثلث کلی را . گیرد  انجام می(L1,L2,L3)محاسباتی 
وضعیت ) الف -1(شکل   . در نظر بگیرید) 1(مطابق شکل 

) ب -1( و شکل xyمثلث حقیقی را در دستگاه مختصات 
 مختصات مساحتی وضعیت مثلث مبنا را در دستگاه

L1,L2,L3 از نگاشت ) الف-1(مثلث شکل . دهد  نشان می
مطابق قانون تبدیل زیر حاصل ) ب -1(مثلث شکل 

 :شود می
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          )1(  
 مختصات مساحتی و 2L و 1Lبه طوری که 

)3,2,1(, =iyx iiها یا رئوس مثلث   مختصات گوشه 
چنین تبدیل مختصاتی لازم است تا بتوان شرایط . هستند

جاکوبین تبدیل مطابق . مرزی را به سادگی اعمال نمود
 :شود زیر نوشته می
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)4( 
jiijjiijکه در آن  yyyxxx −=−=  . است,

ـ کارمن برای تغییرشکلهای بزرگ  تئوری غیرخطی ون
عادل واقع ـ در ـ سطح صفحات نازک در قالب معادلات ت

 :به صورت زیر است
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 )الف-5(
 :شود زیر ارائه می) خمشی(و معادلات تعادل عرضی 
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)ب-5(  
xyxyبه طوری که  N،NN های غشائی نیرو   مولفهو

),( جابجایی عرضی ورق،wدر واحد طول مقطع،  yxp بار 
گسترده بر واحد سطح،

)1(12 2

3
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EtDb
 سختی خمشی 

 نسبت پواسون ν ضخامت و t مدول الاستیسیته، Eورق، 
 پارامتر جمع ـ لنگر بوده که به Mهمچنین . باشد می

 :شود صورت زیر تعریف می

wD
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M yx 2

1
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)6( 
  به ترتیب لنگر خمشی واحد طول yM وxMکه در آن 

ارزیابی این لنگرها .   استy  و راستای x مقطع در راستای
 :گیرد مطابق معادلات زیر انجام می
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)7(  
بر طبق تئوری ون ـ کارمن کرنشهای واقع ـ در ـ سطح 

 w و u ، vهای جابجائی  مطابق روابط زیر برحسب مولفه
و عمود بر سطح میانی   y و xکه به ترتیب در راستاهای 

 :گردد شوند، ارائه می ورق تعریف می
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و لذا در یک ورق ایزوتروپیک نیروهای واقع ـ در ـ سطح 

 :آیند از رابطه ماتریسی زیر بدست می
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)10(  
شرایط مرزی، اعم از شرایط مرزی هندسی و طبیعی، 
بدون توجه به مرتبه بزرگی تعییرشکل به صورت رابطه 

به منظور ) -(که در آن علامت . قابل ارائه است) 11(
 مربوطه بر روی مرز می باشد؛ تاکید بر معلوم بودن پارامتر

وضعیت شرایط مرزی طبیعی بر روی مرز ورق ) 2(شکل 
 .را نشان می دهد
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 نمایش شرایط مرزی طبیعی بر روی مرز ورق: 2شکل

 

 معادلات دیفرانسیل ارائه شده به همراه شرایط مرزی داده 
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های بزرگ را شده تحلیل غیرخطی ورقها در تغییرشکل
سازد؛ لیکن در حالت کلی حل بسته این  ممکن می

معادلات غیرمحتمل بوده و لازم است به یکی از روشهای 
 .عددی موجود حل شوند

) 5(به منظور حل عددی معادلات دیفرانسیل 
 و نیز پارامتر جمع w وu، v لازم است میدانهای جابجایی 

روی بازه مورد با توجه به شرایط مرزی مساله در   Mلنگر 
برای یک ورق مثلثی در دستگاه . نظر درونیابی شوند

گاههای ساده، میدان جابجایی  مختصات مساحتی و با تکیه
wپارامتر جمع ـ لنگر   وMایهای زیر   در قالب چند جمله

 ]:6[قابل درونیابی هستند
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)12( 
 دلخواه جملات توان به هر تعداد  میpکه با انتخاب توان 

 سطح - در-میدانهای جابجایی واقع. درونیابی را زیاد نمود
u و  vشوند، به    سازگار با شرایط مرزی ورق اختیار می

 سطح گیردار - در-طوری که اگر لبه ورق در راستای واقع
باشد جابجایی بر روی مرز صفر است، در غیراین صورت 

 . جابجایی غیر صفر است
 سطح ثابت شده - در-تی که حرکت واقعبنابراین در حال

 خواهد M  و w  نظیر توابع vو   uباشد توابع درونیابی 
بود، لیکن در مورد هر یک از دو پارامتر قبلی و این دو 

. توان متفاوت اختیار کرد  را میpپارامتر تعداد جملات 
تعداد جملات یکسانی  v و u شود در مورد پیشنهاد می
 .اختیار شود

 مقاله روشی که برای حل معادلات در این
با شرایط مرزی مورد نظر ) 5(دیفرانسیل غیرخطی ورق 

روش . گیرد، روش گالرکین است مورد استفاده قرار می
گالرکین که در حقیقت یک روش انتگرالی برای حل 
معادلات دیفرانسیل است بر مبنای بسط توابع وابسته 

از توابع برحسب توابع پایه مناسب و سپس استفاده 
مناسب دیگر و یا همان توابع به عنوان توابع وزن برای 
تولید معادلات متعدد انتگرالی به تعداد ضرائب مجهول، 

. باشد برای دستیابی به این ضرایب مجهول توابع پایه، می

) 5(در مساله حاضر با توجه به وجود چهار معادله تعادل 
uvwاین معادلات را در  δδδ  که به ترتیب Mδ و ,,

هستند   M و w ,v ,uنمایانگر توابع وزن پارامترهای 
 .کنیم ضرب نموده و در بازه مساله انتگرال گیری می
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)الف-13(  
قبل از انجام انتگرال ) الف-13(به منظور اصلاح معادلات 

و دوم را به کمک قضیه گیری نهایی، ابتدا دو معادله اول 
 :آوریم دیورژانس به صورت زیر در می
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)ب -13(  
 روی قسمتی از مرز و xT=0 یا δu=0که با فرض 

 روی قسمت دیگر مرز، معادلات yT=0 یا δv=0نیز
 :اده می شود بهاخیر س
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)الف-14(  
و ) الف-13(همچنین جمله اول داخل پرانتز معادله سوم 

با استفاده از قضیه ) الف-13(جمله دوم معادله چهارم 
 :آیند دیورژانس به ترتیب به صورت زیر درمی
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 )ب -14(
 روی مرزها صفر Mδ و wδکه چون هر دو پارامتر 

 :هستند؛ خواهیم داشت
 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 
 283.....                                                                                                                                                  ر    روش گالرکین د

 
 









δ+δ−=δ∇

δ+δ−=δ∇

∫∫

∫∫

A
yyxx

A

A
yyxx

A

dAMwMwdAMw

dAwMwMdAwM

)(

)(

,,,,
2

,,,,
2

 

 )ج -14(
و ) الف-13(در دو معادله آخر ) ج -14(با کاربرد معادلات 

، معادلات انتگرالی تعادل )الف-14(نیز استفاده از معادلات 
) 12(ابی حال چنانچه معادلات درونی. شوند آماده حل می

 : را به صورت زیر بنوسیمvو   uو نیز معادلات درونیابی 
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 )15 (  
که در آن بردارهای سطری حاوی توابع پایه و بردارهای 

 تعداد 0n. ستونی حاوی مختصات تعمیم یافته هستند
wMتوابع شکل، در درونیابی میدانهای  uv و , nn  به ,

 ,uvترتیب تعداد توابع شکل، در درونیابی میدانهای 
حال اگر این درونیابیها را در معادلات انتگرالی . است

 :تعادل بکار  برده و انتگرال گیری کنیم خواهیم داشت
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)16( 
 غیرخطی است و لذا به ŵا برحسب تنه) 16(معادله 

سازی حل مساله ابتدا دو ردیف اول و دوم این  منظور ساده
را در نظر گرفته و از آنها نتیجه زیر را ) 16(معادله 

 :کنیم استخراج می
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)الف-17(   
 ŵ را برحسب M̂و سپس از ردیف چهار استفاده کرده 

 :آوریم بدست می
ŵKKM̂ 1

mwmm
−−=  

)ب-17(   

) 16(در ردیف سوم ) 17(و بالاخره با کاربرد معادلات 
 :شود نتیجه نهایی زیر حاصل می

ww Fŵ)ˆ(K =  
 )18(  

 :به طوری که
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)19(  
ش نیوتن رافسون حل شده و از آن به رو) 18(معادله 
گردد که با جانشین نمودن در   استخراج میŵبردار 

 .آید بقیه متغییرهای مساله بدست می) 17(معادلات 
 

 نتایج عددی
به منظور حل معادلات توسعه داده شده و ارائه 

 MATLABای در محیط  مثالهای متنوع یک برنامه رایانه
ه که به سادگی قادر به حل عددی هر صفحه تهیه شد

گاهی لولایی و تحت هر الگوی  مثلثی با شرایط تکیه
اولین مثال حل شده، مربوط به . بارگذاری عرضی است
الساقین تحت بارگذاری گسترده  یک ورق متساوی

نشان داده ) 3(ورق مزبور در شکل . باشد یکنواخت می
ترده حل خطی این ورق تحت بار گس. شده است

نیمساز توسط سعادتپور و  یکنواخت، برای تعیین جابجایی
انجام شده که اکنون از آن برای آزمایش دقت ] 7[ازهری

همچنین به منظور . شود ای استفاده می برنامه رایانه
  نیز حل ANSYSمقایسه جوابها این ورق با نرم افزار

 .شده است
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b 
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A B 

C 

 
 

 
 .هورق متساوی الساقین با مرزهای ساد: 3شکل
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/1جابجائی نیمساز ورق متساوی الساقین برای : 1جدول =ba . 

ax / 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
]7[ 0.385 0.667 0.778 0.722 0.556 0.333 0.167 
ANSYS 0.386 0.656 0.763 0.718 0.566 0.369 0.181 34 10 −×pa

wD 

 0.191 0.384 0.615 0.769 0.807 0.692 0.384 روش موجود

 
/1 نتایج حاصل از این مراجع را برای )1 (جدول =ba 

axو مقادیر مختلف   .  جمع آوری کرده است      /
منحنی جابجایی محور نیمساز ) 4(همچنین در شکل 

 رسم a/bسبتهای مختلف  برای نxمثلث منطبق بر محور 
 را بر حسب maxwمنحنی تغییرات ) 5(شکل . شده است

baمقادیر مختلف   . نشان می دهد/
 

١٣٠ 
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 .منحنی تغییر مکان نیمساز مثلث متساوی الساقین :4شکل

 
 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0.5 1 1.5 2

w
m

ax
D

/1
0-3

Pa
4  

a/b 

 

b 

c a 

wmax 

 
یر مختلف   بر حسب مقادmaxwمنحنی تغییرات: 5شکل

baنسبت /. 

  
حال به مطالعه رفتار یک ورق مثلثی شکل در تغییر 

ایجاد و گسترش تنشهای . شکلهای بزرگ می پردازیم
سطح به - از-غشائی که بعد از تجربه تغییر شکلهای خارج

وقوع می پیوندد باعث افزایش سختی و قدرت باربری ورق 

سی این تنشها به خصوص در می شود لذا مطالعه و برر
مواردی که لبه های ورق در مقابل حرکتهای غشائی 

توزیع تنشهای ) 6(شکل . گیردار باشد حائز اهمیت است
غشائی کششی ایجاد شده بر روی مرزهای یک ورق 
متساوی الاضلاع را تحت اثر اعمال بار گسترده یکنواخت، 

 به طور شماتیک نشان می دهد
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60 60 y 

 
یع تنش بر روی مرزهای یک ورق نحوه توز: 6شکل

 .متساوی الاضلاع، تحت اثر بارگذاری عرضی
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مقادیر تنشهای غشائی، بر روی مرزهای یک ورق : 7شکل
 .متساوی الاضلاع، تحت اثر بارگذاری عرضی

 
منحنیهای توزیع تنشهای غشائی ) 7(شکل 

xNاوی  ایجاد شده بر روی مرزهای یک ورق متس
، با لبه های گیردار در مقابل ))6(شکل (الاضلاع 

حرکتهای غشائی  را بر حسب مقادیر متفاوت پارامتر 
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34بارگذاری 10* −×= DtpaP نمایش  می دهد 
تغییر مکان ماکزیمم را برای -منحنی بار) الف-8(شکل 

یک ورق متساوی الساقین با     تکیه گاههای ساده و با 
در مقابل حرکتهای غشائی بر حسب لبه های آزاد 
baنسبتهای متفاوت ) ب-8( نمایش می دهد و شکل /

تغییر مکان ماکزیمم یک ورق متساوی -منحنی بار
الساقین با تکیه گاههای ساده و با لبه های گیردار در 
 مقابل حرکتهای غشائی را بر حسب نسبتهای متفاوت

ba  . نمایش می دهد /
همانطوری که از این اشکال استنباط می شود با افزایش 
بارگذاری، سختی ورق نیز افزایش یافته و بالاخص این 
 افزایش سختی در موردی که لبه های ورق در 

 بسیار )) ب -8(شکل (مقابل حرکتهای غشائی گیردار باشد
 .چشمگیر است

م را در تغییر مکان ماکزیم-منحنی بار) الف-9(شکل 
خصوص یک ورق قائم الزاویه با تکیه گاههای ساده و با 
لبه های آزاد در مقابل حرکتهای غشائی بر حسب 

baنسبتهای متفاوت  . ، نمایش می دهد/
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تغییر مکان ورق متساوی الساقین -منحنی بار: الف-8شکل
 .با لبه های آزاد در مقابل حرکتهای غشائی
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تغییر مکان ورق متساوی الساقین با -منحنی بار: ب-8کلش
 .لبه های گیردار در مقابل حرکتهای غشائی

0

1

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Pa4/10-3Dt 

w
m

ax
/t 

a/b=0.5 

a/b=0.75 

a/b=1 

a/b=1.25 

 

b 

a 

wmax 

 
 

تغییر مکان ماکزیمم ورق قائم -منحنی بار: الف-9شکل
 .الزاویه با لبه های آزاد در مقابل حرکتهای غشائی

 
تغییر مکان ماکزیمم یک ورق -منحنی بار) ب -9(شکل 

کیه گاههای ساده و با لبه های گیردار در قائم الزاویه با ت
baمقابل حرکتهای غشائی بر حسب نسبتهای متفاوت /  ،

 .نمایش   می دهد
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تغییر مکان ماکزیمم ورق قائم الزاویه -منحنی بار: ب -9شکل
 .با لبه های گیردار در مقابل حرکتهای غشائی

 
 نتیجه گیری

رکین در خصوص تحلیل غیر خطی       روش عددی گال
صفحات مثلثی تحت اثر بارگذاری عرضی با استفاده از 

 دستگاه مختصات مساحتی توسعه داده شد، 
نتایج حاصل از روش عددی پیشنهادی با نتایج حاصل از 

افزار شناخته شده غیرخطی کنترل و مورد تایید  یک نرم
و سیستم درونیابی میدانهای تغییر مکان . قرار گرفته است

نیروهای داخلی بر روی کل دامنه ورق باعث افزایش دقت 
در استخراج نتایج، بالاخص در سیستم نیروهای داخلی 

افزارهای کامپیوتری موجود، روش  استفاده از نرم. شود می
باشد لیکن مسائلی از  متداول برخورد با چنین مسائلی می
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لازم جمله همگرائی در روند تحلیل غیرخطی و نیز زمان 
در این خصوص، خطاهای موجود در محاسبه سیستم 

 ریتز و -نیروهای داخلی، استفاده از روشهایی مانند ریلی
 .دهد ای قرار می گالرکین را کماکان در جایگاه ویژه
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