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Tel: 61112256 

  محیط نیمه بینهایت با رفتار ایزوتروپ جانبی تحت اثربار یتحلیل سه بعد
  ی فرکانسیمماس بر سطح در فضا

  
 علی خجسته

 دانشگاه تهران -یفن یهادانشکده  پردیس - عمران یمهندسدانشکده  یدکتر یدانشجو
*محمد رحیمیان  

 اه تهراندانشگ -یفن یهادانشکده  پردیس - عمران یمهندسدانشکده دانشیار 
 مرتضی اسکندری قادی

دانشگاه علوم و فنون مازندران - عمرانی گروه مهندسیاراستاد  
 )3/4/85 بیخ تصوی، تار26/6/84افت یخ دریتار(

 چکیده
ت سه  تحت اثر تحریک هارمونیک مماس برسطح آزاد محیط در حال1پاسخ محیط نیمه بینهایت با رفتار ایزوتروپ جانبی در این مقاله           

معادلات تعادل دینامیکی حاکم بر . باشد این پاسخ مربوط به امواج منتشر شونده از محل تحریک به سمت محیط می .آید بعدی بدست می
)ای  مسئله در دستگاه مختصات استوانه )z,r,θط  که توس3با استفاده از دو تابع پتانسیل .باشد  می2 بصورت یک سری معادلات درگیر

با نوشتن توابع . شوند  ارائه گردیده است، این معادلات بطور کامل مجزا سازی می4 برای مسائل الاستودینامیک2005اسکندری قادی در سال 
تانسیل در فضای  در امتداد شعاعی جواب تحلیلی برای توابع پ6 و استفاده از تبدیل هنکلθ در امتداد5 فوریه مختلطپتانسیل بصورت سری

در . آید های بردار تغییر مکان و توابع پتانسیل در فضای هنکل بدست می میدان تغییر مکان با استفاده از ارتباط مولفه .آید هنکل بدست می
 بدست آمده برای های ایزوتروپ با استفاده از نتایج نتایج برای محیط .شود انتها نتایج در محدوده وسیع فرکانسی و بصورت گرافیکی ارائه می

های  نتایج عددی مختلف برای مولفه. های ایزوتروپ مقایسه می گردد محیطهای ایزوتروپ جانبی بدست آمده و با نتایج موجود برای محیط
دست آمده میدان تغییر مکان ب .تغییر مکان به منظور نشان دادن تأثیر فرکانس تحریک و میزان ناایزوتروپی مصالح بر پاسخ ارائه گردیده است

 . برای حل معادلات انتگرال مرزی کاربرد دارد7برای حل بسیاری از مسائل الاستودینامیک و همچنین به عنوان هسته

 
 بسط -  تبدیل هنکل- ی محیط ایزوتروپ جانب-  انتشار امواج- تغییر مکان - توابع پتانسیل : ی کلیدیواژه ها

 9قطب - 8ی  نقاط شاخه ا- فوریه
 

  مقدمه
شار امواج در یک محیط ناشی از بارگذاری انت

خارجی از جمله مباحثی بوده است که در قرن گذشته 
بسیاری از محققان و مهندسان در زمینه ریاضیات 
 .کاربردی و مکانیک مهندسی را به خود جلب کرده است

 ای در زمینه انتشار امواج مربوط به لمب  مقاله پایه
) Lamb ( او در این مقاله، . شدبا  می]7[1904و در سال

انتشار امواج ناشی از یک بار هارمونیک وارد بر یک محیط 
ایزوتروپ و ارتجاعی نیمه بینهایت را بررسی کرده است و 
میدان تغییر مکان را در دو حالت دو بعدی و سه بعدی 

بعد از لمب محققان زیادی در زمینه  .بدست آورده است
اند و  پ تحقیق کردههای ایزوترو انتشار امواج در محیط

اند که از آن جمله  ای را ارائه کرده تحقیقات گسترده

 Aki ،]1[1973 در سال  Achenbach  :توان بر شمرد می
 در سال Lucoو Apsel، ]2[1980 در سال Richardsو

 . ]10[ 1987 در سال Pakو  ]3[1983
 نیز در 10های ناهمسان انتشار امواج در محیط

در حال حاضر با . ار گرفته ا ستگذشته مورد توجه قر
توجه به استفاده روز افزون از مواد ناهمسان نیاز به 

ها بیشتر  تحقیقات در زمینه انتشار امواج در این محیط
برای مثال مواد کامپوزیت که در سال . شود احساس می

ای  های اخیر در زمینه علوم و مهندسی کاربرد گسترده
از سوی دیگر . باشند انی میاند دارای خاصیت نا همس یافته

در زمین هایی که خاک تحت اثر نیروی ثقل رسوب کرده 
های طبیعی سربار شده روی هم تشکیل  است و نهشته
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اما با توجه به  .داده است خاصیت ناهمسانی وجود دارد
های  ملاحظات کاربردی در زمینه مهندسی محیط

 11تروپناهمسان معمولاً بصورت ایزوتروپ جانبی و یا ارتو
های اولیه در زمینه انتشار  یکی از بررسی. شوند مدل می
 و در Stonelyهای ایزوتروپ جانبی توسط  محیطامواج در 

او نشان داد که وجود . انجام گرفته است ]15[ 1949سال 
تواند منجر به   جانبی میمواد با خاصیت ایزوتروپ

 تفاوتهای قابل توجهی در زمینه انتشار امواج نسبت به
، انتشار ]16[ 1957در سال  Synge  .مواد ایزوتروپ گردد

های ایزوتروپ جانبی را بررسی   در محیط12امواج ریلی
کرده است و نتیجه گرفته که این امواج فقط در صورتی 

شوند که محور ایزوتروپی  ها منتشر می در این محیط
. محیط یا عمود بر سطح آزاد و یا موازی این سطح باشد

در (و بیان داشته است که امواج ریلی معمولی همچنین ا
موازی سطح آزاد محیط منتشر می ) محیطهای ایزوتروپ

در محیطهای (شوند در حالی که امواج ریلی کلی 
می توانند با شیب نسبت به سطح آزاد منتشر ) ناهمسان

تغییر  ]12[ 1991درسالWang و Rajapakse.  شوند
هارمونیک یک جسم های ناشی ازارتعاش  ها وتنش مکان

 .صلب دریک محیط ارتوتروپ دو بعدی را بدست آورده اند
های ناشی از ارتعاش  ها وتنش همچنین آنهاتغییرمکان

هارمونیک نیروی موثر بر پیرامون یک دایره مدفون دریک 
محیط ایزوتروپ جانبی را درحالت سه بعدی تعیین 

تفاده از آنها دستگاه معادلات حرکت را با اس. ]13[اند کرده
سه تابع پتانسیل به دو معادله درگیر و یک معادله مستقل 
تبدیل کرده و معادلات بدست آمده را با استفاده از 

در این مقاله این محیط  .اند  حل کرده13تبدیلات انتگرالی
تحت اثر نیروی هارمونیک مماس بر سطح مورد توجه قرار 

که توسط گرفته است و با استفاده از دو تابع پتانسیل 
ارائه گردیده است  ]6[ 2005اسکندری قادی و در سال 

معادلات تعادل دینامیکی به طور کامل مجزا سازی 
 و استفاده θبا استفاده از بسط فوریه در امتداد . شوند می

از تبدیل هنکل در امتداد شعاعی در دستگاه مختصات 
فرانسیل و معادله دی، مسئله تبدیل به حل دای استوانه

معمولی کاملاً مجزا از هم برای توابع پتانسیل در فضای 
ها  برای بدست آوردن جواب. شود  هنکل می14تبدیل یافته

های تحلیلی بدست آمده   باید از جواب15در فضای واقعی
. گیری کنیم در فضای تبدیل یافته بصورت عددی انتگرال

 گسترده یکنواخت  از باری مختلف ناشیدر انتها پاسخها

موثر بر ) مماس بر سطح(با برآیند واحد در جهت افقی 
 در محدوده وسیع فرکانسی و aای به شعاع  سطح دایره

 .شود بصورت گرافیکی ارائه می
 

 بیان مسئله و معادلات حاکم
محیط نیمه متناهی ارتجاعی با رفتار ایزوتروپ 

)ای  جانبی را در دستگاه مختصات استوانه )z,r,θ چنان 
 عمود بر صفحه ایزوتروپی zگیریم که محور  در نظر می

در اینصورت معادلات تعادل دینامیکی بر حسب . باشد
 .]8[شوند  ها بصورت زیر نوشته می تنش
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)که در آن  ) ijz,r,ji, σθ=و 16 تانسور تنش U , V و W 

های بردار تغییر مکان به ترتیب در امتدادهای  مولفه
r,,z θباشند  می .ρ  جرم مخصوص محیط وt معرف 

رابطه تنش ـ کرنش در مصالح ایزوتروپ . باشد زمان می
           :استجانبی بصورت زیر 
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 A66 تا A11برای حالت مصالح ایزوتروپ ضرایب ارتجاعی 
17λµبر حسب ضرایب لامه   عبارتند ازو

,, λµλ ==+== 13123311 AA2AA  

µ== 6644 AA                                        
)4( 

 معرف ′E معرف مدول یانگ در صفحه ایزوتروپی، Eاگر 
 معرف ضریب νمدول یانگ عمود بر صفحه ایزوتروپی، 

جمع شدگی در صفحه (ایزوتروپی پواسون در صفحه 
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  معرف ν '،)ایزوتروپی به علت کشش در همین صفحه
جمع شدگی (ضریب پواسون عمود بر صفحه ایزوتروپی 

، )عمود بر صفحه ایزوتروپی به علت کشش در این صفحه
Gمعرف مدول برشی در صفحه ایزوتروپی و G′ معرف 

ر صفحه ایزوتروپی باشد مدول برشی در صفحات عمود ب
 :در این صورت خواهیم داشت
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)5( 
همچنین رابطه کرنش ـ تغییر مکان در دستگاه مختصات 

 ]9[ای به شرح زیر است  استوانه
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با قرار دادن روابط تنش ـ . آیند ها بدست می تغییر مکان
، معادلات تعادل دینامیکی بر )1(تغییر مکان در معادلات 

های بردار تغییر مکان به صورت زیر بدست  حسب مولفه
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 توابع پتانسیل
یک دستگاه معادلات ) 7(معادلات حرکت 

به منظور . باشند  میدیفرانسیل درگیر با مشتقات جزیی
 χ و Fمجزا سازی این معادلات از دو تابع پتانسیل 

های بردار تغییر مکان بر حسب  مولفه. استفاده شده است
ای و در   در دستگاه مختصات استوانهχ و Fتوابع پتانسیل 

 ]6[شوند  حالت دینامیکی به صورت زیر نوشته می
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توان توابع پتانسیل  اما با فرض هارمونیک بودن حرکت می

 های بردار تغییر مکان را به شرح زیر نوشت و مولفه
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، ) 7(ت در معادلات حرک) 11(و  )10(با قرار دادن روابط 
دو معادله دیفرانسیل کاملاً مستقل از هم حاکم بر توابع 

 آیند   بصورت زیر درمیχ و Fپتانسیل 
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+∞

−∞=

=
m

                        mi
m z)e(r,z),(r, θχθχ     

)18( 
 χ و F ام سری فوریه توابع mضرایب m  χوFm که در آن 

 ]14[هستند 

[ ] θθχ
π

χ θπ dez),(r,F,
2
1z)(r,,F im2

0mm
−∫=  

)19( 
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m
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[ ] ξξξξχχ dr)(Jz),(,Fz)(r,,F m
m
m

m
m0mm

∞∫=   
)24( 
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این ) 21(و ) 20(در معادلات ) 23(قرار دادن رابطه 

 :آیند  معادلات بصورت زیر درمی
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 باشد باشد و جواب آن به شکل زیر می با ضرایب ثابت می
zλm

m
mez),(F =ξ            

)28( 
 ن بدست آوردتوا می) 25(در ) 28(با قرار دادن 

0e)aλa(λ zλ
0

2
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4
m
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)29( 
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 آید داده شده به صورت زیر درمی
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
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
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A
1

A
1e )( −= ωρ  

)33( 
) 26(توان نشان داد که جواب معادله  به طور مشابه می

 عبارتست از
zλ

m
m
m

3me)(Cz),( −= ξξχ                          
)34( 

 که در آن
)(Sλ 2

0
22

03m ωρξ −=              
)35( 

Am(ξ), Βm(ξ), Cm(ξ)  توابعی ) 34(و ) 31(در معادلات
باشند که با نوشتن شرایط مرزی بایستی  مجهول می
 چند یتوابع λm3(ξ) و λm1(ξ)، λm2(ξ)توابع. بدست آیند

ای  ع چند مقداره در واقع مجموعههر تاب.  هستند20مقداره
هر یک از اعضای این .  است21از توابع تک مقداری

 از تابع چند مقداره نامیده 22مجموعه یک بریدگی شاخه
 مشترک بین همه بریدگی های 23نقطه تکین. شود می

 نامیده یشاخه برای تابع چند مقداره یک نقطه شاخه ا

  λmi (i=1, 2, 3)  متناظر با توابعینقاط شاخه ا. شود می
 .آیند توسط معادله زیر بدست می
3)2,1,(iλmi == 0             

)36( 
نقاط شاخه ) 36(در رابطه ) 35(و) 32(با قراردادن روابط

 به صورت زیر بدست λmi (i=1, 2, 3) متناظربا توابع یا
 آیند می

,
A

,
A 44

λ
11

λ 2mm

ωρ
ξ

ωρ
ξ ==

1
 

66
λ

A3m

ωρ
ξ =                                       

)37( 
 λmi (i=1, 2, 3) به منظور تک مقداری کردن توابع 

شوند که  بریدگی های شاخه به گونه ای انتخاب می
( ) 0miλRe های  انتخاب بریدگیبا   ).1شکل( باشد ≤

 24شاخه به صورت فوق و به منظور ارضای شرط تشعشع

zm1λجملات  
eو zm2λ

e و جمله ) 31(در رابطه
zm3λ

e اند حذف شده) 34( در رابطه  . 
 

 جواب کلی معادلات حرکت
شود که نیروی هارمونیک  فرض می) 2(مطابق شکل        

)دلخواه به شدت  ) tieθr,f ω روی صفحه sπ در سطح 
z=0بر این اساس شرایط مرزی در سطح .  اعمال می گردد
z=0باشد   به صورت زیر می 

,eθ)P(r,t)0,zθ,(r, ti
rz

ωσ ==  
,eθ)Q(r,t)0,zθ,(r, tiω

θσ ==z   
sπθ)(r,,eθ)R(r,t)0,zθ,(r, ti

zz ∈== ωσ  
)38( 

sz πθ)(r,0,0,zzzθrz ∉==== σσσ  
)39( 

)که در آن  ) ( ) ( )θθθ r,Pوr,Qوr,Rهای بردار   مولفه
)بارگذاری  )θr,f به ترتیب در امتدادهای r,,z θ 

همانطور که قبلاً گفته شد با فرض هارمونیک . باشند می
 توان شرایط یم) 10(بودن حرکت و با استفاده از رابطه 

  را بصورت زیر نوشتیمرز
θ),P(r,0)zθ,(r,rz ==σ  
θ),Q(r,0)zθ,(r, ==θσ z                         
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sπθ)(r,θ),R(r,0)zθ,(r,zz ∈==σ  
)40( 

sz πθ)(r,0,0,zzzθrz ∉==== σσσ  
)41( 

توان بر  های تانسور تنش را می تابع بارگذاری و مولفه
حسب سری فوریه نوشت که دراین صورت شرایط مرزی 

های تابع بارگذاری در فضای  بر حسب مولفه) 41(و ) 40(
 آید فوریه بصورت زیر در می

                 
 

branch cut

COMPLEX ξ−PLANE

path of integration

Re ξ

Im ξ 

λm1 m2λ

λm2 λm1

branch cut

pξ ξ λm2
ξ λm1

Im ξ 

λm3

branch cut

m3λ

p

COMPLEX ξ−PLANE

path of integration

ξ ξ λm3
Re ξ

 
  ..λm3 و λm1،λm2 ی شاخه برایها بریدگی :1شکل 

 

 
 تحت ی  محیط نیمه بی نهایت با رفتار ایزوتروپ جانب:2شکل 

) دلخواهیاثر نیرو ) tieθr,f ω موْثر بر سطح محدود πs. 
 

(r)P0)z(r,rz mm ==σ  
(r),Q0)z(r, mmz ==θσ                           

smm πr(r),R0)z(r,zz ∈==σ          
)42( 

 smmm z πr0,0,zzzθrz ∉==== σσσ    
)43( 

های تانسور تنش در   مولفهσjzm (j=r, θ, z)که در آن 
های بردار بارگذاری در   مولفهPm, Qm, Rmفضای فوریه و 

حال به منظور بدست آوردن توابع . باشند فضای فوریه می
.),(),()(مجهول ξξξ mmm CBA و ) 31(در معادلات

ها را  نکل ضرایب سری فوریه تنشباید تبدیل ه) 34(
 ضرایب ی توان نشان داد روابط زیر برایم. بدست آورد

 تبدیل یافته هنکل ی فوریه تغییر مکانها در فضایسر
 برقرار است

m
m

m
m

3
1m

m
1m

m i
dz

dF
αivu ξχξ −−=− −−  

)i
dz

dF
αivu m

m

m
m

3
1m

m
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m ξχξ −=+ ++  
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m
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2
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2

2
2

1
m
m F]

α1z
)[α(1w

+
+

∂

∂
+−+=

ωρ
βξ  

)44( 
m-1که در آن 

mu1m
mu  تبدیل هنکل مرتبه  به ترتیب+,

m-1 و مرتبه m+1 تابع mu1و-m
mv,1m

mv  به +
تابع  m+1 و m-1ترتیب تبدیل هنکل مرتبه 

mVوm
mW,m

m,m
mF χ به ترتیب تبدیل هنکل مرتبه m 

mFوmوmWتوابع  χحال با توجه به روابط  .باشند  می
) 2(ش و روابط تنش ـ کرن) 6(کرنش ـ تغییر مکان 

های تانسور تنش را بر حسب توابع  توان مولفه می
m
mوm

mF χبه شرح زیر نوشت : 
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1 m+1, ضرایب ...  وmهای تانسور   ام سری فوریه مولفه
در سطح ) 45(و ) 42(از ترکیب روابط . باشند تنش می
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 Cdو   Cs  و 25ترتیب سرعت امواج محوری یا طولیبه 

  Pak.باشند  ایزوتروپ میی یا عرضی در محیطها26برشی
نهایت با رفتار   برای محیط نیمه بی1987در سال 

در  z=sرا برای بارگذاری در عمق ) 53(ایزوتروپ روابط 
 در Pak نتایج دراگر .  بیان کرده است]10[مرجع شماره 
قرار داده  )بارگذاری در سطح (s=0 ،]10 [مرجع شماره

.  معادل می گردد)  53( روابط اب دقیقاً Pak نتایج ،شود
این بدان معنی است که از لحاظ تحلیلی نتایج حاضر در 

 در سال Pakاین مقاله کاملاً با نتایج ارائه شده توسط 
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r)](Jr)([J
2
α

z)(r,u 1m1m0
3

m ξξξ −+
∞ −∫−=

2
id]eλBeλA[ zλ

2mm
zλ

mm
2mm −+ −− ξξξ 1

1  

[ ] ,deCr)(Jr)(J zλ
m1m1m0

3m ξξξξξ −
−+

∞ +∫  

[ ]r)(Jr)(J
2

iα
z)(r, 1m1m0

3
m ξξξ −+

∞ +∫=v     

[ ]
2
1

++ −− ξξξ deλBeλA zλ
2mm

zλ
1mm

2m1m  

[ ] ,deCr)(Jr)(J zλ
m1m1m0

3m ξξξξξ −
−+

∞ +−∫  

( )






























+
−+−∫= −∞ zλ

m
1

2
02

1
2

1m20m
1meA

α1
α1λαz)(r, ξωρξw  

( ) ξξξωρξ dr)(JeB
α1

α1λα m
zλ

m
1

2
02

1
2

2m2
2m































+
−+−+ −  

)57( 
 ) 48( بر اساس روابط Am, Bm, Cmه در آن ضرایب ک

 ام سری فوریه تغییر mبا جایگذاری ضرایب . باشد می
های تغییر مکان  مکان در بسط فوریه مربوطه دامنه مولفه

 .آید به شرح زیر بدست می
=z)θ,(r,z),θ,(r,z),θ,(r, wvu   

           [ ] imθ
mmm

m
ez)(r,z),(r,z),(r,u wv

∞

−∞=
∑  

)58( 
های تغییر مکان عبارتند  مولفه) 9(بنابراین بر اساس رابطه 

 :از
=)z,θ,W(r,),z,θ,V(r,),z,θ,(r, tttU   

            [ ] tiez)θ,(r,z),θ,(r,z),θ,u(r, ωwv  
)59( 
 

 تحریک هارمونیک مماس ینتایج برا
 برسطح

در تحلیل گذشته جواب کلی معادلات حرکت برای         
در . دست آمد  بz=0تحریک هارمونیک دلخواه در سطح 

 بار گسترده یکنواخت  برایی نتایج بدست آمده قبلجااین 
موثر بر  ) xدر راستای محور(با برآیند واحد در جهت افقی 

برای بار .  گرددی می، بررسaای به شعاع  سطح دایره
 گسترده یکنواخت با برآیند واحد در جهت افقی 

   aاع ــای به شع طح دایرهـموثر بر س ) xدر راستای محور (
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 :های بردار بارگذاری عبارتند از مولفه

[ ]

}{







=<+=

−=

0,yxz)y,(x,

e),
a

sin,
a

cos(t),(r,RQ,P,

22

ti
22

za

0

2
sπ

π
θ

π
θθ ω

  

)60( 
های تابع بارگذاری  توان نشان داد مولفه در اینصورت می

 :در فضای فوریه به شرح زیر است







≥

<
== −

ar,

r,
a2

1
(r)P(r)P 2

11

0

a
π

1;mFor0(r)Pm ±≠=  







≥

<
=−= −

ar0,

r,
a2

1i
(r)Q(r)Q 2

1
a

1 π   

mallFor0(r)R
1;mFor0(r)Q

m

m

=
±≠=  

)61( 
 .توان نشان داد می) 52(در رابطه ) 61(با جایگذاری روابط 

mallFor0Z
1m,0

1m,
a
a)(J

Y

1m,0

1m,
a
a)(J

X

m

1

m

1

m

=








−≠

−=
=








≠

=
=

πξ
ξ

πξ
ξ

  

)62( 
منجر به ) 62(و) 58(، )57(، )52(، )49(ترکیب روابط 

r,,zهای بردار تغییر مکان در امتدادهای  مولفه θ به 
 .شود شرح زیر می

aA2
cosz),u(r,

44π
θθ =  

[ ]
[ ]

,
dr)(Jr)(Ja)(J)(z,Γ

dr)(Jr)(Ja)(J)(z,Γ

20120

20110













+∫+

−∫
∞

∞

ξξξξξ

ξξξξξ  

a
v

44A2
sinz),(r,
π

θθ −
=                             

[ ]
[ ]

,
dr)(Jr)(Ja)(J)(z,Γ

dr)(Jr)(Ja)(J)(z,Γ

20120

20110













−∫+

+∫
∞

∞

ξξξξξ

ξξξξξ  

ξξξξ
π

θθ dr)(Ja)(J)(z,Λ
aA

cosz),(r, 1110
44

∞∫=wا 

)63( 
 مصالح ایزوتروپ بر ی براA66تا   A11، ) 63(در روابط گر 

λµحسب ضرایب لامه ،  جایگزین گردد)4(از رابطه و

r,,z مکان در امتدادهای های بردار تغییر مولفه θی برا 
  . آیدیمصالح ایزوتروپ به شرح زیر به دست م

a2
cosz),u(r,
πµ
θθ =  

[ ]
[ ]

,
dr)(Jr)(Ja)(J)(z,

dr)(Jr)(Ja)(J)(z,

20120

20110













+∫+

−∫
∞

∞

ξξξξξγ

ξξξξξγ  

a
v

πµ
θθ

2
sinz),(r, −

=                                   

 [ ]
[ ]

,
dr)(Jr)(Ja)(J)(z,

dr)(Jr)(Ja)(J)(z,

20120

20110













−∫+

+∫
∞

∞

ξξξξξγ

ξξξξξγ  

ξξξξ
πµ
θθ dr)(Ja)(J)(z,Ω
a

cosz),(r, 1110
∞∫=w  

)64( 
 . باشندیم) 54(براساس روابط 1Ωو 1γ، 2γن که در آ

 در  Pakدقیقاْ معادل با نتایج ارائه شده توسط) 64(رابطه 
 ) s=0(برای تحریک در سطح ] 10[مرجع شماره 

 . باشدیم
 

 نتایج عددی
های بردار تغییر  همان طور که ملاحظه شد مولفه        

های یک بعدی نیمه متناهی با توابع  مکان بصورت انتگرال
مختلط بدست ) توابع زیر علامت انتگرال (27انتگران

های ساده مربوط به  ها حتی در حالت این انتگرال. اند آمده
گیری  مصالح ایزوتروپ هم به صورت تحلیلی قابل انتگرال

. اند عددی برآورد شدهها به صورت  لذا این انتگرال. نیستند
توابع انتگران توابعی پیچیده با رفتار نوسانی به علت وجود 

نهایت به سمت صفر  توابع بسل در بی. باشند توابع بسل می
نهایت  میل می کنند، اما روند همگرایی این توابع در بی

باشد، به همین دلیل یکی از موارد مهم در  بسیار کند می
همچنین . نهایت فیزیکی است ن بیها تعیی برآورد انتگرال

این . باشند توابع انتگران شامل نقاط تکین محدودی می
در  .باشند  و قطب میی ا نقاط تکین شامل نقاط شاخه

حالت کلی برای مصالح ایزوتروپ جانبی سه بعدی سه 
این . گیری وجود دارد نقطه شاخه ای در مسیر انتگرال

)در ) 37(نقاط بر اساس رابطه  )
iλm32,1,i ξ= واقع 

یک ماده ایزوتروپ جانبی سه  یبرادر حالت کلی . اند شده
ای فوق  نقاط شاخه.  وجود دارد28بعدی سه موج حجمی

حرکت .  متناظر با این امواج هستند29در واقع اعداد موج
متناظر با این امواج نه بطور خالص برشی و نه به طور 
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لت مربوط به  اما برای حا.]10[خالص محوری است 
مصالح ایزوتروپ تعداد نقاط  شاخه ای فوق به دو کاهش 

 :یابد می

s
s

d
d C

k
C

k
1

ωξξωξ =====
3m2mm λλλ ,     

)65( 
 به ترتیب سرعت Cs  و Cdبیان شد "همانطور که قبلا

 علاوه .باشند امواج محوری یا طولی و برشی یا عرضی می
)بر این عبارت  )ζI ها را مشخص قطب ) 52( در رابطه

قطب ها در واقع متناظر با ورود امواج ریلی . کند می
 .آید باشند و مقدار آنها از معادله زیر بدست می می

0I 2112 =−= νηνηξ )(                              
)66( 

در مورد مصالح ایزوتروپ به معادله کلاسیک ) 66(رابطه 
ه است که  نشان دادStoneley .]7[یابد ریلی کاهش می

 در راستای محور اعداد ±pξتنها دو ریشه) 6(رابطه 
   مصالح ایزوتروپیبرا. ]15[حقیقی دارد

)/( µωρξ 33
2
1

p  یبرا p ξمقدار .  باشدی م=+
 یدر روشها. آمده است) 2(مصالح مختلف در جدول 

 یا روش ی مانند روش ذورنقه ای عددیمعمول انتگرالگیر
 به ییمپسون مقدار انتگرال از تقسیم بازه انتگرال گیرس

 ومحاسبه مقادیر تابع انتگران در نقاط با یفواصل مساو
به علت وجود توابع .    از هم برآورد میگرددیفاصله مساو

 توابع انتگران توابعی پیچیده با رفتار یبسل وتوابع نمای
لذا باید . باشند  با تغییرات سریع میی نواح"نوسانی و بعضا

 اختیار شود که با توجه به تغییرات تابع انتگران در یروش
،  محاسبه مقادیر تابع ی مختلف بازه انتگرالگیرینواح

  با. از هم انجام دهدیانتگران را در نقاط با فاصله نامساو
توجه به موارد مهم فوق، باید روش مناسبی جهت برآورد 

ده بایدتوجه درروش اختیار ش. ها انتخاب کرد انتگرال
دراین جا . خاصی به بینهایت، قطب و نقاط شاخه ای نمود

برای برآورد عددی ] Adaptive quadrature ]5روش 
به منظور ارزیابی میزان دقت نتایج . انتخاب شده است

عددی حاصل از این مقاله مقایسه هایی با نتایج موجود 
 ذکر این نکته. برای مصالح ایزوتروپ انجام گرفته است

ضروری است که کلیه نتایج عددی ارائه شده بصورت بی 
همچنین فرکانس بی بعد . باشد بعد می

44Aa /ρωω =o برای ارئه نتایج عددی تعریف شده 

بی بعد ناشی از بار  های  تغییر مکان) 1(جدول  . .است
گسترده یکنواخت 
o

pای به شعاع  موثر بر سطح دایره a 
را در حالت استاتیک و برای مصالح ایزوتروپ نشان می 

در این جدول نتایج عددی حاصل از مطالعه حاضر . دهد
 در سال Rajapakseبا نتایج عددی ارائه شده توسط 

 و Rajapakse و نتایج عددی ارائه شده توسط ]12[1991
Wang تطابق .  مقایسه شده است]13[1993 در سال

حت نتایج عددی بدست آمده در ها معرف ص خوب جواب
 ذکر این نکته ضروری است که نتایج .باشد این بخش می

 برای حالت ω0= 0,001برای حالت استاتیک با قرار دادن 
مقایسه نتایج ) 3(شکل . دینامیک بدست آمده است

برای . عددی را برای حالت دینامیکی نشان می دهد
رائه شده توسط مقایسه نتایج در حالت دینامیکی از نتایج ا

Pak برای مصالح ایزوتروپ و برای ] 10[1987 در سال
تغییر مکان افقی ناشی از بار گسترده یکنواخت با برآیند 

 . استفاده شده استaای به شعاع  واحد موثر بر سطح دایره
 به صورت نقاط تو پر Pakدر این شکل نتایج تحقیقات 

ر قسمت ها چه د تطابق خوب جواب. نشان داده شده است
حقیقی و چه در قسمت موهومی معرف صحت نتایج 

  . باشد بدست آمده در این مقاله می

-2

-1

0

1

2

3

4

0 2 4 6 8 10

z/a

4 π
µa

u 1

Present study (Im)

Present study (Re)

Pak (1987) (Re)

Pak (1987) (Im)

ω0 = 0.5
 λ/µ = 1

 
 برحسب xمقایسه مولفه  تغییر مکان در جهت محور  : 3شکل

 . با رفتار ایزوتروپی نیمه متناهیعمق در فضا
 

فتار  نوع مصالح مختلف با ر3، یبه منظور ارائه نتایج عدد
 به همراه یک نوع مصالح ایزوتروپ در نظر یایزوتروپ جانب

 یرا برا یخصوصیات مکانیک) 2(جدول . گرفته شده است
 ی مصالح معرفی براینتایج گرافیک.  کندیارائه م این مواد

 .نشان داده شده است) 4(در شکل ) 2(شده در جدول 
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 موثر x محور ی در راستاοpناشی از بار گسترده یکنواخت مه بینهایت ایزوتروپ و قائم محیط نیی افقی مقایسه تغییر مکانها :1دول ج
 ).a)  0,25 =νای به شعاع  بر سطح دایره

ap
u

0

µ  
ap
w

0

µ  

r/a, θ, z/a 
 مطالعه
 حاضر

Rajapakse 
and Wang 

(1993) 
Rajapakse      

(1983) 

 هالعمط
 حاضر

Rajapakse 
and Wang 

(1993) 
Rajapakse  

(1983) 

0,0,0 0.8750 0.8758 0.8750 0.0000 0.0 0.0 
0,0,.25 0.6358 0.6367 0.6358 0.0000 0.0 0.0 
0,0,1.0 0.2892 0.2898 0.2901 0.0000 0.0 0.0 
0,0,2.0 0.1538 0.1542 0.1542 0.0000 0.0 0.0 
.5,0,0 0.8216 0.8226 0.8216 0.0625 0.0625 0.0625 

1.0,0,0 0.5836 0.5845 0.5835 0.1250 0.1243 0.1250 

2.0,0,0 0.2545 0.2554 0.2544 0.0625 0.0626 0.0626 
 

 . مصالح مختلفی  خصوصیات مکانیک:2جدول 

ωρ
ξ 44p A

 

A
12 (x10 4 N

/m
m

2 ) 

A
13 (x10 4 N

/m
m

2 ) 

A
44 (x10 4 N

/m
m

2 ) 

A
66 (x10 4 N

/m
m

2 ) 

A
33 (x10 4 N

/m
m

2 ) 

A
11 (x10

4 N
/m

m
2 ) 

ν'
 

ν 

G
'(x10

4 N
/m

m
2 )

 G
 (x10

4 N
/m

m
2 )

 E' (x10
4 N

/m
m

2 )
 E (x10 4 N

/m
m

2 )
 

مصالح
 

1.08766 2 2 2 2 6 6 0.25 0.25 2 2 5 5 1 
(Isotropic) 

1.03800 6 5 2 4 7.5 14 0.25 0.25 2 4 5 10 2 
1.02293 14 10 2 6 10 26 0.25 0.25 2 6 5 15 3 
1.01146 90 50 2 10 30 110 0.25 0.25 2 10 5 25 4 

 
  و 0ω ،1=0ω=0,5 مختلف ی فرکانسهایاین نتایج برا

3=0ωی مختلف براینتایج عدد.   ارائه شده است 
  u1ی افقمکانمولفه  تغییر  ی و موهومی حقیقیقسمتها

 از بار گسترده یکنواخت با ی ناش  )xدر راستای محور (
موثر بر  ) xدر راستای محور  (یبرآیند واحد در جهت افق

با توجه به این .   ارائه شده استaای به شعاع  سطح دایره
 ی افقی وهم تغییر مکان در راستاینکته که هم بارگذار

ار داشت که است، میتوان انتظ) در صفحه ایزوتروپی(
 ی یعن Eتغییر مکانها باید بطور خاص متاْثر از ضریب

ارائه   ینمودارها  صفحه ایزوتروپی باشنددرمدول یانگ 
.  دهندی نشان میاین موضوع را به خوب) 4(در شکل شده 

 کم یکانسها شود که به خصوص در فریملاحظه م
)1≤0ω (فهْ تغییر مکان  موْلی و موهومی حقیقیقسمتها

همچنین .  یابدی افزایش مE با کاهش مقدار ضریب یافق
نشان دهندهْ ) 4(ارائه شده در شکل   یمقایسه نمودارها

 متاْثر از یاین است که تغییر مکانها بصورت قابل توجه
 نمودارها تغییر علامت این در . باشندیفرکانس تحریک م

   مشاهده  توانی م در تغییر مکانها را بر حسب عمق
 با یموْ لفه تغییر مکان بطور کل ی حقیق  قسمت .نمود

 یابد در حالیکه یافزایش فرکانس تحریک کاهش م
 با افزایش ی موْ لفه تغییر مکان بطور کلیقسمت موهوم

خیر توابع تاْ علاوه بر این.  یابدیفرکانس تحریک افزایش م
ار  کم بسییتغییر مکان در ارتباط با فاصله در فرکانسها

 زیاد این تاْخیر ییکنواخت است در حالیکه در فرکانسها
 . تر میشودی بوده وبا افزایش فرکانس نوسانینوسان

 همچنین با افزایش فرکانس نوسان، طول موج کاهش 
 دهد که ی مختلف نشان می فرکانسهای نتایج برا.می یابد

 در ( بعد بزرگتر، دیرتر ی امواج با فرکانس بیدر حالت کل
  .مستهلک میشوند)  دورترفاصله
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  ξ از بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد در جهت حور ی  ناشξ  مولفه  تغییر مکان در جهت محور ی و موهومی حقیقی قسمتها :4شکل

 .بر حسب عمقα  به شعاع یمؤثر بر دایره ا

 
 یگیر هنتیج

 بدست آوردن ی برایه یک روش تحلیلمقال در این
ه بینهایت با رفتار ایزوتروپ جانبی تحت پاسخ محیط نیم

تحریک هارمونیک مماس برسطح آزاد محیط در حالت اثر 
 معادلات تعادل دینامیکی حاکم .ارائه شده استسه بعدی 

)ای  بر مسئله در دستگاه مختصات استوانه )z,r,θ بصورت 
ع باشد که با استفاده از دو تاب یک سری معادلات درگیر می

 ]6[2005پتانسیل که توسط اسکندری قادی در سال 
برای مسائل الاستودینامیک ارائه گردیده است، بطور کامل 

جواب تحلیلی برای توابع پتانسیل با . مجزا سازی شده اند
 و استفاده از θنوشتن آنها بصورت سری فوریه در امتداد 

فضای هنکل بدست تبدیل هنکل در امتداد شعاعی در 
میدان تغییر مکان با استفاده از ارتباط  .آمده است

های بردار تغییر مکان و توابع پتانسیل  در فضای  مولفه
های بردار  مولفه.  بدست آمده استیهنکل بصورت تحلیل
های یک   بصورت انتگرالی واقعیتغییر مکان در فضا

لامت توابع زیر ع(بعدی نیمه متناهی با توابع انتگران 
توابع انتگران توابعی  .اند مختلط بدست آمده) انتگرال

. باشند پیچیده با رفتار نوسانی به علت وجود توابع بسل می
نهایت به سمت صفر میل می کنند، اما  توابع بسل در بی

باشد،  نهایت بسیار کند می روند همگرایی این توابع در بی
ها  نتگرالبه همین دلیل یکی از موارد مهم در برآورد ا

همچنین توابع انتگران  .نهایت فیزیکی است تعیین بی
باشند و در برآورد  شامل نقاط تکین محدودی می

این نقاط .  به این نقاط نمودیها باید توجه خاص انتگرال
در حالت . باشند  و قطب میی ا تکین شامل نقاط شاخه

کلی در یک ماده ایزوتروپ جانبی سه بعدی سه موج 
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ای فوق در واقع اعداد موج  نقاط شاخه.  داردحجمی وجود
حرکت متناظر با این امواج نه . متناظر با این امواج هستند

.  بطور خالص برشی و نه به طور خالص محوری است
همچنین قطب در واقع متناظر با ورود امواج ریلی 

های ایزوتروپ با استفاده از  نتایج برای محیط. باشد می
های ایزوتروپ جانبی  ای محیطنتایج بدست آمده بر

بصورت تحلیلی بدست آمده وبا نتایج موجود برای 
همچنین به . های ایزوتروپ مقایسه شده است محیط

گیری عددی انتخاب شده نتایج  منظور تأیید روش انتگرال
های  های ایزوتروپ با استفاده از جواب عددی برای محیط

بدست آمده های ایزوتروپ جانبی  نتیجه شده برای محیط
های ایزوتروپ مقایسه  و با نتایج موجود برای محیط

به منظور نشان دادن تأثیر فرکانس تحریک . گردیده است
و میزان ناایزوتروپی مصالح بر پاسخ، نتایج عددی مختلف 

تاْ خیر . های تغییر مکان ارائه گردیده است برای مولفه
 کم یهاتوابع تغییر مکان در ارتباط با فاصله در فرکانس

 زیاد این یبسیار یکنواخت است در حالیکه در فرکانسها
.  تر میشودی بوده وبا افزایش فرکانس نوسانیتاْخیر نوسان

همچنین با افزایش فرکانس نوسان، طول موج کاهش می 
 دهد که در ی مختلف نشان می فرکانسهاینتایج برا. یابد

در ( بعد بزرگتر، دیرتر ی امواج با فرکانس بیحالت کل
 مصالح و یناهمسانتاْثیر . مستهلک میشوند) فاصله دورتر

 بر تغییر مکانها در حالت یمیزان این ناایزوتروپ
 ی وابسته به اندازهْ ثابتها" کوچک مستقیمایفرکانسها

 که در ی باشد در حالی در این امتدادها میارتجاع
 بزرگ اندازهْ پاسخ ها نه تنها وابسته به اندازهْ یفرکانسها

 در امتداد آن توابع پاسخ است بلکه ی ارتجاعیبتهاثا
میدان تغییر .  باشدی نیز می ارتجاعیوابسته به بقیهْ ثابتها

مکان بدست آمده برای حل بسیاری از مسائل 
الاستودینامیک و همچنین به عنوان هسته برای حل 

 .معادلات انتگرال مرزی کاربرد دارند
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  به ترتیب استفاده در متنی انگلیسیواژه ها

1 - Transversely Isotropic     2 - Coupled 
3 - Potential Function     4 - Elastodynamic 
5 - Complex Fourier Expansion    6 - Hankel Transform 
7 - Kernel      8 - Branch Points 
9 - Pole       10 - Anisotropic 
11 - Orthotropic      12 - Rayleigh Waves 
13 - Integral Transforms     14 - Transformed Domain 
15 - Physical Domain     16 - Stress Tensor 
17 - Lame Coefficients     18 - Inverse Transform 
19 - Bessel Function     20 - Multiple Valued 
21 - Single Valued     22 - Branch Cut 
23 - Singular Point     24 - Radiation Conditions 
25 - Longitudinal Waves     26 - Shear Waves 
27 - Integrand Functions     28 - Body wave 
29 - Wave Numbers    
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