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با استفاده از بررسي تحليل ديناميکي و تصحيح قيود تماس نقطه به وجه 
 3D DDA در روش لاگرانژ افزوده 

 
 ۲ و احمد جعفري۱*سيد اميررضا بيابانکي

  دانشگاه تهران- پرديس دانشکده هاي فني -دانشجوي دکتري دانشکده مهندسي معدن ۱
  دانشگاه تهران- ي فني هادانشکدهپرديس  - معدن ي مهندسدانشکدهار ياستاد۲

 )۲۶/۲/۸۶ بيخ تصويتار, ۱۸/۱/۸۶خ دريافت روايت اصلاح شده يتار,  ۳/۴/۸۵خ دريافت يتار(
 

 چکيده      
ج يسه نتاي با مقايدر حالت سه بعد (DDA) ۱روش آناليز تغيير شکل ناپيوسته توسط يکيناميل دين مقاله، ابتدا صحت تحليدر ا          

ک بار يبدار که تحت يک سطح شي ي بدين منظور جابجايي يک بلوک بر رو. شودي ميبررس يلي روش با حل تحلنيبدست آمده از ا
 ي نشان ميلي را با حل تحليار خوبي تطابق بس3D DDAج بدست آمده توسط روش ي نتا.ردي گي قرار مي قرار دارد مورد بررسيکيناميد

. ردي گيمورد مطالعه قرار مشود، يکه شامل سه نوع تماس مکها در حالت نقطه به وجه ود تماس بلويح قين مقاله، تصحين در اي همچن.دهد
 باشد ين روش نسبتاً ساده مي ا. شوندي  ارضاء م۲مهي روش جريري به کارگاود تماس بين سه حالت تماس، قي اي ارائه شده برايدر فرمولها

ن سبب يمه همچني روش جر.اد باشدي زيلي تواند خيمه ميم عدد جرر کي مقادي شود که براي عدم دقت در حل ميکسري منجر به يول
برطرف   ۳ روش لاگرانژ افزودهيريت با به کار گين دو محدودي ا. شوديله مأ مسيکيزيود في نقض قباعث شود که ينفوذ بلوکها در هم م

به کارگيري اين روش نتايج . است شده  برنامه نويسي ++Cبا   بدست آمده و 3D DDAفرمولهاي مربوط به اين روش در . شده است
 .کند که توسط يک مثال نشان داده شده است خوبي را در مدلسازي تماس ها ارائه مي

 

  لاگرانژ افزوده- روش جريمه -  قيود تماس-  تحليل ديناميکي- آناليز تغيير شکل ناپيوسته :يديکل يواژه ها
 

 مقدمه
ي که در مکانيک پر استفاده ترين روش هاي عدد          

سنگ براي مدل کردن بارگذاري يا بار برداري مورد 
استفاده قرار مي گيرند شامل روش اجزاي محدود 

۴(FEM) ۵، روش اجزاي مرزي(BEM) و روش اجزاي 
مدلسازي ناپيوستگيهاي توده .  مي باشد(DEM)۶مجزا 

سنگ به صورت يک محيط ناپيوسته با استفاده از 
ر روشهاي اجزاي محدود و اجزاي المانهاي درزه خاصي د
اما در اين روش ها تعريف . ]۱[مرزي امکانپذير است

ناپيوستگي ها مشکل بوده و معمولاً درجه تغيير شکل 
به علاوه تعداد  . پذيري محدودي قابل تحليل ميباشد

 تعريف  شود  نيز بسيار  ناپيوستگي هايي که  ميتواند
اي  مسائلي   به طور  کلي  برDEMروش . محدود است

  تماس ها در آنها  که ناپيوستگي زيادي دارند و مدلسازي
 اجازه  همچنينDEM.  است، مناسب تر ميباشد مهم

 در امتداد ناپيوستگي ها را داده و بزرگ تغيير شکل هاي
را به خوبي ) انتقال و چرخش(حرکت بلوکها  مي تواند
 . مدل کند

نيک نسبتاً يک تک (DDA) آناليز تغيير شکل ناپيوسته
جديدي است که جزء خانواده روش هاي تحليل ناپيوسته 

 (Shi) براي اولين بار توسط شي 2D DDA. مي باشد
براي محاسبه جابجايي سيستم هاي بلوکي در قالب يک 

در اين روش، يک . ]۲[ ارائه شد ۱۹۸۸تز دکترا در سال 
توده سنگ همانند ترکيبي از بلوکهاي مجزا و درزه ها به 

 ان فصل مشترک بين بلوکهاي مجزا در نظر گرفته ميعنو

  يکسري  انجام  توسط نيروهاي تماس  و جابجايي . شوند
 .مي آيند  به دست  محاسبات

اين روش عددي به سرعت براي کاربردهاي عملي توسعه 
يافته است و امروزه از اين روش براي مدل کردن  

ستفاده فضاهاي حفاري  شده در محيط هاي  ناپيوسته ا
 .مي شود

تاکنون تصحيحات و پيشرفت هاي زيادي بر روي فرمول 
 صورت گرفته است (Shi)هاي اوليه ارائه شده توسط شي 

تا اين روش را براي محاسبات مهندسي کارا و مناسب 
فرمول هاي ابتدائي اين روش در حالت سه بعدي . نمايد
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در . ارائه شد  ]۳[ (Shi) توسط شي ۲۰۰۱در سال 
 روش حل براي سه حالت مرسوم ۲۰۰۵ و ۲۰۰۴ي سالها

از هفت ) رأس به وجه، لبه به وجه و وجه به وجه(تماس 
از . ]۵ ,۴[حالت تماس ممکن بين بلوکها بدست آمد 

آنجايي که هنوز فرمولبندي کلي سه بعدي براي تمامي 
حالات تماس در اين روش ارائه نشده است، لذا اين روش، 

بتداي راه خود قرار دارد و نياز به در حالت سه بعدي، در ا
اصلاحات زيادي دارد تا بتواند مانند حالت دو بعدي به 

در اين مقاله . صورت عملي مورد استفاده قرار گيرد
 در DDAقابليت مدل کردن ديناميکي توسط روش 

حالت سه بعدي مورد مطالعه قرار گرفته و اصلاحاتي 
 پيشنهاد براي قيود تماس در سه حالت مرسوم تماس

 .شده است
 

  3D DDAبررسي تحليل ديناميکي در 
  براي تحليل DDAقبل  از استفاده از روش       

يک توده سنگ، نياز به بررسي دقت جابجايي  ديناميکي
هاي بدست آمده از اين روش در مقايسه با حل هاي 

   (Hatzor & Feintuch)هاتزر و فينتاچ . است تحليلي
 را براي تحليل ديناميکي يک 2D DDA صحت نتايج ]۶[

بلوک بر روي يک سطح شيبدار با اعمال بار ديناميکي 
حل ديناميکي يک بلوک روي . مورد بررسي قرار دادند

شتاب (يک سطح شيبدار با در نظر گرفتن تنها بار ثقلي 
 & Sitar)قبلاً توسط سيتار و مک لالين ) ثابت

MacLaghlin) ]۷[ي يک سطح آنها برا.  بررسي شده بود
 درجه، چهار مطالعه جابجايي را براي ۲۶شيبدار با شيب 

 درجه انجام داده و ۲۰ و ۱۵، ۱۰، ۵زواياي اصطکاک 
 بدست 2D DDA درصد براي نتايج ۲ تا ۱خطايي بين 
 ]۶[   (Hatzor & Feintuch)هاتزر و فينتاچ . آورده بودند

سه تابع سينوسي مختلف را به عنوان ورودي بارگذاري 
 را با حل هاي 2D DDAناميکي انتخاب کردند و نتايج دي

اصطکاک سطح شيبدار را در نظر ساد ه تحليلي  که  اثر 
نتايج در تمامي حالات خطايي . نمي گرفت مقايسه کردند

سسارسکي و همکاران .  درصد را نشان داد۱۰ تا ۵بين 
(Tsesarsky et al.) ]۸[ نتايج تحليل را با داده هاي 

نتايج حاصل . از يک ميز لرزان مقايسه کردندبدست آمده 
 .دقت بالاي اين روش را نشان دادند

 داي راه ــ در ابت3D DDAر شد،ـهمانطوريکه قبلاً نيز ذک

خود قرار دارد و يک راه طولاني را در پيش رو دارد تا 
اينکه بتواند يک ابزار تحليل عملي براي مسائل مهندسي 

ليلي با حل عددي بدست در اين مقاله، نتايج تح. شود
 براي جابجايي يک بلوک که بر روي 3D DDAآمده از 

معادلات . يک سطح شيبدار مي لغزد مقايسه مي شود
 & Hatzor)تحليلي بدست آمده توسط هاتزر و فينتاچ 

Feintuch)   ]۶[ بدون در نظر گرفتن اثر اصطکاک در 
 در اين تحقيق، معادلات کامل .سطح لغزش بوده است

يلي با در نظر گرفتن اثر اصطکاک با استفاده از روش تحل
  مقايسه  3D DDAنيومارک  بدست آمده و با نتايج روش 

 ]۹[ (.Moosavi et al)موسوي و همکاران . مي شود
تحقيقي در اين زمينه براي حالت سه بعدي انجام داده 

 حاضر،   تحقيق  خلاف بر در مطالعه مذکور، . اند

 که تأثير به سزايي در نتايج DDA عددي پارامترهاي  
نتايج تنها  و نيز گرفته نشده تحليل ديناميکي دارد در نظر

واضح  . براي يک سيکل کامل مورد بررسي قرار گرفته اند
است که اين  مقايسه تنها مي تواند عملکرد يک تک 
بلوک را تائيد کند و براي يک سيستم بلوکي نياز به 

 است؛ با اين حال اين مطالعه مقايسه با مدل هاي فيزيکي
 بلوک اولين گام مورد نياز براي اين تحقيق  براي يک تک

 .مي باشد
به طور کلي، خرابي ناشي از زلزله با جابجايي هاي محدود 
اجرام مجزاي بزرگ همراه است؛  از اين رو براي تحليل 
بايد جزئياتي بيش از يک ضريب ايمني که از يک تحليل 

ساده ترين حالتي . مي آيد، بررسي شودشبه ايستا بدست 
را که مي توان براي يک شيب سنگي در نظر گرفت، 

اين . لغزش يک بلوک بر روي يک سطح شيبدار است
 Goodman)  سيد بررسي براي اولين بار توسط گودمن و

& Seed) ]۱۰[ نيومارک  و(Newmark) ]۱۱[ انجام  
در  .گرفت که امروزه به تحليل نيومارک معروف است

تحليل نيومارک فرض ميشود که جابجايي نسبي در يک 
سطح شيبدار هنگامي اتفاق مي افتد که نيروهاي اينرسيِ 
جرمِ داراي پتانسيل لغزش، بر مقاومت برشي سطح 

شتاب افقي مربوط به اين موقعيت را . شيبدار غلبه کند
در اين روش جابجايي جرم در  .مينامند" شتاب تسليم"

محاسبه انتگرال سرعت نسبي بلوک در حال لغزش با 
در اين مقاله، شکل کامل . زمان لغزش به دست مي آيد

 معادلات مربوطه بدست آمده و مورد استفاده قرار 
 .مي گيرد
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 يک تابع ساده ديناميکي 
 :در اين حالت، تابع شتاب افقي به صورت زير مي باشد

                                    )sin(..)( tgktu =&& 
)۱( 

 شتاب g ضريب ثابت و k زمان، t شتاب، &&uکه در آن 
براي محاسبه جابجايي و سرعت ناشي از اين . ثقل است

 انتگرال گيري انجام t تا 0tتابع شتاب، بايد از محدوده 
 : زماني است که0t. شود

                                              yatu =)( 0&& 
)۲( 

حـل  .  همان شـتاب تسـليم مـي باشـد         yaدر اين رابطه،    
 در حـالتي کـه اصـطکاک        tU)(تحليلي براي جابجـايي     

 :سطح شيبدار هم مد نظر قرار گيرد، عبارت است از

( )

( )
))]sin()sin(

))((cos()tan().sin()cos(.[.

2
)tan().cos()sin(.)(
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00
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tttgk

tttgtU
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−++
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φαα

φαα

 

)۳( 
 زاويه اصطکاک وابسته به جابجايي است که براي eqφکه 

 جايگزين مي φتمامي مقاصد عملي در مکانيک سنگ با 
 درجه ۲۰که سطح شيبدار داراي زاويه با فرض اين. شود

   انتخاب  شده  باشد، k=5.0بوده  و 
پارامترهاي به کار رفته براي اين مطالعه به صورت زير 

 :خواهد بود
  درجهφ=  ۲۲)(زاويه اصطکاک  -
)(شتاب تسليم  - ya =۳۴۲۶/۰ه متر بر مجذور ثاني 
  ثانيهtay = ۰۶۹۹/۰)(زمان در  -

از آنجايي که براي سيکل هاي بيشتر مقدار خطا نيز 
بيشتر مي شود، لذا اين تحليل براي حالات متفاوت 

 ثانيه به π4پارامترهاي عددي طي دو سيکل کامل که  
اين پارامترها . طول مي انجامد، صورت گرفته است

)(عبارتند از  حداکثر  فاصله  زماني در هر مرحله  1g و 
)( ۷نسبت جابجايي حداکثر مفروض 2g] ۶[ . اين

 شده  هاي محاسبه  پارامترها باعث محدود شدن جابجايي

 وجود اين پارامترها سبب  . مي شوندDDAتوسط 
هر مرحله از مي شود که فرض جابجاييهاي کوچک در 

 و 1gبراي ايجاد ارتباط بين دو پارامتر  .حل ارضاء شود
2g که توسط (، از نسبت جابجايي ميانگين مراحل زماني

3D DDAبه جابجايي حداکثر مجاز در )  بدست مي آيد

لازم به ذکر . د استفاده مي شو ،Rهر مرحله زماني، 
)(/2است که حداکثر جابجايي مجاز از رابطه  2Hg به 

).  ارتفاع قائم مدل ايجاد شده ميباشدH(دست مي آيد 
  ۰۰۱/۰-۰۱/۰ در حالت کلي به ترتيب 2g و 1gمحدوده 
در بررسي انجام شده . ]۶[ مي باشد ۰۰۱/۰-۱/۰ثانيه و 

مشخص شد که حل عددي در صورتي صحيح خواهد بود 
 به عدد يک نزديک باشد؛ در مطالعه انجام Rکه نسبت 

 از عدد يک فاصله زيادي Rشده حالتهايي که در آنها 
براي نمونه در  .دارد، نتايج غير قابل قبولي توليد کردند

اي بين حل تحليلي و نتايج بدست آمده  مقايسه) ۱(شکل 
 مي باشد، 2g=۱/۰ و 1g=۰۱/۰ براي حالتي کهDDAاز 

همانطور که در اين شکل مشاهده . نشان داده شده است
بلوک روي سطح ) رو به بالاي(مي شود حرکت بازگشتي 

دقت قابل توجهي مدل  سيکل با دو  انتهاي اينشيبدار در
 .است شده
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 و حل تحليلي براي 3D DDA مقايسه بين نتايج :۱شکل 

)sin(.5.0)(حالت  tgtu =&& . 
 

 يک تابع همنواي ديناميکي 
)(..)sin(در تابع          tgktu ω=&& مي توان با استفاده 

مدهاي متفاوت حرکت زمين را مدل ، بساωاز پارامتر 
حل تحليلي براي جابجايي با در نظر گرفتن  . نمود

اصطکاک سطح  لغزش در اين حالت  به صورت زير 
 : خواهد بود

( )

( )

))]sin()sin())(cos((

)tan().sin()cos(.[.

2
)tan().cos()sin(.

000

2

0

2

ttttt
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tttgU

ωωωω
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+−−×
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)۴( 

 درجه براي سطح لغزش و ۲۰با در نظر گرفتن شيب 
75.0=k 2 و=ωن ــه در ايــامترهاي به کار رفت، پار 
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 :تحقيق به صورت زير خواهند بود
  درجهφ=  ۲۲)(زاويه اصطکاک  -
)(شتاب تسليم  - ya =۳۴۲۶/۰متر بر مجذور ثانيه  
  ثانيهtay = ۰۲۳۳/۰)(زمان در  -

ي باشد، لذا يک سيکل کامل تنها  مω=2از آنجايي که 
πثانيه طول مي کشد . 

 در  اين  مورد  نيز حالات  متفاوتي   براي   پارامترهاي  
عددي در نظر گرفته شده و نتايج بدست آمده با روابط 

نتايج حاکي از اين بودند که . تحليلي مقايسه شده است
  نزديک به عدد يک باشندRهاي  در مواردي که نسبت

 بدست آمده و براي ساير موارد نتايج %۱خطايي کمتر از 
 .غير قابل قبول بودند

  1g=۰۱/۰نتايج را براي حالتي که ) ۲(براي نمونه شکل 
همانطور که مشاهده .   هستند، نشان مي دهد2g=۱/۰و 

 به خوبي توانسته است اين موج 3D DDAود مي ش
 .سينوسي را مدل کند
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و حل تحليلي براي  3D DDA مقايسه بين نتايج  :۲شکل 
)2sin(.75.0)(حالت  tgtu =&& . 

 

 مجموع دو تابع سينوسي 
از آنجايي که معمولاً از اثرات جملات درجه بالا در          

ررسي انجام يک سري سينوسي صرفنظر مي شود، لذا ب
 شده براي مجموع بيش از دو تابع سينوسي انجام 

در حالت کلي براي مجموع دو تابع سينوسي . نمي شود
 :داريم

 

      )sin(..)sin(..)( 2211 tgktgktu ωω +=&& 
)۵( 

حل تحليلي  براي  اين حالت با در نظر گرفتن اثر 
 :اصطکاک به شرح زير مي باشد

)](coscos)sin
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)۶( 
   درجه براي  سطح  شيبدار و مقادير ۲۰ با  فرض شيب

2.01 =k، 3.02 =k، 11 =ω 22  و =ω پارامترهاي 
 :مورد استفاده عبارتند از

  درجهφ=  ۲۲)(زاويه اصطکاک  -
)(شتاب تسليم  - ya =۳۴۲۶/۰متر بر مجذور ثانيه  
  ثانيهtay = ۰۴۳۷/۰)(زمان در  -

 

بررسي صورت گرفته نشان داد که براي نسبت هايي که 
نزديک به عدد يک هستند، خطا کم بوده و حداکثر آن 

نتايج بدست آمده براي ) ۳(شکل . مي باشد% ۵در حدود 
  مي باشد، را نشان 2g=۱/۰ و 1g=۰۱/۰حالتي که 

 . مي دهد
 

0

5

10

15

20

25

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Time (s)

D
is

pl
ac

em
en

t (
m

)

Analytical

DDA (g1=0.01, g2=0.1)

 
 و حل تحليلي براي 3D DDA مقايسه بين نتايج  :۳شکل 

)2sin(.3.0)sin(.2.0)(حالت  tgtgtu +=&& . 
 

همانطور که در قسمت هاي مختلف اين بخش از تحقيق 
ملاحظه مي شود براي حالات متفاوت توابع شتاب اعمالي 

بدست % ۵کمتر از  لغزش، خطاييبه يک بلوک در حال 
دليل اينکه در حالت دو بعدي خطاي بيشتري . آيد مي

، اين است که اثر اصطکاک در ]۶[گزارش شده است 
 .روابط تحليلي دو بعدي در نظر گرفته نشده است

 

  3D DDAتصحيح قيود تماس در 
، لغزش بلوکهاي در تماس مجاز DDAدر روش      

 ر ــاز پ. ها صورت پذيردـ بين بلوکميباشد اما نبايد نفوذي
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استفاده ترين روش هايي که براي اعمال قيود استفاده 
مي شود مي توان به روش هاي جريمه، ضرب کننده 

در نسخه اوليه . ]۱۲[ و لاگرانژ افزوده اشاره نمود ۸لاگرانژ
 ، روش جريمه براي جلوگيري از DDAارائه شده براي 

 Cai)کاي و همکاران . ته شدنفوذ بين بلوکها به کار گرف

et al.) ]۱۳[ روش ضرب کننده لاگرانژ را ۱۹۹۶ در سال 
لين و همکاران . براي ارضاي قيود تماس به کار بردند

(Lin et al.) ]۱۴[ لاگرانژ افزوده را مورد   نيز  روش
. استفاده قرار دادند و نتايج رضايت بخشي بدست آوردند

وش لاگرانژ افزوده خيلي آنها به اين نتيجه رسيدند که ر
بهتر از روش ضرب کننده لاگرانژ مي تواند قيود تماس در 

2D DDAرا مدل کند . 
 3Dهمانطور که قبلاً نيز ذکر شد، تاکنون براي روش 

DDA تنها تحليل سه حالت تماس از هفت حالت تماس 
رأس به وجه، رأس به لبه، لبه به وجه، لبه به لبه (موجود 

. ارائه شده است) به وجه و رأس به رأس، وجه )دو حالت(
اين سه نوع تماس که شامل رأس به وجه،  لبه به وجه و 

نشان ) ۴(وجه به وجه مي باشد، همانطور که در شکل 
داده شده است قابل تبديل به حالت کلي نقطه به وجه 

 .مي باشد
 

 
 

 .]۴[ انواع تماس نقطه به وجه در سه بعدي  :۴شکل 
 

 با 3D DDA شده براي اين نوع تماس در فرمولهاي ارائه
در اين تحقيق، با . به کارگيري روش جريمه ارائه شده اند

به کارگيري روش لاگرانژ افزوده قيود تماس براي اين سه 
با استفاده از اين روش، . حالت تماس تصحيح شده است

 بالا رفته و محدوديت هاي موجود 3D DDAدقت حل 
در  ادامه،  .  ه برطرف   مي شوددر اثر استفاده روش جريم
 مثال نيز براي نشان سهمربوطه،  ضمن  ارائه  فرمول هاي

بيابانکي و . دادن صحت عملکرد آنها آورده شده است
 مزاياي روش ]۱۵[ (Beyabanaki & Jafari) جعفري

لاگرانژ افزوده را در حالت ساده نشان دادند، اگرچه آن 
در تحقيق . گرفته استمطالعات اثر اصطکاک را در نظر ن

حاضر اثر اصطکاک در نظر گرفته شده است و فرمول 
 .هاي مربوط به تماس برشي نيز ارائه مي شوند

 زيرماتريس هاي تماس نرمال
با ترکيب دو روش ضرب لاگرانژ افزوده  روش در        

  کننده لاگرانژ و جريمه، معايب اين دو روش به حداقل
ل از بزرگي اعداد جريمه اين روش مستق. ]۱۲[ ميرسد

 .بوده و نياز به هيچ معادله اضافي براي حل ندارد
، نيروي تماس در 3D DDAبا به کارگيري اين روش در 

نقطه تماس مي تواند با دقت خوبي توسط يکسري 
اين تکرارها  تا وقتي . محاسبات تکرار شونده بدست آيد

 بلوکانجام  مي شوند  که  فاصله  نفوذ  يک  بلوک  در 
 .ديگر، از يک مقدار مشخص کوچکي کمتر شود

نشان داده شده است، يک فنر ) ۵(همانطور که در شکل 
432 و صفحه 1Pفرضي بين رأس نفوذ کننده  PPP که 

فاصله . نفوذ در آن انجام مي گيرد، در نظر گرفته مي شود
disين رأس و اين صفحه بايد بعد از يک افزايش  بين ا

 . جابجايي صفر شود

 
 .]۵[ مدل کردن تماس نقطه به وجه  :۵شکل 

 

),,(اين فاصله برحسب مختصات نقاط  1111 zyxP 

),,(),,,(),,,( 444433332222 zyxPzyxPzyxPبه صورت  
 :]۳[ زير به دست مي آيد 
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)۸( 
),,( همچنين iii wvu جابجايي نقطه iPبوده و نيز  : 
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 :چنانچه فرض شود که
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)۱۱( 
 :آنگاه

              [ ] [ ] [ ] [ ]j
T

ji
T

i DGDE
A

V
dis ++= 0 

)۱۲( 
nمقدار به روز شده ضريب لاگرانژ، 

*λ مي تواند براي ،
 :تماس نرمال به صورت زير نوشته شود

 
 

)(**

1
disPnnnn nknk

+=≈
+

λλλ 
)۱۳( 

 عدد جريمه مي باشد که مي تواند متغير nPکه در آن 
 نيست مانند روش جريمه داراي مقدار بوده و نيازي

 اُم، انرژي پتانسيل کرنش ناشي nkدر تکرار . زيادي باشد
 :، به صورت زير خواهد بودanΠاز نيروي تماس، 

 

                 2* )(
2
1)( disPdis nnan nk

+=Π λ 

)۱۴( 
ء اول انرژي اين معادله از دو جزء تشکيل شده است؛ جز

*کرنش ناشي از ضريب لاگرانژ تکرار شونده، 
nknλ بوده و ،

جزء دوم که سبب . جزء دوم ناشي از قيد جريمه مي باشد
ايجاد يکسري زيرماتريس مي شود در بخش قبلي بحث 

   معادله مورد  جزء اول اين  تنها  بخش شد، لذا در اين
صورت   به  را  اول جزء توان مي   . قرار مي گيرد بررسي

 :زير نوشت

[ ] [ ] 121,
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     )۱۵(                                                             
 مؤلفه هاي ماتريسهاي معادلات rg و reکه در آن 

:          يمپس از مشتق گيري دار. مي باشند) ۱۱(

121,
)0( *
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∂
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)۱۶( 
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rj nk
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)۱۷( 
 مي کنند که به ۱۲*۱اين معادلات توليد دو ماتريس 

][ترتيب به زير ماتريسهاي  iF و ][ jF در ماتريس کلي 
nلازم به ذکر است که مقادير . اضافه مي شوند

*λ معلوم 
 .بوده و از تکرار قبلي محاسبه مي شود

 :در جزء دوم، انرژي پتانسيل نيروي فنر برابر است با

[ ] [ ] [ ] [ ]
2

02

2
)(

2
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A
VP

dis
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)۱۸( 
، nΠبا کمينه کردن .  سختي فنر مي باشدnPکه در آن 

 بدست ۱۲*۱اتريس  و دو زير م۱۲*۱۲چهار زيرماتريس 
 :مي آيد

                           [ ][ ] ][ ii
T

iin KEEP → 
                          [ ][ ] ][ ij

T
jin KGEP → 

                        [ ][ ] ][ ji
T

ijn KEGP → 
                          [ ][ ] ][ jj

T
jjn KGGP → 

                               [ ] ][0
ii

n FE
A
VP

→− 

                           [ ] ][0
jj

n FG
A
VP

→− 

)۱۹( 
از ترکيب نتايج جزء اول و دوم، زير ماتريس هاي زير به 
دست مي آيند که به صورت زير به ماتريس هاي سختي 

 :اضافه مي شوند) ۴(و نيرو در معادله 
                           [ ][ ] ][ ii

T
iin KEEP → 

                        [ ][ ] ][ ij
T

jin KGEP →  
                      [ ][ ] ][ ji

T
ijn KEGP → 
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                        [ ][ ] ][ jj
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nk
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 +− λ 
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 +− λ 

)۲۰( 
 

 ي برشزيرماتريس هاي تماس
 از 1P، رأس )۶(فرض مي شود مطابق شکل           

),,( با جابجايي iبلوک  111 wvu به نقطه ′
1P منتقل شود 

432 بر روي وجه 1P تصوير 0Pو نيز نقطه  PPP باشد، در 
اين حالت براي حذف جابجايي نسبي دو بلوک هنگاميکه 
نيروي برشي کمتر از مقاومت برشي يک ناپيوستگي باشد 

 :شود برشي استفاده مي فنرهاي از

 
 .]۱۶[ تماس برشي در حالت نقطه به وجه  :۶شکل 

 

                             )tan(ϕns FCF +<  
)۲۱( 

 nF چسبندگي، C نيروي تماس برشي، sFکه در آن 
 زاويه اصطکاک ناپيوستگي مي ϕنيروي تماس  نرمال و 

براي جلوگيري از جابجايي نسبي، سه فنر برشي با . باشد
با فرض . روند به کار ميZ و X ، Y در جهات sPسختي 
10 برابر فاصله dاينکه  PP باشد، ) پس از تغييرشکل  (′
 :داريم

)]()()[( 001100110011 wzwzvyvyuxux
d
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)۲۲( 
s، مقدار به روز شده ضريب لاگرانژ، در اين حالت 

*λ، به 
 :ير نوشته مي شودصورت ز
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)۲۳( 
عدد جريمه مربوط به تماس برشي بوده و  sPکه در آن 

sd 50 همان فاصلهPP چنانچه . مي باشد) ۶( در شکل ′
 بر ′1Pکه تصوير قائم  (′5Pمختصات نقطه 

432صفحه PPP(برابر )  مي باشد,,( 555 zyxد، ـــ باش 

50PPطول بردار   : عبارت خواهد بود از′
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)۲۶( 
و از درجات دوم جابجايي به دليل کوچک بودن صرفنظر 

 :به صورت زير در مي آيد) ۲۵(شود، معادله 
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 :داريم
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 اُم، انرژي پتانسيل کرنش ناشي از نيروي skدر تکرار 

 :، به صورت زير خواهد بودasΠتماس برشي، 

                        2*

2
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ssssas dPd
sk

+=Π λ 

)۳۰( 
جزء اين معادله نيز مانند حالت تماس نرمال از دو 

تشکيل شده است؛ پس از انجام عمليات همانند حالت 
 :تماس نرمال و ترکيب نتايج دو جزء داريم
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)۳۱(  

، به ترتيب بيانگر نيروهاي sλ و nλاز ديد فيزيکي، 
نرمال و برشي تماس بين دو بلوک بوده و اعداد جريمه، 

nP و sPنيروهاي . ، سختي فنرهاي تماس مي باشد
 روش تکرارشونده تماس مي توانند با دقت توسط اين

 بدست آيند، حتي اگر  مقدار اوليه  براي  اعداد  جريمه
دقت حل به نيروهاي باقي مانده که در . کوچک باشد

 طول محاسبات تکرار شونده  نيروهاي تماس بوجود  مي

معيار همگرايي در اين حالت ارضاي . آيند بستگي دارد
 :همزمان اين دو شرط است

 تعيين شده باشدمقدار نفوذ کمتر از حد  -
 نيروهاي باقيمانده تماس به حداقل مورد نظر برسد -

، عمليات تکرارشونده مورد نياز در اين روش )۱(روندنماي 
 .را نشان مي دهد

با اينکه در اين روش نياز به انجام تکرارهاي متوالي است 
. اضافه نمي شود) ۴(ولي اندازه سيستم معادلات 

ده و محدوديتهاي همچنين سادگي روش جريمه حفظ ش
 .آن به حداقل مي رسد

ويژگيهاي روش لاگرانژ افزوده به شرح زير مي باشد 
]۱۲[: 

 

 نياز به هيچ معادله اضافي نيست •
اعداد بزرگ جريمه نياز نمي باشد؛ اين امر از ايجاد  •

با اين حال . مشکلات حل ماتريس ها جلوگيري مي کند
، تعداد اگر مقدار اوليه عدد جريمه خيلي کوچک باشد

 بود مورد نياز  خواهد  زيادي تکرار 
قيود طبق يک محدوده از پيش تعيين شده توسط  •

 .کاربر ارضاء مي شوند
 

 
 

 

 .3D DDA روش لاگرانژ افزوده در :۱روندنماي 
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 ٢٨١                                          .....                                                                                             ي تحليل ديناميکي       بررس

 
 

 زيرماتريس هاي نيروي اصطکاک
هنگام لغزش در تماس نقطه به وجه، يک جفت        

يروي اصطکاکي با مقادير يکسان ولي در خلاف جهت ن
 1Pتصوير نقطه  (0P و 1Pهم در راستاي لغزش به نقاط 

بزرگي و ). ۷شکل (اعمال مي شوند ) jبر وجه بلوک 
نيروي . راستاي اين نيروها از مرحله قبلي بدست مي آيند

 به صورت زير از تکرار قبلي بدست مي آيد Fصطکاک ا
]۴[: 

ϕtgdPF nn ′= 
)۳۲( 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .در حالت نقطه به وجه يسه بعد تماس :۷شکل 
 

 فاصله قائم نفوذ پس ′nd سختي فنر نرمال، nPکه در آن 
 . زاويه اصطکاک مي باشدϕقبلي بوده و از تکرار 

انرژي پتانسيل نيروي اصطکاک به صورت زير بدست مي 
 :آيد

])[][][].([

][ 010101

NDMDF

Lwwvvuu
L
F

T
j

T
i

f

−=

−−−=
r

rπ
 

)۳۳( 
 :که در آن 

TT
i LzyxT

L
M

r
r )],,([1][ 111= 

 و
TT

j LzyxT
L

N
r

r )],,([1][ 111= 

 

Lکه 
r

پس از  .)۷شکل ( جهت نيروي اصطکاک است 
 :کمينه کردن انرژي پتانسيل داريم

121][][

)0(

−=
∂
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∂
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f
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f
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π

 

)۳۴( 
 را تشکيل مي دهند که به ترتيب ۱۲*۱که دو ماتريس 

][به زيرماتريس هاي  iF و ][ jF در ماتريس معادلات 
 :تعادل کلي اضافه مي شوند

[ ] ][ iFMF →−  
[ ] ][ jFNF → 

)۳۵( 
 

 مثال ها
الگوريتم شرح داده  شده در  قسمت  قبلي،          

براي .  برنامه نويسي شده استVC++.Netتوسط زبان 
بررسي صحت روش پيشنهادي، سه مثال مورد  مطالعه 

 . استقرار گرفته
 

 لغزش يک بلوک بر سطح شيبدار
   واقع بر سطح شيبدارنها بار وارده به بلوکچنانچه ت       

تابعي از  ، به صورتsنيروي  ثقل  باشد، جابجايي بلوک، 
 :، به صورت زير خواهد بودtزمان، 

 

           ( ) 2tancossin
2
1)( tgts φαα −= 

)۳۶( 
 مي باشد و در اين مثال  شيب سطح لغزشαکه در آن 

 زاويه اصطکاک φ درجه در نظر گرفته شده است و ۲۰
) ۸( شکل .  درجه فرض شده است۱۰مي باشد که 

 با حل تحليلي 3D DDAنتايج بدست آمده از مقايسه 
براي مقادير کم سختي نرمال و برشي 

)mMNPn /50=,/20 mMNPs ) ۹( و شکل  )=
 در دو روش جريمه و لاگرانژ  خروجي گرافيکي آنها

همانطور که در اين .   ثانيه  نشان مي دهد۵در را افزوده 
 بودن اعداد جريمه، کم اشکال ملاحظه مي شود، در روش

قابل توجهي مي شود درحاليکه بروز خطاي  جريمه باعث

 

P*
0 
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P*
1 

L
r

 
P2

• 
• 

P1

•
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در صورت استفاده از روش لاگرانژ افزوده خطاي 
 .حسوسي بوجود نمي آيدم
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 . با روش جريمه و لاگرانژ افزوده3D DDA نتايج  :۸شکل 
 

 وهاي زمان تابعرحرکت بلوک تحت اثر ني
براي نشان دادن اثر روش لاگرانژ افزوده در تصحيح         

 )۱۰(قيود تماس برشي مسأله نشان داده شده در شکل 
 .مورد بررسي قرار مي گيرد

 

 
)الف(  

 
)ب(  

 
 )ج(

 
 )د(

 
)هـ(  

 
)ي(  

: پس از يک ثانيه، ب: الف( حل با روش لاگرانژ افزوده :۹شکل 
 و روش جريمه  ) پس از پنج ثانيه: پس از سه ثانيه، ج

 پس از : پس از سه ثانيه، ي: پس از يک ثانيه، ه: د(
 .) پنج ثانيه

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 . حرکت بلوک تحت اثر نيروهاي زمان تابع:۱۰شکل 
 

انگونه که در شکل نشان داده شده است، يک بلوک هم
 بر روي بلوک ديگري به m۲*m۲*m۲مکعبي به ابعاد 

در 1F قرار گرفته و تحت اثر نيروي m۵*m۷*m۱۰ابعاد 
 ها قرار y در جهت محور 2F ها و نيروي xجهت محور 

ند و به صورت اين نيروها زمان تابع هست. دارد
)(. 4

1 NtbF  مقدار b تعريف مي شوند که در آن =
 ϕچنانچه زاويه اصطکاک بين دو بلوک . ثابتي است

 ، به  td)(باشد، جابجايي بلوک بالايي بر حسب زمان،
 :صورت زير خواهد بود

ϕtgg
m

tFta .)()( −= 

)۳۷( 
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ϕ
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= ∫ ∫

 
)۳۸( 

 :که در آن
)(ta = شتاب بلوک بر حسب زمان 

m = جرم بلوک 
g = نيشتاب ثقل زم 
0t =  زمان حرکت بلوک که طبق روش نيومارک به

 : مي آيد زير بدستصورت

ϕϕ tgg
m

tFtggay .)(. −== 

)۳۹( 

4
0

..2
b

tggmt ϕ
= 

)۴۰( 
 . باشديم مي شتاب تسلyaکه در آن 

 ۱۵زاويه اصطکاک بين اين دو بلوک برابر ن مثال يدر ا
درجه بوده و مدول الاستيسيته و ضريب پواسن آنها  به 

ن وزن يچنهم. باشدمي  Pa ۱۰۷ و ۳/۰ترتيب برابر 
 x براي جهات bو مقدار  t/m3 ۱مخصوص بلوکها  برابر 

 . شده است فرض۱۰۰۰ و ۲۰۰۰ به ترتيب برابر yو 
 با روش هاي 3D DDAنتايج بدست آمده از حل با 

جريمه و لاگرانژ افزوده براي جابجايي برحسب زمان در 
 . ده استترسيم ش) ۱۲(و ) ۱۱( در اشکال y و xجهات 
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 با روش جريمه و لاگرانژ افزوده در 3D DDA نتايج :۱۱شکل 
 .xجهت 
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 با روش جريمه و لاگرانژ افزوده در 3D DDA نتايج :۱۲شکل 
 .yجهت 

در اين تحليل مقدار عدد سختي نرمال و برشي به ترتيب 
GN/m ۱ و MN/m ۱همانطور .  در نظر گرفته شده است

دليل نامناسب بودن عدد سختي که ملاحظه مي شود به 
برشي، روش پنالتي نمي تواند نتايج مطلوبي را ارائه نمايد 

 0tو برخلاف انتظار، بلوک قبل از زمان 
)st 1517.20 st و x  در جهت = 5588.20  در =

شروع به حرکت ميکند ولي با همين مقدار عدد ) yجهت 
 برشي روش لاگرانژ افزوده به خوبي توانسته است سختي

 .اين مسأله را مدل کند
 

 بلوکآزاد سقوط 
 Jiang & Yeungتوسط مشابه آن ن مثال که يا         

ک بلوک بر ي شده است شامل سقوط آزاد يبررس ]۴[
) ۱۳(شکل که در ي همانطور.بدار استيک سطح شي يرو

ک سطح ي يک بلوک بر روينشان داده شده است، 
 درجه ۲۰بدار ين سطح شيه ايزاو.  شوديبدار رها ميش

 درجه در نظر گرفته ۱۰ ه اصطکاکيانتخاب شده و زاو
 .شده است

 
 . بلوک در حال سقوطهيت اولي موقع:۱۳شکل 

0t

0t
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 3Dل با يج بدست آمده از تحلينتا) ۱۵(و ) ۱۴(اشکال 

DDAکه يمه و لاگرانژ افزوده وقتي با استفاده از روش جر 
 .دهندي انتخاب شده اند را نشان ميکم يداد سختاع

 
 با به کارگيري 3D DDA نتايج بدست آمده از :۱۴شکل 

 .روش جريمه

 
 

 با به کارگيري 3D DDA نتايج بدست آمده از :۱۵شکل 
 .روش لاگرانژ افزوده

مه يرج شود با استفاده از روش يکه مشاهده ميهمانطور
ن روش ي کند و ايذ من نفويرياخل بلوک زد ييبلوک بالا

 . کندجلوگيري تواند از نفوذ بلوکها ينم
 

 خلاصه و نتيجه گيري
در اين مقاله، صحت تحليل يک بلوک در حال         

روي يک سطح شيبدار تحت بار ديناميکي با لغزش بر 
متفاوت به عنوان بار  سينوسي موج استفاده از سه

مشاهدات .  مطالعه شد3D DDAديناميکي با روش
نشانگر اين بودند که در صورت نزديک بودن نسبت 

 به عدد يک، تطابق بسيار خوبي در همه Rتعريف شده 
. حالات بين نتايج بدست آمده و حل تحليلي وجود دارد

 لاگرانژ افزوده قيود تماس که از روش همچنين با استفاده

. دش روش جريمه اعمال مي شد، تصحيح قبلاً توسط
جمله امکان نفوذ بلوکها درهم و  از جريمه  روش معايب

عدد جريمه، با به  کم بودن صورت عدم دقت در حل، در
 مثال  سهارائه. کارگيري روش لاگرانژ افزوده برطرف شد

روش پيشنهادي و برتري آن  را  عملکرد  صحت  ، مختلف
 .نسبت به روش جريمه نشان مي دهد
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 واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن
1 - Discontinuous Deformation Analysis 
2 - Penalty Method 
3 - Augmented Lagrangian Method 
4 - Finite Element Method 
5 - Boundary Element Method 
6 - Discrete Element Method 
7 - Assumed Maximum Displacement Ratio 
8 - Lagrange Multiplier 
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