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 يك ميدان آشفته  متجانس ياستخراج ساختارها  درPODاستفاده از 
 همگن -آماري

 
 ٣* و محمد افتخاري يزدي٢ وحيد اصفهانيان، ١قدم فريدون ثابت

 واحد علوم و تحقيقات اسلاميآزاد استاديار دانشگاه ١
  دانشگاه تهران- پرديس دانشكده هاي فني -دانشيار دانشكده مهندسي مكانيك ٢

  واحد علوم و تحقيقاتآزاد اسلاميدانشگاه ي وي دكتردانشج٣
 )۸/۷/۸۵ ، تاريخ تصويب ۱۰/۴/۸۵، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۳/۱۱/۸۳تاريخ دريافت (

 دهيچک
 يادارزماني - آشوبناك مكانيدانيک ميدر استخراج ساختارهاي متجانس  ،(POD)نهيه متعامد بهي روش تجزكرد عملن مقالهيدر ا        

 از چهل ي در آنسامبل)KS( معادله )DNS(م ي مستقيدان حاصل از حل عددي م. است قرار گرفتهي مورد بررس متجانس غالبيساختارها
 ماًي مستق آنسامبلياعضا استفاده نشده و   ergodicityاز فرض مرسوم، يهاخلاف روش  بر.انتخاب شده است دان مدلي، به عنوان م١هينما
  POD/SVDبا استفاده از روش   مودهاي ويژه و توابع ويژه ميدان حاصل.اند حاصل شده متفاوتي با درصدهاهيط اوليرا مغشوش کردن شاز

- متوسطيدان لحظه اي و مهاي آنسامبلي مودهاي فوريه  و با متوسط گيري آنسامبلي شده متوسط ،POD مودهاي حاصل از  وشده استخراج
 در PODي ي عدم تواناني مب است كهPODدهنده وجود جملات غيرمتجانس در مودهاي   نشانمؤکداً نتايج. اند مقايسه شده نشده يريگ

، هم در دنبال ي آنسامبليريگ متوسط حاصله ازPOD يمودها گر،يطرف داز .  تعيني ميدان استهاي از قسمتهاي تصادفي  تفكيك قسمت
ن يه اب. کنندي عمل مار بهتري بس شدهيريگطه متوسي فوري مودهاسبت به ن، متوسطيهابيدان و هم در استخراج شيکردن رفتار متوسط م

 يريگ، استفاده از متوسط متجانس غالبي ساختارهاي دارايهادانيم ي حداقل در برخ، متجانسيختارها استخراج سايتوان برايب ميترت
 . شنهاد کردي پ را PODي مودهاي بر رويآنسامبل

 

 - زماني-مكاني آشوب -  ساختارهاي متجانس- نهتجزيه متعامد بهي  - ي آنسامبليريگمتوسط :هاي كليدي واژه
  بسط گالركين - تجزيه مقادير تكين

 

 مقدمه
داراي سـاختارهاي   هاي آشفته   جريانامروزه تحليل           

هـاي آشـفته را      بخش مهمي از تحقيقات جريـان      ،متجانس
فيزيكـي   اهميـت اثـرات       به علت  اين امر . دنده  تشكيل مي 

و حضـور بخـش     بر روي كل ميـدان جريـان        اين ساختارها   
در  .اين ساختارها اسـت   سيال در    جريان   يژاي از انر   عمده
ل نيمه دوم قرن گذشـته      ي اوا  مربوطه از  مطالعات مورد،اين  

روي  Hussain and Reynoldsمطالعـات  . شروع شده است
پيشـنهاد روش تجزيـه   ارائـه   بـه   ،تناوبي كانـال  جريان شبه 

]. ۱[ گانه معروف اسـت    شد كه به تجزيه سه      منجر جديدي
 ــ ــه، ســاختارهاي متجــانس ب وســيله ه در ايــن روش تجزي

دست ه   ب ۳گيري آنسامبلي يا متوسط   و ۲گيري فازي متوسط
اي آشـفته بـه يـك         به عبارت ديگر، ميـدان لحظـه      . آيد  مي

شـود كـه    بخش متوسط و يك بخش نوسـاني تقسـيم مـي          
- و غيـر   ۴ل دو بخش متجـانس    بخش نوساني نيز خود شام    

بـراي قسـمت متجـانس،       پيشـنهاد آنهـا      . اسـت  ۵متجانس

را ايـن متوسـط آنسـامبلي       . گيـري آنسـامبلي بـود     متوسط
 متوسط وقايع مشابه در ميدان جريـان و   به صورت  توان  مي

 در ايـن   کهنشان داد Hussain .ان نمودييا متوسط فازي ب
 ۶همبسـته   متجـانس، غيـر    دو بخش متجانس و غير     ،ديدگاه

ــين ]. ۲[هســتند  نشــان Hussain and Reynoldsهمچن
بخــش  گيــري آنســامبلي، از ديــدگاه متوســطدادنــد كــه 

متجـانس   و بخـش غيـر  ۷متجـانس داراي خاصـيت تعينـي   
 . است۸تعيني داراي خاصيت غير

اين  Minh Haتوسط   ۱۹۹۴ در سال    ،پس از آن  
هـاي مـنظم در    سـازي حركـت   روش تفكيـك بـراي شـبيه   

 يو بـرا   به کار رفته     يبخشتيبه صورت رضا  فته  جريان آش 
ها اين روشدر ]. ۳[مطرح شد ۹SDM  ناميهايچنين روش

همبسـته بـودن      ، که با توجه به غيـر      يبا استفاده از معادلات   
 ماننـد معـادلات     متجانس اساساً   هاي متجانس و غير     قسمت

RANS شــده و  محاســبه متجــانسيهســتند، ســاختارها 
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  ۱۳۸۶، آبان ماه ۴، شماره ۴۱   نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                     ٤٠٢     

 
 

 SDMهـاي  روش. شـود يل م ـ جريـان مـد  يبخش تصـادف  
،  ۱۰(LES) هــاي بــزرگ ســازي گردابــه مشــابه روش شــبيه

- بخـش غيـر     و كـرده  ميدان را به دو بخش مختلف تجزيه      
متجانس را فيلتر كـرده و آن را در معـادلات حـاكم مـدل               

 ي بسـيار  ي و تحليل ـ  ي تجرب ي کارها گرياز طرف د  . ندنك  مي
با ،  يسه بعد  آشفته   يهاانيحداقل در جر   اند که   نشان داده 
 تمـام طيـف      متجـانس  ي سـاختارها  ک از ي ـهر   استفاده از 

در از  ي ـجه فيلتر مورد ن   يدر نت . شودياده م پوشش د   موجود  
به عبـارت   ]. ۲[ ساختاري باشد   از نوع  دي با SDMهاي    روش

 متجانس را از خـود      ي ساختارها دي با ي فيلتر ن  يديگر، چن 
  نـوع ني ـا .کنـد دان را حذف ي ميده و بخش تصادف عبور دا 

 ـ يکردن در کارها  لتريف  يري ـگ توسـط نمونـه    فقـط  ي تجرب
- توسـط متوسـط    ي و عـدد   يلي تحل ي و در کارها   ۱۱يشرط

 .شودي انجام مي آنسامبليريگ
 يسـاز  و مـدل   هاي مرسوم تحليـل     يكي از روش        

استفاده از بسـط گـالرکين آنهـا بـر          ،   متجانس يساختارها
 (POD) ۱۲نـه بهي حاصل از تجزيه متعامد  توابع پايهحسب
ي اسـت كـه     يها هـدف يـافتن سـاختار      ،در اين روش  . است

دان را بـه خـود اختصـاص        ي ـ موجـود در م    ين انرژ يشتريب
ه ژ توابـع وي ـ   صـورت ه  ب PODدهاي  ومدر حقيقت،   . اندداده

 يبرخ ـ. شـوند مـي  تعريف    ميدان  ۱۳ر خودهمبستگي تانسو
نمـادي   PODيدهـا و م،ا اين تعريف   که ب  معتقدندن  يمحقق

 ].۴و ۵[خواهنـد بـود   هاي متجانس جريان سيال     ساختاراز  
 در  يادي ـ ز يهـا ي بررس ،ش از چهار دهه گذشته    ي ب يدر ط 

ج حاصـل از    ي نتـا  ي بـر رو   ي و عـدد   ي، تجرب يلي تحل نهيزم
 انجـام شـده و در مـورد         POD يهـا يسـاز ل و مـدل   يتحل

ــاط بـ ـ ــايارتب ــاختارهاPOD ين موده ــانس ي و س  متج
ن مقالـه، هـدف     ير ا د.  شده است  ئه ارا يون گوناگ يرهايتفس
 متجـانس   ي و ساختارها  POD ين مودها ي ارتباط ب  يبررس
قـت در   يدر حق .  اسـت  ي آنسـامبل  يري ـگدگاه متوسط ياز د 

 ي در همـه محاسـبات واقع ـ     بـاً ي که تقر   و مطابق آنچه   نجايا
 ي متجانس بخش ـ  يشود، ساختارها يان آشفته فرض م   يجر
 يري ـگلتـر متوسـط  ي کـه از ف در نظر گرفته شـده  دان  ياز م 

 .کنندي عبور ميآنسامبل
، POD  پايـــهبـــراي بـــه دســـت آوردن توابـــع

اي مــورد نيــاز اســت كــه  تانســورهاي همبســتگي دونقطــه
ــا دادهمعمــولاً ــا از كارهــاي تجربــي و ي هــاي حاصــل از   ي

بـراي  . شـوند   ميحاصل   ١٤)(DNS هاي عددي مستقيم    حل
هـا    داشتن تانسورهاي همبستگي نيز حجـم زيـادي از داده         

ه أل يك مس دي با پس از آن، در نهايت    . د بود ن خواه مورد نياز 
به همـين دليـل تـا       . مقدار ويژه با بعد بسيار زياد حل شود       

هاي محاسـباتي آن      افزاري و تكنيك  ها امكانات سخت    مدت
 را جامـه عمـل   PODچنان قدرت نداشتند كه بتوانند ايده    

 توسـط  ١٥هـا هي ـنمااين مشـكلات بـا ارائـه روش         . بپوشانند
Sirovich     بـا اسـتفاده از     ]. ۶[ تا حدود زيادي مرتفع گرديد

 بـه   PODله مقدار ويژه مورد نياز      أاين روش، زمان حل مس    
در اين روش، براي تحليـل  . يابد گيري كاهش مي  نحو چشم 

POD       ميداني كه داراي تعداد  N   هاي آن     و داده  بوده نقطه
N و ندا عضو جمع شده   M در يك آنسامبل با    M�   بـه ،
NNله مقدار ويـژه   أجاي حل يك مس    له أمس ـاز حـل     ×

Mمقدار ويژه M×د استفاده خواهد ش. 
 ـ PODانجـام عمليـات     گر  ياز طرف د   صـورت  ه   ب

له مقـدار ويـژه شـده و بـا يـافتن            أسنتي منجر به يك مس    
 و انــرژي PODمقــادير ويــژه و بردارهــاي ويــژه، مودهــاي 

 هـاي در سـال  . آينـد   دست مي ه  هر مود  ب    متوسط   نبشيج
 روش تجزيـه مقـادير      نيب اخير با توجه به ارتباط تنگاتنگ     

ــژه، فرمولاســيون  (SVD) ۱۶تكــين ــدار وي ــا مســائل مق  ب
 با استفاده از اين روش ابداع شـده         PODاستخراج مودهاي   

]. ۷[ مورد استفاده قـرار گرفتـه اسـت       افزون به صورت روز   و
 عمل بسيار كارآمـدتر از روش سـنتي يـافتن           اين روش در  

اعمـال روش  ب ين ترت يه ا ب. استده  بومستقيم مقادير ويژه    
 روش را دوچندان كـرده  ييآکارنيز  POD/SVD ها بههينما

 از snapshots PODات ي ـعمل زي ـن مقالـه ن ي در ا]. ۸[است
 .  انجام خواهد شدSVDق يطر

ــا    ــر، توانـ ــق حاضـ  در PODي روش يدر تحقيـ
 ـ.  است شدهراج ساختارهاي متجانس بررسي     استخ ن ي ـه ا ب

حل  ۱۷(KS) معادلهني با استفاده از روش گالرکمنظور ابتدا
 انجـام  ي لازم بـرا يهـا  داده وشده(DNS) عددي مستقيم 

 POD يسپس مودها .  حاصل شده است   PODل  يک تحل ي
 محاسبه و متوسـط  snapshot POD/SVDدان از روش يم

 PODهاي    هاي فوريه و مود     از مود مودال ميدان با استفاده     
 مقايسه  ، نشده يريگ متوسط يادان لحظه يديگر و با م   با هم 
 زيـادي از    دهنده وجـود درصـد نسـبتاً      نتايج نشان . اند  شده

 است كه بيانگر عدم     POD هاي  هاي تصادفي در مود   حركت
تصـادفي   هاي تصادفي و غير     در تفكيك بخش   PODتوانايي  

گان، ايـن مشـكل ناشـي از وجـود          از ديدگاه نويسند  . است
 PODسـازي   شـونده در رونـد بهينـه      توان دوم مود بيشينه   

. بـرد   هاي تصادفي را از بـين مـي         است كه امكان حذف مود    
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 ٤٠٣                                                                                                                                                   .....POD استفاده از    

 
 

ــم ــين فر  ه ــاي تصــادفي در ح ــين حــذف موده ــد آچن ين
 باعـث   ،هي ـ فور ي در مودهـا   ژهيبه و گيري آنسامبلي     متوسط

ثير أشود كه ت    مي بزرگي در ميدان     هاي نسبتاً    گراديان جاديا
بــروز هــاي موجــود در ميــدان متوســط  خــود را در شــيب

 .د دادنخواه
 

 KS از معادله حاصلزماني -آشوب مكاني
 منظور از بررسـي آشـوب زمـاني در          ،در اغلب موارد          

هـايي كـه دامنـه مشخصـي از فضـا را نيـز در بـر         سيسـتم 
 زمـاني معـروف شـده       -گيرند؛ كه به نام آشوب مكـاني        مي
 تعيني از رفتـار     -يافتن يك توصيف آماري   عبارت از   ت؛  اس

هـاي مكـاني بـا        سيستم ديناميكي مـورد نظـر در مقيـاس        
هاي زماني به حـد كـافي طـولاني           هاي زياد و مقياس     طول
 در ابتدا بـه عنـوان مـدلي         KSمعادله ديفرانسيل   ]. ٩[است

هـاي روي سـطح مشـترك و لبـه شـعله و               براي ناپايـداري  
. هـاي شـيميايي پيشـنهاد شـد          واكـنش  آشفتگي فازها در  

ها اين معادله و معادلات مشتق شده از آن بـراي مـدل               بعد
هـاي    بعـدي،  ناپايـداري     كردن انجماد، جريان آشفته چند    

Rayleigh - Benardي حول يـك  ي، نوسانات غلظت شيميا
قـرار  اسـتفاده   مورد هاي ديگر  نقطه تعادل و بسياري پديده    

 شـبيه   ي نحو  اين معادله به   خواص غيرخطي ]. ١٠[گرفتند
از   است كه در بسياري از مقـالات اخيـر،  ١٨NS به معادلات

آن بــه عنــوان مــدلي اســتاندارد بــراي بررســي ديناميــك  
 ي دارا١٩زمـاني  -هـاي آشـوبناك مكـاني    غيرخطي سيستم

در هـاي آشـفته نيـز          متجانس غالب كه جريان    يساختارها
  هـدف .سـت ا  شـوند، اسـتفاده شـده       آنها محسوب مي   زمره

كاسته و آماري از  دست آوردن توصيفي رتبه  مقاله حاضر به
مقياسي است كه     رفتارهاي طولاني مدت ساختارهاي بزرگ    

. شـوند    ظاهر مـي   KSكننده در معادله    هاي صدق   در ميدان 
از ، مـورد نظـر   منظور از آماري بودن اين است كه توصـيف          

 . استحاصل شدهگيري آنسامبلي يند متوسطآيك فر
 توسـط  KS از معادلـه     ياشـکال مختلف ـ  ر چند   ه

 ـ ن مختلف ارائه شده اسـت     يمحقق معادلـه  نجـا  يکن در اي، ل
KS    ر در نظـر    ي ـصـورت ز  ه   ب آنو شرايط مرزي     يك بعدي
 :شونديفته مگر

0=+++ xxxxxxxt uuuuu           0 x L≤ ≤  

)۱( 
(0, ) ( , )u t u L t=        (0, ) ( , ),...x xu t u L t=  

 
)٢( 

 به مثابه يك منبـع انـرژي عمـل          xxuدر اين معادله جمله   
 نقشي پايداركننده داشته xxxxuحالي كه جمله كند، در  مي

 بـا عـدد مـوج       ثير آن أ ت ـ و مانند يك چاه انرژي اسـت كـه        
 مشـابه   ده   داراي دو ويژگي عم    KSمعادله  . يابد  افزايش مي 

ن از آن در    شـود بتـوا   ي کـه باعـث م ـ      است NSادلات  با مع 
  متجـانس  ي ساختارها ي آشفته دارا  يهااني جر يساز هيشب

 :استفاده کرد
 از اعداد   يامحدودهتوان نشان داد که     ي م به سادگي  -الف

 ـ وجود دار  دارموج ناپاي   در  د آشـفتگي  ي ـد کـه مسـئول تول     ن
 عدد مـوج مربـوط بـه نـرخ رشـد حـداکثر            . دان هستند يم

1
2
Lk
π

 ].٩[ است =

ــرشــباهت مهــم   -ب ــا   ديگ ــادلات در رابطــه ب ــن مع اي
در حقيقت معادلـه    . است هاي انتقالي و انعكاسي آنها      قارنت

KS       هـاي انتقـالي و        با شرايط مرزي متناوب، داراي تقـارن
ــاانعكاســي ــادلات  مشــابه ب در  در جهــت عرضــي NS مع

ب بديهي است كه    به اين ترتي  . هاي لايه مرزي است     جريان
تفكيك مودال معادلات و اثرهاي متقابل مودها در جملات         

 . له شبيه به هم خواهند بودأخطي و غيرخطي در دو مس
 توسـط   KS اشـكال مختلفـي از معادلـه         قبلاً مطرح شد که   

ن شـکل  ي ـدر خصـوص ا  .اسـت   محققين مختلف ارائه شده
 :است يضرورموارد زير  ذکر KSف معادله يخاص تعر

ن يبـا چن ـ توان نشـان داد كـه       به سادگي مي   اولاً .١
ن يانگي ـ مي دارايعني drift freeدان حاصل ي م،يفيتعر

 معادلـه در    يداريت در پا  ين خاص يصفر خواهد بود که ا    
 .د استيار مفي بسي حل عدديروشين پيح

در حقيقت پارامتر   در اين معادله،      Lطول   اًي ثان .٢
-شـبه   ،  بـه تنـاوبي   ر از رفتار ميرا     اكنترلي معادله در گذ   

 L  طول،اين نظراز .  آشوبناك است كاملاً تناوبي و نهايتاً  
را به عهده    NS عدد رينولدز در معادلات       مشابه با  ينقش
 .دارد
 بــا )٢ (يط مــرزيبــا شــرا) ١(ق حاضــر معادلــه يــ در تحق

 مي مســتقين حــل عــددي گــالرکيفــياز روش ط اســتفاده
(DNS)شده است . 

                      

 KS به معادله ۲۰نيگالرکروش طيفي عمال ا
 يهــا حــل از دو روش مرســوم يکــين ي گــالرکروش       

 يا ن روش سـابقه   ي ـچند کـه اسـتفاده از ا       هر   . است يفيط
 يهـا انيل جر يکن کاربرد آن در تحل    ي دارد، ل  ي طولان نسبتاً

ه شتر شديار بي بسPOD روش ي پس از معرفژهيبه وآشفته 
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 ـ. است   ،ن روشي ـون ايبـودن فرمولاس ـ ل سرراسـت    ي ـدله  ب
 و  گرفتـه ت   صـور  ياعمال آن به معادلات حاکم بـه سـادگ        

. ز دارا است  ي را ن  collocation روش   يها يي همه توانا  باًيتقر
 هـاي    از اين روش در تحليل متوسـط مـودال جريـان           اخيراً

يكي از محاسن بـزرگ     . ]١١[آشفته نيز استفاده شده است    
هاي   پايه.  است هاي آن   ايهن، تنوع در انتخاب پ    روش گالركي 

، تــوان از بــين مودهــاي فوريــه، چبيشــف  مــيرا مناســب 
هـاي    اي  هاي ديگر چند جملـه       يا مجموعه   و POD يمودها

 لازم  ح روش ي تشـر  در .نمودها انتخاب     واره  متعامد و يا موج   
در فضـاي   tدر هر زمان معين uاگر حل به ذکر است که

) اگر اده شده و   نشان د  X با ٢١فاز ),u u x t=    يك تـابع 
نيز بايد يـك     X  باشد، Ωتعريف شده بر روي قلمرو مكاني     

 کـه ه   بـود  Ωفضاي تابعي تعريف شـده در سراسـر قلمـرو           
در . هاي ممكنه معادلـه فـوق خواهـد بـود           شامل همه حل  

 زيرفضـاهاي تـابعي     معمـولاً  محـدود،    ي با انرژ  يها ستميس
)در )2L Ω   مـورد توجـه     از آنهـا     ييها  و دسته  شده انتخاب

شـته   تعلـق دا   2Lبـه  هاي آنها نيز    كه مشتق  رنديگيقرار م 
 وارد  Xلي شرايط مـرزي نيـز در تعريـف        به طور ك  . باشند

له أ ممكن براي يك مس     هر نوع حل    به طوري كه   ،شوند  مي
u مرزي كه  -مقدار اوليه  X∈   شـرايط   ، بـه طـور خودكـار

با انتخـاب مناسـب فضـاي       . خواهد كرد  ارضاءز  ينمرزي را   
ت بـه متغيـر     تـوان وابسـتگي صـريح نسـب          مـي  فاز، معمولاً 

 PDE کي  حل عمومي  معمولاً .حذف كرد ز  ي ن را   Xمكاني
 uابتـدا تـابع  .  روش گالركين شامل دو گام اساسي است       زا

ضـرب ضـرايب      به صورت يك مجمـوع متنـاهي از حاصـل         
ــان در المــان  ــه زم ــودال وابســته ب ــايي از م ــه  ه يــك پاي

هـاي    ن بسـط، المـان    ي ـشـود کـه در ا        بيان مي  Xمناسب
)پايه )j xϕ    شـوند    عدد موج مكاني مرتب مي     بر اساس

 يعني

( ) ( ) ( )

1
,

K

j j
j

u x t a t xϕ
=

=∑ 
 
 
)٣( 

سپس با اعمال اين شكل اوليه جواب به معادلات حاكم و 
ضرايب  براي ٢٢انجام ضرب داخلي، معادلات تحولي

  :د شدنحاصل خواهزير   شكل بهلمجهو

( )da F a
dt
= 

 
 
)۴( 

  ٢٣اي حالتــله در فضأكه با حل معادله تحولي، جواب مس

)در رابطه فوق    . به دست خواهد آمد    )⋅F    يك تابع برداري 
هاي   ها و يا انتگرال     عمومي غيرخطي است كه شامل مشتق     

ن رونـد   يز هم ـ ي ـق حاضـر ن   يدر تحق  .خواهد بود مكاني نيز   
بـه   ) ٣(بسـط   لـذا   .  شـده اسـت    ي ط KS حل معادله    يبرا

 بـودن شـرايط   متناوبه با توجه باعمال شده و  )١( معادله
  بع پايه از مودهاي فوريه به صورتبراي توامرزي، 

( )2
( ) expk

ikx
x

L
πϕ =  

)٥( 
ل مختلط ب مودايضرا هاka كه درآناستفاده شده است

 صورتتقارني به  در مورد آنها نيچنهم .هستند
)()( * tata kk *که  صادق است−=

ka دهنده مزدوج  نشان
ر ي به صورت زز ي ن2Lي رويضرب داخل .است kaمختلط

 : شود ف مييتعر
*( , ) ( ) ( )f g f x g x dx

Ω
= ∫  

)٦( 
ت ي و استفاده از خاص)۱ (با اعمال موارد فوق به معادله

م يخواه لازم يها يساز سادهو پس از ه ي فوريتعامد مودها
 : داشت

( )22

( )
2 21l l j l j

j

l la a i ja a
L L
π π

−
 
 = − −  

∑�  
 
)٧( 

 که کرد خواهد نيمعرا ) ۳(ب بسط يضرا )٧(حل معادله 
 ي معادلات برانيا. دهند يمل يرا تشک) ۱(جواب معادله 

ن آنها توا ياند که م استخراج شده K دلخواه يدرجه سرزن
 در ،يقي معادله حق2Kا ي  معادله مختلط وK به صورت ،را

 .  کرديريگزمان انتگرال
 يـا   و گيري زمـاني بـه دو صـورت صـريح           انتگرال

گيـري زمـاني      مزيت روش انتگرال  . ر است يپذمکانضمني ا 
 است، ولي با توجـه بـه        تر آن   ه در اجراي ساد   ريح معمولاً ص

هـايي    ملاحظات مربوط به پايداري، اغلب اسـتفاده از روش        
. شـود  كه حداقل به صورت جزئي ضمني باشند توصيه مـي       

 در اغلب موارد تجزيـه زمـاني ضـمني بـا اسـتفاده از روش              
Crank-Nicolson           كه داراي دقت مرتبـه دوم اسـت انجـام 

رتبه دوم نيز به طـور      شود، ولي معادله اختلافي پسرو م       مي
در تجزيـه   . كار رفته اسـت     آميزي در اين زمينه به      موفقيت

 با دقـت  ٢٤کوتا-هاي رانج زماني صريح بيش از همه از روش   
شـود كـه جـايگزين        مرتبه دوم، سوم يا چهارم استفاده مي      

با دقت مرتبـه  Leapfrog  و Adams-Bashforthهاي  روش
ــد دوم شــده ــر در هــر مر. ان ــه دو روش اخي ــاني ب ــه زم حل

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 
 ٤٠٥                                                                                                                                                   .....POD استفاده از    

 
 

 كوتـا   -هاي رانج   محاسبات كمتري نياز دارند، ولي در روش      
تـر    هاي زماني بـزرگ     علت محدوده بازتر پايداري، از گام        به
هـاي     روش  کـه  نياعليرغم  بنابراين  . توان استفاده نمود  يم

از ي ـ ن ي بـه محاسـبات بيشـتر      گام زمـاني   در هر كوتا  -رانج
تر،  بزرگ ي زمان يهاگام امکان انتخاب    معهذا به علت   ،دارند

لازم بـه ذکـر     . تر هسـتند  مناسبهاي قبلي     نسبت به روش  
هاي آشوبناك، انتخـاب گـام        در بسياري از ميدان   است که   
 محـدوديت پايـداري جمـلات جابجـايي         توجه به     زماني با 

 گـام   نسـبت بـه   شود كه ممكن اسـت انـدازه آن           انجام مي 
اي زمـاني   ه ـ  ترين مقياس   ن شده توسط كوچك   ييزماني تع 

 . باشدترار کوچکي بسموجود در حل
از گيري در زمـان،       لابراي انتگر ق حاضر   يدر تحق 

هرچنـد  . ار استفاده شده است    مرتبه چه  يکوتا-روش رانج 
ت مـورد   ي ـ با موفق  ٢٥شوندهحي تصح يگام زمان   که الگوريتم 

که اطلاعات   ني به ا  کن با توجه  ياستفاده قرار گرفته است، ل    
 اًت ـياز بوده اسـت، نها    ي مورد ن  ي مشخص ياه دان در زمان  يم

 يگـام زمـان    ،هاي برنامه   در انجام اجرا   يبه عنوان روش اصل   
 . استانتخاب شدهثابت 

 

 KS معادله (DNS)مي مستقيعدد حل
ه به صورت يط اولي ثابت استفاده شده و شرايگام زمان      
 ثابت در نظر گرفته شده ۳۰ع احتمالي با تابع توزيتصادف

 نسبتاً کوتاه، در ۳۱ک زمان آرامشيپس از گذشت . است 
ها  دامنهr.m.sدار شده و يدان حل پايه، مي ثان۳حدود 

باً يز تقري نوسانات نيف فرکانسيط. باً ثابت خواهد شديتقر
دان ين نقطه، محل آغاز ثبت ميا. ماند ر خواهد ييبدون تغ

 دامنه را r.m.sع يتوز) ۱(شکل. است در نظر گرفته شده 
ن ير در مورد ايموارد ز. دهد يبت به عدد موج نشان منس
 :ف قابل ذکر هستنديط

  از اعداد موج کاملاًيا بودن محدوده  غالب .۱
 يا  قلهي داراي منحن کهشودي مملاحظه. مشهود است

 هاي  تحليليبرخ.  است۱۸۰ عدد موجيدر حوال
 ا ر و محل آناي هين ناحيز لزوم وجود چنيک نيتئور

ن نکته لازم است که يالبته ذکر ا]. ۹[دکنن ي متعيين
 نسبت به ،ين منحنيه اعداد موج غالب در اي ناحيپهنا
ن يا. اد استي ز آشفته نسبتاًي واقعيهااني از جريبرخ

 غالب ي استخراج مودهايها روشبه طور خاص،مطلب 
 ي متجانس را دچار مشکلات جدياو ساختاره

 ].۱۲،۱۰[کند يم

وجود  ي ثابتباًيع تقريز تو، کوچکدر اعداد موج .۲
ن يا.  صاف است کاملاًيگر منحني به عبارت ددارد و

 آشفته يهااني در جريه انرژي مشابه با ناحه کاملاًيناح
 . است

ها در   دامنهrmsش در مقدار يک افزايپس از  .۳
کاهش ک  کوچه نسبتاًيناحک ي، ۱۸۰ عدد موجيحوال
 ينرسي اهيطبق با ناحنم  که کاملاًوجود دارد ۳۲يتوان
ه ين ناحيدر رابطه با ا.  آشفته استيهاانيجر

 ينرسيه اي مانند ناحقاًيد که دقنوجود دار ييها يتئور
ن ي نوسانات در اي آشفته، کاهش در انرژيهاانيجر
 به يانرژ ۳۳ع مجدديک توزي از يفقط ناشه يناح

 با يتر است و ارتباط با عدد موج کوچکيمودها
 .]۹[لال نداردحمضا
ه يک ناحي، يه کاهش توانياصله پس از ناحبلاف .۴

ه يشابه با ناحم  که کاملاًوجود دارد ۳۴يکاهش نمائ
 . آشفته استيهاانيلال در جرحمضا

k
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ه يهر سه ناح.  بر حسب اعداد موجيع انرژيف توزيط: ١ شکل

 .شود يده مي دي و اضمحلال در منحنينرسي، ايانرژ
 

ا يوج و اد م نسبت به اعديع انرژين گونه توزيا
 ي ساختارهايدارا آشفته يها انين جري در ب،فرکانس

البته بسته به هندسه و .  مشترک استجانس کاملاًمت
 باند ي پهنازينان، محل فرکانس غالب و يط جريشرا

به هر ]. ۱۳[خواهد بودار متفاوت يبس غالب يهافرکانس
، (SDM) ۳۵ينيتع شبهيها روشيهدف تمامباً يتقرحال 
 ي است که بتواند محل و مقدار نسبييهابه مدل يابيدست

 . کندينيب شيها را پن دامنهيا
 را حاصـل  يهـا   دامنهيدان ساخته شده از رو  ي م )۲(شکل  

 ر قابـل توجـه    ي ـز مـوارد ز   ي ـن شـکل ن   يدر ا . دهد ينشان م 
 :ندسته
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 ياعـداد مـوج مشخص ـ    ز غلبه امواج با     ين شکل ن  يدر ا  .۱
ن غلبـه   يست که ا   ا لازم به ذکر  . خورد ي به چشم م   کاملاً
 .ماند يصورت آماري ثابت مه  زمان بيدر ط

 بودن رفتـار  ي در مورد تناوبي به سادگن کهيرغم ا يعل .۲
 ـ    توان اظهار   ي غالب نم  يها  موج  يهي بـد  کنينظر کـرد، ل

  رفتـار آنهـا کـاملاً     ينحو مشهود  به هر حال به      است که 
 .ستي نيتصادف

گـر  يدکيا  امواج ب، نقاطي در برخ کهشود ي م ملاحظه .۳
 ي هر امتزاج  باًي تقر يول. شوند يبرخورد کرده و ممزوج م    

که تعداد   يطوره   ب ،ک اشتقاق همراه است   يبلافاصله با   
 ثابـت مانـده و      يصورت آمار ه  امواج غالب در هر زمان ب     

 . ثابت استباًيعدد موج غالب تقرلذا 
دان حاصل با يد شباهت ميؤ ميموارد فوق همگ            

 متجانس است ي ساختارهايان آشفته دارايجر يهادانيم
 استخراج يدان براين مي اPODل ي تحل،لين دليو به هم

 ي براييگشابه عنوان راهتوان  يرا م وابسته آن ياختارهاس
 .ودنمال محسوب يان سي جري واقعيهادانيل ميتحل

 
ک محدوده از يغالب بودن .  زمانيدان حل در طيم: ۲ شکل

 بلافاصله با يباً هر امتزاجي زمان تقريدر ط. ستمودها  آشکار ا
باً ي که عدد موج غالب تقريشود، به طور يک اشتقاق دنبال مي

 .ماند يشه ثابت ميهم
 

 snapshot PODو  PODروش 
  توجه، بدون فرمولاسيونشتر بريد بيکأبه منظور ت       

}نسامبلآيك  ،اد ابعادي از تعداد زيت ناش مشکلابه }ku 

 يكه هر كدام از اعضا فته گردر نظررا  اسكالر از ميداني
)آن به صورت تابع )u u x=0 در فاصله 1x≤ ≤ 

 يل همگنيدل كه به با توجه به اين. شوند تعريف مي
مودهاي  اًتينها ،يط مرزيدان و وجود تقارن در شرايم

 u، لذاانتخاب خواهند شديه فوريه به عنوان توابع پا

ظور رسيدن به من. شوديگرفته م مختلط در نظر يمقدار
}يمناسب از اعضا يبيبه تقر }kuر، لازم است هu بر 

 شودفرض مي. دروي توابع پايه مناسبي تصوير شو
به يك فضاي ضرب داخلي تعلق دارند كه در ها uكه

]اينجا  ]( )2 0,1L، از توابع مختلط خطي فضاي هيلبرت 
  يكPOD روش. شوديگرفته مدر نظر ، پذير مربع انتگرال

نسامبل فوق ايجاد  آينماينده مناسب براي كليه اعضا
 به طوري كه از نظر انرژي موجود در مودهاي ،كند مي

كه براي رسيدن به  است يهيبد. شينه باشدنوساني بي
 :]٦[چنين پايه متعامد مناسبي بايد داشته باشيم

[ ]( )

( )
2

2

20,1

,max
L

u
ϕ

ϕ
ϕ∈

〈 〉  
 
)٨( 

نمـايش  بـا تعريـف زيـر     را 2L نرم.قدرمطلق و .كه
    :دهند مي

( )1/2,f f f=  
)٩( 

له أمسک ي منجر به يالهأن مسي که چنشوديه م  نشان داد 
 :در خواهد شيصورت زه  بمقيد ٣٦وردشي

*( ) ( ') ( ') ' ( )u x u x x dx xϕ λϕ
Ω

=∫
 
 

)١٠( 
 هستند که از    ييها تابع ژهيت و قيدر حق پايه بهينه   توابع  ذا  ل

. شـوند يحاصل م  نوع دوم فوق     Fredholm يمعادله انتگرال 
از تـابع    عبـارت     انتگرال فـوق   ٣٧هسته  که شوديمملاحظه  

 اسـتفاده از فـرم      يدر عمل به جـا     . است ٣٨خودهمبستگي
. شـود ي، از فرم گسسته آن استفاده م      )١٠(وسته معادله   يپ

}1 عضو آنسامبلMن حالت اگر هر کدام از       يدر ا  }k Mku به  =
 هدهنددر نظر گرفته شود که نشان      ي بعد N ي بردار عنوان

ــ ــت، آنsnapshotک ي ــتگ  اس ــابع خودهمبس ــاه ت ــه يگ  ب
 :دخواهد شل ير تبديصورت زه  بN×N يسيماتر

*R u u= ⊗  
)۱۱( 

له مقدار أک مسيبه ) ۱۰( فرم گسسته معادله لذاو 
Nژهيو N× ژه آن ي ويل خواهد شد که بردارهايبدت

 هر  متوسطي جنبشيژه آن انرژير وي و مقادPOD يمودها
له را أ نشان داد كه اين مسSirovich]. ۶[مود خواهند بود

 M  تبديل كرد كه در آنM × Mله أتوان به يك مس مي
  به عنوان ϕبا فرض.  آنسامبل استيتعداد اعضاعبارت از 
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 ٤٠٧                                                                                                                                                   .....POD استفاده از    

 
 

   يك تابع ويژه داريم

1

M
k

k
k
a uϕ

=
= ∑  

 
)۱۲( 

 که ه شده است نشان داد. بايد تعيين شوندkaكه ضرايب
 ]:٣[نديآ يدست مه ر بيژه زيله مقدار وأاز مسب ين ضرايا

1

1
( , )

M
i k

k i
k

u u a a
M

λ
=

=∑  
 
)۱۳( 

 kuست که اني اuي تنها شرط لازم برا است کهيهيبد
 snapshots POD نامن روش به يا.  باشنديمستقل خط

 اغلب با محاسبات مفصل  POD روش.استشده معروف 
ار بزرگ همراه بوده و ي بسيها سيماترمقادير و توابع ويژه 

 قرار  مورد استفادهsnapshots بدون استفاده از روش لذا
 امروزه اين روش به صورت يك جزء جهيو در نت رديگ ينم

 .  مطرح است PODلاينفك
 گذشته يها سالي در طsnapshot PODروش  

 خود را نشان يات مورد استفاده قرار گرفته و کارآمدبه کر
 POD انجام ي براSVD  استفاده ازراًيکن اخيل. داده است

 و اتيمل انجام عيشنهاد شده است و با توجه به سادگيپ
ن شدن يگزي به سرعت در حال جا، آنيکارآمد

 . ]۱۲،۱۳[است
 

 POD/SVD روش
، روش  يسيه ماتر ي تجز يهان روش يتر  از پرقدرت  يکي      
 روش در   ني ـ ا ييتوانـا . اسـت  (SVD) نير تک ـ يه مقاد يتجز

تقـارن    بـه  ازي و عدم ن   يمربعري غ يها  سي ماتر يستفاده برا ا
 از  يک ـي ن روش بـه   ي ـاست که امروزه ا     س باعث شده  يماتر

. ل شـود  بـدي  ت يخط ـ  جبر يکاربرد يهان روش يتر  محبوب
ــر ا ــاس روش ب ــاس ــي ــر  ين خاص ــه ه ــت ک ــتوار اس ت اس

)سيماتر )M NA  :ک کرديکر تفيصورت زه توان بيرا م×

( ) ( ) ( ) ( )
T

M N M M M N N NA U V× × × ×= Σ  
)۱۴( 

)که در آن     )M MU -س متعامد است که سـتون     يک ماتر ي ×
) و TAAژهي و ي آن بردارها  يها )N NV س يک مـاتر  ي ـز  ي ن ×

TAژهيــ وي آن بردارهــايهــا متعامــد اســت کــه ســتون A 
)و )M N×Σ قطـر   ي است که عناصر رو    يقطر شبه يسي ماتر 

 ـ  . هستند Aسين ماتر ير تک يآن مقاد  ر يدن مقـا  يارتبـاط ب
 از متعامـد    يرا بـه سـادگ     Aسيژه مـاتر  ير و ين و مقاد  يتک

را بـه   ي ـز. ن استخراج کرد  توا ي م V و Uيهاسيبودن ماتر 
  کهشوديه منشان داد يسادگ

2T TAA U U= Σ  
)۱۵( 

2T TA A V V= Σ  
)۱۶( 

بـا اسـتفاده از      )۱۶( و   )۱۵(ت کـه    ي ـ واقع ني ـبا توجه بـه ا    
TA و TAAيها سيماتر A ل يتشـک  ۳۹ي تشـابه  يهاليتبد

 در  Aسين مـاتر  ير تک ـ يشود که مقاد   يدهند، آشکار م    يم
 يهـا  سيژه مـاتر  ي ـر و ي مقـاد  يرها مجذو  عبارت از  قتيحق
TAA و TA A  ر يه مقـاد  ي ـن انجام تجز  ي بنابرا .خواهند بود
 يژه و بردارهـا   ي ـر و يافتن مقاد ي معادل با  Aسين ماتر يتک
 همـان   بلاً مطرح شد  خواهند بود که ق    TAAسيژه ماتر يو

ــرژ  وPOD يمودهــا  جــهي نت مودهــا را متوســطيهــاي ان
ز بـه  ي ـه ني ـن تجزي ـبـه ا   snapshotsاعمال روش .دهند يم

 TUدر) ۱۴( بـا ضـرب رابطـه        .ر اسـت  يپـذ  امکـان  يسادگ
 م داشتيخواه

T TU A V= Σ  
)۱۷( 

Mيهاسيکه ماتر  N×  با توجـه بـه     . دهند يمل  يرا تشک
Mکه   نيا N−  ستون آخر Σ و M N−  سطر آخر TV 

تـوان از مجمـوع     ين تعداد معادله را م ـ    يصفر هستند، لذا ا   
صـفر در   ري ـژه غ ي ـ مقدار و  k اگر يعني. محاسبات کسر کرد  

صـفر و   ري ـ غ TVΣ سـطر اول   kگـاه   ، آن فته شوند رگنظر  
ن سـطرها   ي ـلازم به ذکـر اسـت کـه نـرم ا          . متعامد هستند 

 تي ـنهالـذا در    . خواهنـد بـود   هر سـطر    ر  ين نظ ير تک يمقاد
 :دشويمشنهاد ي پsnapshots SVDام انج يبرار يپروسه ز

ــاتر .۱ ــتون Qسيم ــه س ــا ک ــايه ــ وي آن برداره ژه ي
)سيماتر ) ( ) ( )

T
M M M N N MB A A× × ن ييتع ، هستند =×

 .شوديم
 م داشتي خواهA درTUبا ضرب .۲

T TQ U A V= = Σ  
)۱۸( 
 Aنير تک ـ ي مقـاد  ،Qصـفر ري غ يبا استفاده از سطرها    .۳

 ـ ،ژه هسـتند  ي ـ و ي بردارها يهاکه همان نرم   دسـت  ه   ب
 نديآ يم

 . قابل محاسبه است iσشتنا با دVيهاستون .۴

2 T
i i iQQσ =  

)۱۹( 
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  ۱۳۸۶، آبان ماه ۴، شماره ۴۱   نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                     ٤٠٨     

 
 

 يهـا   ل داده ي ـ تحل ي بـرا  پروسـه ن  يق حاضـر هم ـ   يدر تحق 
 .است به کار رفته  KSم معادله ي مستقيحاصل از حل عدد
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)٢٠( 
 

م ي مسـتق  يدان حاصل از حـل عـدد      ي م PODل  يتحل
 KSمعادله 
بـا    و با داشتن نتايج حاصل از حل عـددي مسـتقيم                 

 قابــلانــرژي ميــدان  مودهــاي پــر، PODســتفاده از روش ا
روش براي يـافتن تـابع خودهمبسـتگي،        . هستنداستخراج  

يعنــي ( ۴۰دائــم-هــاي آمــاري ميــدان ي کــه بــرايمتــداول
) ي كه در آنها مقادير متوسط تابع زمـان نيسـتند  يها  ميدان

از مقـادير    هـا هي ـافتن نما ي ـعبـارت از    ،  ار مناسب است  يبس
خواهد هاي مختلف      برنامه در زمان   ياجرا بارحاصل از يك    

 فقـط  ياض ـيون ر يد فرمولاس ـ ي ـاز د كه   با توجه به اين   . بود
 ن روش ي ـ در ا  ، لـذا   است يها کاف هيودن نما مستقل خطي ب  
ن اســت کــه يــ ا مســألهت اعمــال شــده بــهيتنهــا محــدود

گيري از ميدان بايد در فواصل زماني مناسـبي انجـام             نمونه
 خـود بـه     ين روش ـ ي که انجام چن   لازم به ذکر است   . پذيرد

. دان اسـت  ي بودن م  ergodicرفتن فرض   ي پذ يخود به معنا  
هـاي  در مـورد ميـدان     ين روش ـ ي چن ياجرا ،گرياز طرف د  

  شــد خواهــدي جــدي منجــر بــه خطاهــا۴۱گــذرا-آمــاري
است كـه بـا انجـام اجراهـاي         ن موارد لازم    يدر ا . ]۱۵،۱۴[

 براي هـر     و متعدد برنامه از يك شرايط اوليه اسمي يكسان       
نسـامبل مـورد نظـر از اجراهـاي برنامـه در             آ  ،مقطع زماني 
 . ]۹[ شوده آوردسته د بخاصهمان زمان 

 ،انـد   در تحقيق حاضر اجرا شده    هر دو روش فوق     
ل نحـوه   ي ـتحلعبـارت از    ي كـه    يليكن با توجه به هدف نها     

 متجـانس   ي در اسـتخراج سـاختارها     PODکرد روش   عمل
 ـ  أتبوده است،    ر ايجـاد آنسـامبل بـا اسـتفاده از          كيد اصلي ب

بـوده   متفـاوت    يتا حدود ه  يط اول ياز شرا هاي متفاوت   اجرا
جـاد  ياب  ي ـن ترت ي ـبه ا د،   ش خواهدملاحظه  که  چنان. است

ت يا عدم موفق  يت و   ي در موفق  ي نقش اساس  ي دارا آنسامبل
س ــ ـ متجان يتارهاــ استخراج ساخ  ي مورد بحث، برا   روش

 .بودخواهد 

 گذرا بـا زمـان، از        ن آنسامبل دست آورد ه  براي ب 
مختلف با شرايط نامي يكسان اسـتفاده شـده          يچهل اجرا 

 DNSکسـان در حـل      ي يط نـام  ي داشـتن شـرا    ي بـرا  .است
 ده وش ـ شـروع   ي تصـادف   کاملاً ي ابتدا از مودها   ،KSمعادله  

 ـ. افتـه اسـت   يه ادامـه    ي ثان ۱۰۰ تا زمان حدود     حل ن ي ـه ا ب
ه و وجـود تعـادل      يط اول ي حل به شرا   ي عدم وابستگ  ،بيترت

  t=۱۰۰سپس حـل در لحظـه   .  شده است رازها اح در جواب 
 در نظـر گرفتـه شـده و         يه نـام  ي ـط اول يعنوان شرا ه   ب هيثان

بـا مغشـوش کـردن      ب  ي ـبـه ترت   مختلـف آنسـامبل      ياعضا
 يه بعـد  ي ثان ۱۰۰ و ادامه حل تا      ه  يط اول ين شرا ي ا يتصادف

۳۵۰۱Nز به   ي حل ن  ي دامنه مکان  .اندحاصل شده   نقطه  =
 ناحيـه كـوچكي از      انگري ـنما) ۳( شـکل    .م شده است  يتقس

  .استه ي ثانt=۸۰ دريه از حل عددحاصلآنسامبل 

x

u

0 5 10 15 20
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1

 
رفتار سيستم براي چهل اجراي مختلف برنامه با شرايط : ٣شكل

٨٠t نامي يكسان در زمان ≥٤٠٠x و = ≤٠ 
 

،    براي هر گام زمـاني     گفتهشيبا توجه به موارد پ    
 بـرداري بـا   يداراماتريسي با چهل ستون كه هر ستون آن      

با استفاده از روند تشـريح      . شوديحاصل م  بعد است    ۳۵۰۱
له مقدار ويـژه    أ از طريق حل يك مس     Q، ابتدا ماتريس  شده
 ويـژه و بردارهـاي      دست آمده و سپس مقـادير     ه   ب ۴۰×۴۰

 فقطبراي نمايش نتايج،    . شوند  ويژه مورد نظر استخراج مي    
۸۰tيك گـام زمـاني يعنـي        سـاير    و شـود    تشـريح مـي    =

 . بودهندخواين مورد  ا مشابه باهاي زماني نيز كاملاً گام
توزيــع مقــادير تكــين نســبت بــه ) ۴( در شــكل

  کـه  شـود    مـي  ملاحظه. تمود نمايش داده شده اس     شماره
شيب افت سهم هـر مـود در سـاختن انـرژي كـل ميـدان                

 البته به هر حـال، پـس از مـود پـنجم           . چندان زياد نيست  
از به همين دليل،    . يابد  گيري كاهش مي  شيب به نحو چشم   
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 ٤٠٩                                                                                                                                                   .....POD استفاده از    

 
 

 اگـر . اسـت    در بازسازي ميدان استفاده شـده     پنج مود اول    
صـورت  ه  بانرژي دريافت شده براي بازسازي ميدان       نسبت  

   : شودزير تعريف 

1 1
( )/( )
cutK M

i i
i i

E λ λ
= =

= ∑ ∑  

)۲۱( 
 ۴۰در اين صورت بـا اسـتفاده از پـنج مـود اول در حـدود            

البته با توجه به    . درصد از انرژي ميدان بازيافت خواهد شد      
تعاريف جديد سـاختارهاي     و] ۱۳[ج استخراج شده در     ينتا

متجــانس، در تفكيــك صــحيح ســاختارهاي متجــانس از  
فقط مقدار انرژي بازيافـت شـده توسـط مودهـا           امتجانس  ن

 اهميت نبوده، بلكه تعيني و يا تصادفي بـودن ميـدان            حائز
در واقع بـا    .  مهم خواهد بود   يقش ن بازسازي شده نيز داراي   
، سـهم قسـمت تصـادفي در        PODافزايش تعداد مودهـاي     

) ۵( در شـكل  . ميدان بازسـازي شـده بيشـتر خواهـد شـد          
ــاي اول و دو ــك PODم موده ــل ي ــيم   در مقاب ــر ترس ديگ

 ايـن كـه مقـادير        بـه  د است با توجـه    يلازم به تأک  . اند  شده
شوند، لذا به طـور طبيعـي    تكين به ترتيب نزولي مرتب مي    

د شد يعني نـرم     ننرم مودها به صورت صعودي مرتب خواه      
در نهايـت نيـز     . تـر از مـود اول و الـي آخـر          مود دوم بزرگ  

) ۶( در شـكل  و  بازسازي شده   ود  ميدان با استفاده از پنج م     
رفتار كلـي ميـدان      که   شود   مي ملاحظه. ترسيم شده است  

لـيكن در   . طبق با ميدان اوليه است    ن م  كاملاً ،بازسازي شده 
تر چنين تطابقي وجود نـدارد كـه بـا       مورد نوسانات كوچك  

 درصـد از انـرژي ميـدان، قابـل          ۶۰توجه به حذف حـدود      
 .رسديبه نظر مبيني  پيش
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پس از مود . توزيع مقادير تكين نسبت به شماره مود: ۴شكل

-پنجم، در شيب سهم انرژي هر مود از انرژي كل كاهش چشم
 .آيد گيري به وجود مي
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اندازه نسبي مودها به ترتيب . PODمودهاي اول و دوم : ۵شكل

 .شوند صعودي مرتب مي
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بخشي از ميدان بازسازي شده با استفاده از پنج مود : ۶ شكل
 .تطابق در اعداد موج کوچک بيشتر است. PODول ا

 
ــگمتوســط  و POD ي مودهــاي آنســامبليري

 هيفور
-شيپ ـ ساختن آنسامبل به روش      ت قابل توجه  يمز         

 ، حاصـل از آن POD يست که با داشتن مودهـا  ا ني ا فتهگ
ــا  ــورد توان ــاختارها POD روش ييدر م ــتخراج س  ي در اس

 واقع در   .ظهار نظر کرد   ا يتوان به سادگ  ي م دانيمتجانس م 
 يسازدان باز ي م زان انطباق   ي م ي عبارت از بررس   يده اصل يا

 شـده   يري ـگدان متوسـط  ي با م  POD يشده توسط مودها  
ش از همه   ين انطباق ب  ي ا ن که ي با توجه به ا    .است يآنسامبل
 ي بـر رو   ني ـابنـابر ل خواهد بود،    يه قابل تحل  ي فور يدر فضا 

 .شوديمرکز متدان يسه با متوسط مودال ميمقا
شـود کـه    ي م جهينت) ۳(شکل  با ملاحظه    اًمجدد  

در  ر بـا زمـان    يمتغد  يرمقي غ  متناوب و  يط مرز يوجود شرا 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 
  ۱۳۸۶، آبان ماه ۴، شماره ۴۱   نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                     ٤١٠     

 
 

 در ي گوناگونييجاد نقاط ابتدايدان حل، باعث اي م يسو دو
 هي ـدر لحظـات اول   هـا     يگرچه منحن ـ ا .ها شده است    يمنحن
 ن موضـوع بـه    ي ـ ا ي هستند، ول  يمشابه نسبتاًط  يشرا يدارا
 به مرور زمان    KS کامل در معادله     ۴۲يل وجود آشوبناک  يدل

از بين رفته و هر كدام از مودها بسته بـه ميـزان متجـانس              
ــين اعضــا   ــودن در ب ــا غيرمتجــانس ب ــودن ي ــف يب  مختل

هاي بعدي رفتار متفاوتي از خـود نشـان            در زمان  ،آنسامبل
رفتارهـا فقـط تـا      ه،  يثان t=۸۰ين دليل در  ا به    لذا .دهند  مي

 rms مجـدد بـه      توجهبا  .  خواهند بود  همدي شبيه به    حدو
ــه  ــادامن ــ فوريموده ) ۱( شــكل در اعضــاي آنســامبله ي

 در محـدوده مشخصـي       مودهاي غالب   که شوديملاحظه م 
اسـت كـه ناحيـه      به ذكر   لازم  البته  . در ميدان وجود دارند   

ايـن  . مربوط به مودهاي غالب تا حدود زيـادي پهـن اسـت     
 حـذف ري آنسـامبلي را بـدون       گي ـ  موضوع، انجـام متوسـط    

به همين دليـل    . دکن  مشكل مي   دچار متجانسمودهاي غير 
گيـري آنســامبلي   انتخـاب مودهـايي كــه بايـد در متوســط   

 بر اساس نحوه توزيع تغييرات دامنـه مودهـا          ،شركت كنند 
.  صـورت خواهـد گرفـت    گيري آنسـامبلي    نسبت به متوسط  

-ر متوسـط  کننـده د   شرکت يار انتخاب مودها  يمعن  يابنابر
رات دامنه مود مورد نظـر در  ييانس تغيوار ،ي آنسامبل يريگ
 . در نظـر گرفتـه شـده اسـت         ي آنسامبل يريگن متوسط يح

ــادير متوســط  ) ۷( شــكل ــرات مق ــانس تغيي  را نشــان واري
 :استقابل ذکر در اين شكل دو مطلب . دهديم
 تمـام    تقريبـاً  ،متجـانس هر دو بخش متجانس و غير     )  الف 

                         اين پديده با مطالعات تجربي ساير     . گيرند  ر مي طيف را در ب   
هاي جريان آشفته مطابقـت كامـل         محققين بر روي ميدان   

 ]. ۳[دارد
 بـارز  ،متجانس در اعداد موج بيشـتر     حضور بخش غير  )  ب

 .است
 بــر اســاس واريــانس تغييــرات هــر مــود در مــورد  اکنــون

 اظهـار نظـر     تـوان   مـي  متجانس بودن آن  متجانس و يا غير   
 متجــانس و يهــا بخــشي، نمودارهــا)۷( در شــکل. كــرد

 كمتـر  ري كه واريـانس آنهـا بـه ترتيـب         يمقادمتجانس  ريغ
در هــا  دامنــهميــانگين مقــادير واريــانس    %۳۰و% ۲۰از

در اين شـكل،    . اند  گيري آنسامبلي است، رسم شده      متوسط
 بـالاتر از منحنـي      ،مقـدار ميـانگين   % ۲۰منحني مربوط به    

 در اين  راساختارهاي متجانس ،اين موضوع . ديگر قرار دارد  
تطابق بسيار  ،يبه طور کل. دهدينشان م تر برجستهمنحني

 از مقـادير مـرتبط بـا سـاختارهاي          حاصـله  يخوب منحن ـ 

 يدهد که ميـدان بازسـاز     ي نشان م  rmsمتجانس و مقادير    
  اثـر  نيمب  فوريه، تقريباً   متوسط هاي  شده با استفاده از مود    

 مـود   ۲۰اين اثـرات بـا حـدود        .  متجانس است  يساختارها
 . اند بازسازي شده
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گيري  واريانس تغييرات دامنه مودها نسبت به متوسط: ۷شكل
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هاي فوريه  ميدان متوسط مودال شده با استفاده از مود: ۸شكل

 . آنسامبليدر برابر اعضا
 

نسـامبل در    آ يميدان متوسط مودال شـده در برابـر اعضـا         
 در  کــهشــود مــيملاحظــه . ســتا   شــدهرســم) ۸( شــكل
ديگـر  هايي كه اعضاي آنسـامبل از نظـر فـاز بـا يـك               ناحيه

  را تطابق كمتري دارند، متوسط مـودال نيـز فـاز مناسـبي           
 از  حاصـله ر  يت مقاد ي، تبع موضوعن  ي ا علت. دهد  نشان نمي 

 متجانس و نه تمام عناصر سـازنده        ين روش با ساختارها   يا
 .ان استديم

دان، همين مراحل بـراي  ياکنون با داشتن متوسط مودال م   
 نيز انجـام شـده و نتيجـه چنـين           PODمودهاي حاصل از    
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 ٤١١                                                                                                                                                   .....POD استفاده از    

 
 

بـا توجـه بـه      . است  نشان داده شده    ) ۹(فرآيندي در شكل    
گيـري آنسـامبلي باعـث        شود که متوسط  يشكل ملاحظه م  

 كـه دامنـه   ي، به طـور   شدهPODهاي    كم شدن دامنه مود   
  خي نواحي حتي از مودهاي فوريه نيز كمتر شـده         آن در بر  

متجـانس در   ن حضـور بخـش غيـر      ياين مطلـب مب ـ   . است
 . استPODمودهاي 

x

u

100 120 140
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
MMD using POD modes

Ensemble members

 
هاي  ميدان حاصل از متوسط مودال با استفاده از مود: ۹شكل

PODآنسامبلي در برابر اعضا . 
 

دان را به دو بخش متجانس      يتوان م يج م ين نتا يبر اساس ا  
لذا هر کدام   . م نمود ي تقس POD يدهامتجانس در مو  ريو غ 

 قرار گرفته   ي آنسامبل يريگ تحت متوسط  POD ياز مودها 
 متجـانس و    ي، مودهـا  ۴۳انس آسـتانه  ي ـک وار ي ـف  يو با تعر  

ج در شـکل   يانـد کـه نتـا     متجانس آنها از هم جدا شـده      ريغ
ر قابـل   ي ـن شکل، موارد ز   يدر ا . نشان داده شده است   ) ۱۰(

 :مشاهده است
ــف ــشــکل)      ال ــي کل ــه در قســمت rms ي منحن  دامن

 يمعهذا در برخ  . متجانس به طور کامل حفظ شده است      
اد، ي ـ بـا اعـداد مـوج ز       يژه نـواح  ي ـن شکل به و   ي ا ينواح
 . کاهش دامنه وجود داردياندک

رمتجـانس  ي دامنه در قسمت غ    rms ي  منحن )  ب
ــدون ســاختارهايهــادانيــر ميدان ماننــد ســايــم  ي ب

 يادي ـو تـا حـدود ز      يزي ـ شکل بدون ت   يمتجانس، دارا 
 . کنواخت استي

رمتجانس بسته بـه    ي متجانس و غ   يتراکم مودها )       پ
 .انس آستانه انتخاب شده، متفاوت خواهند بوديوار

ــتقيم، ) ۱۱(در شــــكل  حــــل عــــددي مســ
گيـري از     ز متوسـط  ي ـگيـري از مودهـاي فوريـه و ن          متوسط

ملاحظـه  . انـد   ديگـر مقايسـه شـده      بـا يـك    PODمودهاي  
 در تشـخيص فـاز، نسـبت بـه          PODودهـاي   شود که م    مي

كننـد كـه بـا        مودهاي متوسط فوريه بسيار بهتر عمل مـي       
 شده    آنسامبل بازسازي  يتوجه به نزديكي هر كدام از اعضا      

با مقادير حاصل از حل عددي مستقيم، فقط به علت وجود           
 . است PODهاي تصادفي در مودهاي بخش
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انس بر اساس متجري متجانس و غيهاک بخشيتفک: ۱۰شكل

 .رات دامنه مودهاييانس تغير واريمقاد
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مقايسه حل عددي مستقيم، متوسط مودال با استفاده : ۱۱شكل

 مودال با استفاده از مودهاي  ز متوسطياز مودهاي فوريه و ن
POD. 

 

 گيري بندي و نتيجه جمع
توسـط مـودال    در اين مقاله توانايي روش تجزيه م                 

)MMD (            انجام شده با اسـتفاده از توابـع پايـه ،POD  در ،
ــاختارهاي  ــتخراج س ــرار    اس ــابي ق ــورد ارزي ــانس م  متج

با استفاده از حل عددي مسـتقيم       بدين منظور   . است گرفته
 يك ميدان آشفته داراي ساختارهاي متجـانس        ،KSمعادله  

 و اسـتفاده از   اين ميـدان    با موجود بودن    . است حاصل شده 
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 و، مودهاي غالب ميدان اسـتخراج شـده     POD/SVDروش  
بـا اسـتفاده از مودهـاي       هـم    ،سپس متوسط مودال ميدان   

نتايج ارائه شده    .ندا  دهن ش ييتع ،POD  هم مودهاي  فوريه و 
توجه در     به وضوح نشان دهنده كاهشي قابل      ،)۴(در بخش   

ــط   ــاي متوسـ ــه مودهـ ــي از PODدامنـ ــد آفر ، ناشـ ينـ
هاي    وجود بخش  نيمب كه   هستند آنسامبلي،گيري    متوسط

در نتيجه، همانگونه كه سـاير      . استتصادفي در اين مودها     
،   ]۱ و ۸ و ۹[انـد     محققين نيز از روشهايي ديگـر نشـان داده        

ــيك     ــاي كلاس ــرفتن موده ــر گ ــوان  PODدر نظ ــه عن  ب
از . ساختارهاي متجانس ميدان چندان موجه نخواهـد بـود        

، POD متوسـط   مودهـاي  ،)۹( بر طبـق شـكل       طرف ديگر 
بســيار   و فــازتقــارن ،گيــري آنســامبلي  متوســطحاصــل از 

، در مقايسه با مودهـاي        به ميدان اصلي   نسبتتري    نزديك
 بـر    است کـه    در حالي  نيا. شده، دارند   گيري  فوريه متوسط 

- متوسـط  استفاده از مودهـاي فوريـه در      ،)۱۱(طبق شكل   
دان  در مي ـ  هـايي   تقـارن تواند منجر به      مي ،ي آنسامبل يريگ

هـاي ميـدان       منطبق با تقـارن     كه لزوماً  بازسازي شده شود  

 مودهـاي    در حـال، تعريـف تجـانس        در عـين   .اصلي نيست 
گيري آنسامبلي، با توجـه       فوريه با استفاده از فيلتر متوسط     

زيـرا  . كنـد    مي  ، كاملا موجه جلوه   )۱۰(و   )۷ (هاي  به شكل 
 هاي متجانس تقريبا در تمامي طول طيـف     اولا وجود بخش  

ن يقهاي ساير محق    ه منطبق با ارزيابي   ك(خورد    شم مي چبه  
 تــراكم ســاختارهاي غيــر متجــانس در و ثانيــا) ]۲[اســت 

مودهــاي بــا فركــانس زيــاد بيشــتر اســت، كــه مجــددا بــا 
   .]۱و۲[مشاهدات تجربي در جريانهاي آشفته تطابق دارد

 يعني دهـه شصـت      PODدايش روش   ياز زمان پ  
 تعريف ساختارهاي متجـانس     ،قرن ميلادي گذشته تاكنون   

تعاريف جديد ساختارهاي   .  كرده است  داي پ تغييرات زيادي 
متجانس بـر اسـاس تعينـي و تصـادفي بـودن ميـدان بنـا                

ي تفكيـك آنهـا را      يي توانـا  يبه تنها  POD روش   اند كه   شده
روش  تعـاريف جديـد،       توجه به   با  که رسد  به نظر مي  . ندارد
POD    مناسـب  چندان    براي استخراج ساختارهاي متجانس

گيـري مـودال      نبوده و در اين رهگذر شـايد روش متوسـط         
 .دينماهاي جديدي را فراروي محققين باز  بتواند افق
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 واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن
 

1 - Snapshot    2 - Phase averaging  3 - Ensemble averaging  
4 - Coherent    5 - Non-coherent   6 - Uncorrelated   
7 - Stochastic    8 - Random   9 - Semi-Deterministic Models 
10 - Large Eddy simulation    11 - Conditional sampling   
12 - Proper Orthogonal Decomposition 13 - Autocorrelation tensor  
14 - Direct Numerical simulation  15 - Method of snapshots   
16 - Singular Value Decomposition  17 - Kuramoto-Sivashinsky 18 - Navier Stokes Equations 
19 - Spatio-temporal Chaos  20 - Spectral Galerkin Method 21 - Phase space 
22 - Evolution equations   23 - State space   24 - Runge-Kutta method  
25 - Adjustable timestep   26 - Energy range   27 - Inertial range 
28 - Dissipation range   29 - Bifurcation    
30 - Probability Density Function (PDF) 31 - Settling time   32 - Power law decrease 
33 - Redistribution   34 - Exponential decrease   
35 - Semi Deterministic Methods  36 - Variational   37 - Kernel 
38 - Autocorrelation function  39 - Similarity transformation 40 - Statistically stationary 
41 - Statistically nonstationary  42 - Chaos   43 - Variance Threshold 
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