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 107                                                                   118 تا 107 ، از صفحه 1387، فروردین ماه 1، شماره 42      نشریه دانشکده فنی، جلد 

 :mhnaei@ut.ac.ir  Email                   ,            ۸۸۰۱۳۰۲۹    :      فاکس       ,       ۶۱۱۱۴۰۲۱        : تلفن :       نويسنده مسئول *
 

 یپارامتر هاین عیتدر  استفاده از روش غنی شده بدون شبکه گلرکین
 FGMصفحات شکست 

 
 ٢*محمد حسن نائی و ١یمیابراهفرزاد 

  دانشگاه تهران- پردیس دانشکده های فنی -ک یدانشجوی دکتری دانشکده مهندسی مکان1
 ران دانشگاه ته- پردیس دانشکده های فنی -ک یکاناستادیار دانشکده مهندسی م2

 )۶/۱۱/۸۶ ، تاريخ تصويب ۳۰/۱۰/۸۶، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۱۲/۶/۸۴تاريخ دريافت (

 چکیده
بکار  ا هندسه دلخواهب FGM صفحاتتحقیق حاضر، روش بدون شبکه را برای تخمین پارامترهای شکست یک ترک ایستا در          
 در .ه استارد استفاده شدداسی بسیار مشترکی با بسیاری از روشهای بدون شبکه  که ویژگیهای اس1ینگلرک از روش بدون شبکه. دبرخواهد

 2 دو روش جدید گسترش یافته انتگرال تقابلبا استفاده از  همواری از مختصات فضایی در نظر گرفته شده واینجا خواص مواد به صورت توابع 
 صفحات در I مد  شکست مساله دو بعدی چند  بدون شبکه گلرکینشرو یمعرفپس از  . قرار گرفته استلیتحلمورد  Iمد آنالیز شکست 

FGM  مقایسه بین نتایج حاصل .  برای محاسبه ضرایب شدت تنش با استفاده از روش انتگرال تقابل حل شده است مختلفیهای بارگذارتحت
 دقت خوب و همگرایی ، مختلفیلهای انتگرالها و تحلبا استفاده از ا روش اجزاء محدودی یلی با حل تحلو نتایج ارائه شده در تحقیقات مشابه

 .دهد قابل قبولی را نشان می
  

  ضرایب شدت تنش -FGM  صفحه - شکست یپارامترها -  گلرکینشبکه بدون روش :یدی کلیهاواژه 
 

 مقدمه
 تلاش یدر پ 1984ن بار در سال یاولFGM مواد 

قاومت  با میافتن به موادی دست ی برادانشمندان علم مواد
 .دی گردیدر ژاپن معرف ]1[ یزومیار بالا توسط کوی بسیحرارت

 فلز و یکیب دو ماده مختلف که معمولاً ین مواد از ترکیا
 که خواص ی شوند به طوریک است ساخته می سرامیگرید

جه در یدر نت. ر کندییکنواخت تغیب حاصل به صورت یترک
 یابعصورت تجزء حجمی مواد تشکیل دهنده به ن مواد یا

 یک میکرواستراکچر  و باعث ایجادکردهیکنواخت تغییر 
 غیریکنواخت و یک ماکرواستراکچر با تغییرات پیوسته 

  . گردد می
 به دهه FGM ه موادی شبی بر روی موادیلی تحلیکارها

 خاک را به عنوان یک ماده ]2[ هنگامی که گیبسون 1960
قات یپس از آن تحق .می گردد غیر همگن مدل کرد ، بر

انجام  مختلف ینه هایدر زم FGMمواد  بر روی یگسترده ا
تها در ین فعالیدتریتوان به جدیگرفته است که از آن جمله م

ن مواد ی ارتعاشات صفحات ساخته شده از اینه بررسیزم
 ارتعاشات ی بررس و]4-3[ زاده و همکاران یتوسط اللهورد

 ک توسطیزوالکتری کوپل با صفحات پFGMصفحات 
حد جا که  از آن اما .اشاره نمود ]5-7[ راستگو و یمیهابرا

ست و واماندگی هنوز  در مقابل شکFGMمواد  تحمل
بسیاری از تحقیقات به سمت محاسبه عددی  ،ناشناخته است

پارامترهای شکست و شبیه سازی رشد ترک در این مواد 
 ،ادی زبه علت پیچیدگین راستا ، ی و در افته استسوق یا

با FGM تیسیته صفحه ای شامل ترکها در مواد مسائل الاس
 .فرض یک فرم تابعی از تغییرات خواص ماده حل شده اند

این تغییرات اغلب به صورت توابع خطی یا نمایی فرض شده 
و دلاله و اردوگان ] 9[ دالیوال و سینگ ]8[اتکینسون . اند

 با فرض تغییرات فضایی مدول الاستیسیته به صورت ]10[
مسائل ترک را برای مواد غیر همگن تحت بارهای  ،نمایی

 . مکانیکی حل کرده اند
ط مد مرکب را در مواد غیر همگن با ی شرا]11[اشن 

او . استفاده از روش المان محدود مورد مطالعه قرارداد
همچنین ثابت کرد که ترم پیشرو در بسط مجانبی تنش ، 

و نودا این نتیجه همچنین توسط جین . تکین ریشه دوم است
برای مواد با تغییرات خواص قطعه ای دیفرانسیل پذیر ] 12[

با فرض تغییرات خواص گرمایی مواد به صورت  .ثابت گردید
ضرایب ] 14[ وو اردوگان و  و]13 [ نمایی، جین و نوداتابع 

شدت تنش گرمایی را برای جامدات غیر همگن محاسبه 
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محدود را در یک  نامهین یرکز تین] 15[ گو و آسارو .کرده اند
 تحت بار لبه ای درنظر گرفته و ضرایب FGMاز جنس  نوار

 کیمکاندر شدت تنش را برای بسیاری از نمونه های متداول 
 کیمکان اولیه میمفاه] 16[ اردوگان .شکست بدست آورده اند

 کرده و تعدادی از مسائل یبازنگررا  FGM شکست مواد
 ]17[گو و همکاران  . را مطرح کرده استن موادی در اشکست

ک روش ساده شده را برای محاسبه میدان نوک ترک در ی
 3با استفاده از تکنیک انتگرال ناحیه ای معادل FGM مواد 

 شکست یپارامترها ]18[ اخیرا کیم و پائولینو .ارائه داده اند
 با استفاده از تحلیل المان محدود FGMمد مرکب را در مواد 

 *Jkروش انتگرال  :رده اندبدست آوبا سه روش مختلف 
مستقل از مسیر، روش اصلاح شده انتگرال بسته شدن ترک 

یک روش ز ین] 19[ زو و همکاران .و روش اصلاح تغییر مکان
المان محدود ایزوپارامتریک چند گانه را برای تخمین ضرایب 

 .  پیشنهاد کرده اندFGM شدت تنش ترک ها در مواد
ل یار موثر در تحلی بسیشها از رویکی روش انتگرال تقابل

برای ن بار ین روش اولیا . باشدیک شکست مواد میمکان
 توسط شدت تنش در مواد همگن ایزوتروپیکیب ا ضرتخمین

این روش از یک در . شده است پیشنهاد ]20[یائو و همکاران 
انتگرال پایستار برای دو حالت قابل قبول یک جامد الاستیک 

ونگ و  . شود اضافی استفاده میحالات واقعی و تحت عنوان 
همگن اورتوتروپیک  روش را برای جامدات نیا] 21[ همکاران

مسائل حل  روش در نیا از زین ]22[ یائو. ندگسترش داد
اخیراً این روش به . سطح مشترک دو ماده استفاده نمود

شدت ضرایب عنوان یک روش قوی و دقیق برای محاسبه 
با در نظر ] 23[ دالبو .مطرح شده است FGMدر مواد  تنش

گرفتن یک مساله صفحه ای ترک با جهت دلخواه و استفاده 
ا استفاده از روش ب] 24[  کیم و پائولینو و(X-FEM) از روش

 با ترک چندگانه و با خواص FGM، به بررسی المان محدود 
مدلهای ومواد تعریف شده به وسیله توابع پیوسته 

 .نده امیکرومکانیک پرداخت
ک یقات انجام شده در حوزه مکانین با مرور تحقیابنابر

بیشتر مطالعات   شود کهیده می دFGMشکست مواد 
 مواد با استفاده از روش المان محدود به نی ایبر روتحلیلی 

م یدان یاما م.  استصورت گرفتهعنوان ابزار محاسبه عددی 
در بالاخص هایی  محدودیت یداراروش اجزاء محدود که 

 ناحیه شکل هاکه در آن است یانیک جامداتحل مسائل مک
 . باشدیممساله دارای تغییر پیوسته در هندسه 

ی مانند اجزاء محدود که ی روشها استفاده ازبه طور کلی

ر بوابسته به شبکه هستند در هنگام برخورد با ترک هایی که 
هندسه اولیه منطبق نیستند کاملاً وقت گیر در شبکه بندی 

گونه  نیرا تنها راه حل مناسب در ای زاستو دردسرساز 
رات یین تغیه مساله در حی مجدد ناحیمسائل شبکه بند
 از رشد ترک است تا خطوط شبکه یهندسه مدل ناش

 نیغلبه برابرای  .رندیهمچنان منطبق بر وجوه ترک قرار گ
  بدون شبکهیروشها یتازگبه  ،مشکلاتتها و یمحدود

ه سازی مسئله نیازی که برای گسست اند گسترش پیدا کرده
در این روشها، حل تقریبی بر مبنای . دنبه شبکه بندی ندار

ایجاد حل برای شود و  از گره ها ایجاد میعبارات تعدادی 
گسسته هیچ نیازی به المانها یا برقراری روابط داخلی بین 

 . نیستگره های این المانها 
ه های با ترکهای پیچید تولید شبکه در سازه از آنجا که

تواند بسیار وقت گیر وهزینه برتر از حل یک سری از  می
تواند جایگزین  معادلات خطی باشد ، روش بدون شبکه می

در سالهای اخیر،  .بسیار خوبی برای روش المان محدود باشد
روشهای مختلف بدون شبکه برای حل مسائل مکانیک 
 شکست بدون استفاده از یک شبکه ساختاری گسترش 

 روشها با استفاده از تقریب مجموع نیا؛ ] 31-25[اند افتهی
کمترین مربعات، توابع شکل بدون شبکه را بر پایه عبارات 

 .کنند  ایجاد می،های کاملاً اختیاری پخش شده مربوط به گره
های بدون شبکه  ها در روش البته تا به امروز بیشتر پیشرفت

تحلیل . بر روی شکست مواد همگن تمرکز نموده است
 یها تیمزاده از ـــ با استفFGMت ترک در مواد شکس
به . نیافته است یادیزهای بدون شبکه هنوز گسترش  روش

 برای ها ن روشیاهمین دلیل، علاقه فراوانی در گسترش 
 . وجود داردFGMتخمین پارامترهای شکست در مواد 

تحقیق حاضر، روش بدون شبکه را برای تخمین 
صفحات ساخته شده در  اپارامترهای شکست یک ترک ایست

از روش . دبر کار خواهده ا هندسه دلخواه بب FGMمواد از 
که ویژگیهای اساسی بسیار مشترکی با  بدون شبکه گلرکین

پس  .ارد استفاده خواهد شددبسیاری از روشهای بدون شبکه 
مساله دو بعدی با چند ،  گلرکینشبکه بدون روش یمعرفاز 

تحت بارگذاریهای  FGM صفحات در I مدترک لبه ای 
 برای تنش خطی  وثابت، تنش کرنش ثابتمختلف همچون 

محاسبه ضرایب شدت تنش با استفاده از روش انتگرال تقابل 
 و نتایج ارائه شده همقایسه بین نتایج حاصل. حل شده است

در تحقیقات مشابه دقت خوب و همگرایی قابل قبولی را 
 .دهد نشان می
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 ١٠٩                                .....                                                                                                     غني شده       استفاده از روش 

  

  FGM صفحه نوک ترک در دانیم
را  2a مستطیلی به طول  سازه دو بعدی با یک ترکیک

 قرار s1 , s2 ,…, smتحت بارهای خارجی ) 1(که مطابق شکل 
شود که خواص ماده  فرض می. گرفته است در نظر بگیرید

 به فرم زیر ν و نسبت پواسون Eته یسی مدول الاستهمچون
 :تغییر می کنند

)۱( )(),( 21 xExxEE == 

)۲( )(),( 21 xvxxvv == 
1)(1که در آن  ≤≤− xvو},{ 21 xxx در عالم .  باشدیم=
با خواص محلی ناپیوسته   موادی چند فازیFGMواقع، مواد 
 را باید به عنوان ν(x) , E(x)بالا ه های در معادل. می باشند

را  FGMدر چنین حالتی مواد  .توابع یکنواخت در نظر گرفت
توان به صورت مواد غیرهمگن که معادله اساسی الاستیک  می

 :برای آنها به صورت زیر است مدل کرد

ijkkijij
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*
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=                  )3(  

*)(ن معادله یدر ا xEو  )(* xvی در حالت تنش صفحه ا 
 یو در حالت کرنش صفحه ا xv)( و xE)( ب برابریبه ترت
)(]1)([معادل 2xxE ν−(]1)[(  و( xx νν خواهند  −

 .بود

 
 .FGMک صفحه از جنس یهندسه ترک در  : 1شکل 

 
برای مواد غیرهمگن تحت شرایط تغییر شکل الاستیک 
 ،خطی تنش یا کرنش صفحه ای و در غیاب نیروهای حجمی

  ]11[.کند  معادله زیر را ارضا میF(x1,x2) 4یریتابع تنش ا
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نشان دادند که ] 12[ ن و نودای پس از او ج و] 11[ اشن
برای تغییرات خواص مواد قطعه ای دیفرانسیل پذیر، تنش 

توان با   را میFGMتغییر مکان در مواد الاستیک و میدان 
استفاده از تابع تنش در فرم متغیر جداشدنی همانند آنچه در 

میدان ن ی بنابرا.مورد مواد همگن وجود دارد به دست آورد
در ر مکان مربوطه ییدان تغیو متنش تکین خطی الاستیک 

 ]11[:توان به فرم زیر بدست آورد نزدیکی نوک ترک را می
)5( )]()([

2
1

111111 θθ
π

σ II
II

I
I fkfk

r
+=

 

)6( )]()([
2
1

222222 θθ
π

σ II
II

I
I fkfk

r
+=

 

)7( )]()([
2
1

121212 θθ
π

σ II
II

I
I fkfk

r
+=

 

)8( )]()([
2

1
111 θθ

πµ
II

II
I

I
tip

gkgkru +=
 

)9( )]()([
2

1
222 θθ

πµ
II

II
I

I
tip

gkgkru +=
 

 و II , I ، ضرایب شدت تنش مد kII , kIکه در آن 
)(,)( θθ I

ij
II

ij ffو)(,)( θθ I
i

II
i gg(i=1,2)   یا هیزاوتوابع 

 برای یک ترک در یک ماده الاستیک همگن می استاندارد
2)1(نیو همچن باشند 2

tiptiptip E νµ  است ی مدول برش=+
 .که در نوک ترک محاسبه شده است

ریشه دوم یا توزیع رچه گرادیان مواد تاثیری بر تکین اگ
تنش تکین ندارد ولی گرادیان مواد بر روی ضریب شدت 

های شکست توابعی از بنابراین پارامتر. باشد تنش مؤثر می
 .گرادیان مواد، بارگذاری خارجی و هندسی جسم می باشند

 

 مواد همگنروش انتگرال تقابل در 
ف ی تعردار همگن به صورت زیر  برای ماده ترکJانتگرال 

 :] 32[ گرددیم
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)10( 

 ام بـردار    j ، مولفـه     nj کرنشـی و     یانـرژ  یچگال W که در آن  
 اسـت  Γعمود به سمت بیرون بر هر کـانتور اختیـاری    واحد  

انس، بـا اعمـال تئـوری دیـورژ     .که نوک ترک را دربرمی گیرد    
توان به فرم معادلـه زیـر        را می  )10 (انتگرال کانتور در معادله   

  ]33[.درآورد

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

   

 
 ١٣٨٧، فروردين ماه ١، شماره ٤٢ نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                  ١١٠     

 
 

)11( 
qdW

x
u

x

dA
x
qW

x
uJ

j
i

A ij
j

i
j

i
A ij

)(

)(

1
1

1
1

δσ

δσ

−
∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

−
∂
∂

=

∫

∫
 

بع وزنی است که  تاq مساحت داخل کانتور و Aکه در آن 
 Ωمقدار واحد در نوک ترک، مقدار صفر در طول مرز ناحیه 

 ،با بسط انتگرال دوم. و مقدار دلخواه در جاهای دیگر دارد
 :شود به معادله زیر تبدیل می )11( معادله

)12(  
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 یادآوری این نکته که  وو سازگاری ط تعادلبا استفاده از شرای
01در مواد همگن  =∂∂ xDijkl انتگرال دوم در معادله ، 

 :دیآحذف شده و معادله به صورت زیر درمی  )12(

dA
x
qW

x
uJ

j
j

i
A ij ∂

∂
−

∂
∂

= ∫ )( 1
1

δσ
 

)13( 
 .باشد  در مواد همگن میJکه فرم کلاسیک انتگرال 

ار را در نظر حال دو حالت تعادلی مستقل ماده ترک د
 برای شرایط 5 مربوط به حالت واقعی1فرضاً حالت . می گیریم

 6 مربوط به یک حالت اضافی2مرزی داده شده بوده و حالت 
  نوکتواند میدان تنش و تغییر مکان نزدیک است که می

با .  باشدII یا مد I مد یط بارگذاری شراترک هرکدام از
  منجر به یک حالتاین دو حالت استفاده از اصل برهم نهی

 J می گردد که برای این حالت انتگرال )Sحالت تعادل  (دیگر
 :باشد به صورت زیر می

)14( dA
x
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x
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J
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)15( ))((
2
1 )2()1()2()1()(

ijijijij
SW εεσσ ++=  

 : داریم)14(با بسط معادله 
)16                             ()2,1()2()1()( MJJJ S ++= 

 که در آن 

)17( dA
x
qW
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uJ

j
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
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= ∫ δσ )2(

1

)2(
)2()2(  

 بوده و  2و1  برای حالتهایJانتگرال

 dA
x
qW

x
u

x
u

M
j

A ij
i
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i

ij ∂
∂












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∂

+
∂
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= ∫ δσσ )2,1(

1

)1(
)2(

1

)2(
)1()2,1(  

)19( 
 )19(  تا)15(از معادلات  .باشد  میانتگرال تقابلدر واقع 

 :داریم
)20(  )2()2()2()1()1()1(

2
1,

2
1

ijijijij WW εσεσ ==  

)21(  )(
2
1 )1()2()2()1()2,1(

ijijijijW εσεσ +=  

 مختلف هستند که رابطه زیر را یها یرنشک یانرژ یچگالکه 
 : ارضا می کنند

)22                         ( )21()2()1()( +++= WWWW S

 برای جامدات الاستیک خطی تحت شرایط Jانتگرال 
 زی نبارگذاری مد مرکب، مساوی با نرخ آزادسازی انرژی

 :باشد و بنابراین داریم می
)23                         (                 )(1 22

* III KK
E

J +=

 S و همچنین حالت 2و1 به حالتهای) 23(با اعمال رابطه 
 :داریم

)24( )(1 22 )2()1(
*

)1(
III KK

E
J +=  

)25( )(1 22 )2()2(
*

)2(
III KK

E
J +=  

 [ ]2)2()1(2)2()1(
*

)( )()(1
IIIIIII

S KKKK
E

J +++=  
)26( 



 +++++= )(2)()(*1 )2()1()2()1()2()2()1()1( 2222

IIIIIIIIIIII KKKKKKKK
E

 

)27( )(2 )2()1()2()1(
*

)2()1()(
IIIIII

S KKKK
E

JJJ +++=
 

 : یابیمیدرم )27( و )16( تمعادلا سهیمقابا 

)28            (       
)(2 )2()1()2()1(

*
)2,1(

IIIIII KKKK
E

M +=

توان با انتخاب   برای حالت واقعی را میشدت تنشضرایب 
 2به طور مثال اگر حالت .  حالت اضافی  بدست آوردمناسب

 I یعنی تغییر مکان نزدیک نوک ترک مد Iرا به عنوان حالت 
 :نوان حالت اضافی انتخاب کنیم داریمو میدان تنش را به ع

)29                                 (       0,1 )2()2( == III KK

 : آید به صورت زیر بدست می در این صورت معادله

)30                                     (         *

)1(
),1( 2

E
KM II =

 :شود ر حاصل میتنش به صورت زیشدت که از آن ضریب 
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 ١١١                                .....                                                                                                     غني شده       استفاده از روش 

  

)31                                              (2

*)2,1(
)1( EMKI =

 
 یعنی II به عنوان حالت 2به طور مشابه اگر حالت شماره 

 و میدان تنش به IIتغییر مکان در نزدیکی نوک ترک مد 
عنوان حالت اضافی در نظر گرفته شود در این صورت 

0,1 )2()2( == III KKبوده و داریم : 

)32                                         (2

*),1(
)1( EMK

II

II =

 یدست م ب)17( ه از معادلM(1,II) و M(1,I) انتگرال تقابل
توان ضرایب  می )32( و )31 ( و با استفاده از معادلاتدیآ

 .را تحت شرایط بارگذاری مختلف به دست آوردشدت تنش 
 

 FGMمواد رال تقابل در روش انتگ
در مواد غیرهمگن، اگرچه شرایط تعادل و سازگاری ارضا 

 مربوط به گرادیان مواد در انتگرال دوم جملهشوند ولی  می
به یک  )12( بنابراین معادله. شود صفر نمی )12( معادله

 مشهور است ~Jانتگرال با فرم عمومی تر که به انتگرال 
 .] 34[شود میتبدیل 

)33      ( ∫∫ ∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

=
A kl

ijkl
ijA

j
j

i
ij qdA

x
D

dA
x
qW

x
uJ εεδσ

1
1

1 2
1)(~

) )13(معادله( کلاسیک Jو انتگرال  )33( با مقایسه معادله
شود که وجود غیرهمگنی در مواد باعث اضافه شدن  دیده می

 یهااگرچه این انتگرال برای مسیر. انتگرال دوم می گردد
نظر کردن است ولی  بسیار نزدیک به نوک ترک قابل صرف

 بزرگتر مدنظر قرار گیرد به یبایستی برای نواحی انتگرال
انتگرال  . به طور دقیقی محاسبه گردد~Jنحوی که انتگرال 

J~ جسم یک در یانرژ یآزادساز نرخ دهنده نشان نیهمچن 
  زیرا این انتگرال در واقع اولین مولفۀ بردار باشدیمالاستیک 
}انتگرال  }*

2
*
1

* , JJJ  شنهادیپ ] 11[  اشن که توسطاست =
توان نشان داد که برای هر کانتور بسته ای در  می .شده است

 صفر ~J انتگرال ،یک ماده همگن یا غیرهمگن بدون ترک
 مورد FGMشود و بنابراین وقتی همراه با ترک در مواد  می

 .]27[ گیرد، مستقل از مسیر باقی می مانداستفاده قرار می
 باز هم ، FGM مواد در تقابل انتگرال بدست آوردنجهت 

را در نظر S و حالت تعادل اضافی ویک حالت تعادل واقعی
تواند به طور  می )33(برای حالت واقعی، معادله . می گیریم

 .فاده قرار گیردمورد است ~Jمستقیم برای نشان دادن انتگرال
 :توان به فرم زیر نوشت را می ~Jانتگرال  s حالتبرای 

+
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)2()1( δσσ −
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+
∂
∂

∫  

)34( 

~)(شود که تخمین به وضوح دیده می SJ تقابل و انتگرال 
گزینه .  تعریف میدان اضافی داردیگ بستگی به چگون،حاصل

 از ییک.های مختلفی برای انتخاب میدان اضافی وجود دارد
 .شود در زیر شرح داده میآنها

 

   همگنیاضاف دانیم
 روش شامل انتخاب میدانهای تنش و تغییر مکان نیا

 کرنش دانیمو محاسبه  )9 (–) 5 (معادلاتمطابق اضافی 
 .باشد  از گرادیان متقارن میدان تغییر مکان اضافی مییاضاف

در این روش، میدانهای اضافی کرنش و تنش با یک تانسور 
شود به هم  اساسی ثابت که در نوک ترک تخمین زده می

بنابراین در حالت اضافی هم شرایط تعادل و . شوند مربوط می
  در این حالتاگرچه. شوند هم شرایط سازگاری ارضا می

 به طور کامل ارضا FGMرابطه اساسی غیرهمگن در مواد 
 گرادیانهای میدانهای تنش را به عنوان ترم های وشود نمی

 با استفاده از معادله .کند  وارد میتقابلاضافی در انتگرال 
را  )34(معادله   تعادل و سازگاریطیشرا کردنو وارد  )22(

 :توان به فرم زیر ساده تر کرد می
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 :  داریم)35(با بسط معادله 
 ),()()()( ~~~~ 2121 MJJJ S ++=  
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 که در آن 
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 ١٣٨٧، فروردين ماه ١، شماره ٤٢ نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                  ١١٢     

 
 

 .باشد  برای مواد غیرهمگن میتقابلکه در واقع انتگرال 
 

 FGMاتصفح در  شدت تنشبیاضرمحاسبه 
 همچنین ~Jانتگرال برای جامدات الاستیک خطی، 
 :باشد بنابراین  نمایش دهنده نرخ آزاد سازی انرژی می

)38( )(1~ 22
* III
tip

KK
E

J +=
 

 )38(صرفنظر از نحوه تعریف میدان اضافی، با اعمال رابطه 
 : شود  حاصل میS و 2و1برای حالات 

 )39( )(1~ 22 )1()1(
*

)1(
III

tip

KK
E

J +=  

)40( )(1~ 22 )2()2(
*

)2(
III

tip

KK
E

J +=
 

)41( )(2~~~ )2()1()2()1(
*

)2()1()(
IIIIII

tip

S kkkk
E

JJJ +++=
 

 :آید  بدست می)41(و  )36(ت با مقایسه معادلا

)42(                      
)(2~ )2()1()2()1(

*
)2,1(

IIIIIII
tip

kkkk
E

M +=
 

 
، ضرایب شدت تنش مشابه قبل  یندیفرآبا دنبال کردن 

 :توان به فرم زیر بدست آورد برای مواد غیرهمگن را می

2

~ *),1(
)1( tip

I

I

EM
K =

 

)43                                         (2

~ *),1(
)1( tip

II

II

EM
K =

)1,()1,(که در آن  ~,~ III MM اصلاح شده تقابل دو انتگرال 
توانند با استفاده   هستند و میII, Iبرای شرایط بارگذاری مد 

 . زده شوندنیتخم )37( هاز معادل
*تگرال  موجود مانند روش انیروشها برخلاف 

kJ ]5[ 
* محاسبه ی براگرید

2J نیازی به انتگرال گیری در طول وجه 
ساده ار یروش ارائه شده حاضر بس نیبنابرا ،ترک نمی باشد

*تر از روش انتگرال 
kJتوجه شود هنگامی که هر .  می باشد

ریب پواسون تغییرات مکانی دو مدول الاستیسیته و ض
),(),(نداشته باشند،  ~ 2121 MM  خواهد شد و ضرایب =

 .کسان خواهد شدی حالت قبل ابشدت تنش 
 

  روش بدون المان گلرکین
 بـوده   u(x)تـابع    دامنـه درونیـابی   ،  kΩفرض کنید کـه   

ت  نقطه با مختصا   nای متشکل از       مجموعه Sj (j=1,2,…,n)و
xjεΩk مقدارتابع مجهول   . دباشu   با استفاده از  m     تـابع پایـه 
p(x)باشد ی بصورت زیر قابل تقریب م : 

)44      (
)()()()((x)û)(

1
xaxPxxpxu

m

i

T
ii∑

=

==≅ α
 

 ،  x تــــابع دریبــــیتقر مقــــدار û(x)کــــه در آن، 
T

maaaa ],...,,[  P(x)و بـردار  ضـرایب مجهـول     بردار=21
بـه    درجـه دو    و یخط ـ  پایـه  توابع .یه می باشد  شامل توابع پا  

  :عبارتند ازترتیب 
)45( m = 3: PT= [1, x, y], 2D 
)46( m = 6: PT= [1, x, y, x2, xy, y2], 2D 

 ی معمـول بـرا     حـل  یک راه  ،ک شکست   یمکاندر حل مسائل    
 بــه فــرم زیــر ی ااســتفاده از پایــه، تــنش یتکینــغلبــه بــر 

 ] 30و25[:است

)47        ( 
})sin()2/cos(),sin()2/sin(

),2/sin(),2/cos(,,,1{)(

θθθθ

θθ

rr

rryxxPT = 

در . با مرکز نوک تـرک هسـتند       یقطب مختصات   r,θ که در آن  
 ـ    نهیکمرا با    a(x)ضرایب بردار    )42(معادله    ی سازی نـرم وزن

 :بدست می آوریم  به فرم زیرآن

)48                      ( 

])([])([

])()()[()( 2

1

dxPaWdxPa

dxaxPxwxJ

T

II
T

n

I
I

−−

=−=∑
= 

مربوط به  ی پارامتر گره اdIو dT={d1,d2,…,dI} که در آن 
 تابع  wI(x)و W=diag[w1(x),w2(x),…,wn(x)]  و بودهI  گره
 یهاx  تمام ی که برا استیا به گونهI  مربوط به گره یوزن

  برابرگرید یجاهادر  و مثبت یوزن تابع ریتاث هیناحداخل 
 توسط  پیشنهاد شدهی از تابع وزنقیتحق نیادر .صفر است 

 :استفاده شده است] 25[رائو و رحمان











>

≤
+−

+−+

=

+−

+−+−

mII

mII
mI

I

I

ZZ

ZZ
Z
Z

xW

0
)1(1

)1()1(

)(

2/)1(2

2/)1(22/)1(
2

2
2

β

ββ

β

ββ  

)49( 
 پارامتری است که شکل تـابع وزنـی را کنتـرل            βکه در آن    

IIکند و  می xxZ  ZmI و xIتا گـره  x  فاصله هر نقطه =−
نسـبت   J(x) از   یبـا مشـتق گیـر     .باشـد   می Iفاصله تأثیر گره    

 : داریمa(x)به
 A(x)a(x)=C(x)d 

)50( 
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 ١١٣                                .....                                                                                                     غني شده       استفاده از روش 

  

 :که در آن

)51( ∑
=

==
n

i

T
I

T
II WPPxPxpxwxA

1
)()()()(  

)52( WPxpxwxpxwxC T
nn == )]()(),...,()([)( 11  

ــا  ــه  از a(x)بدســت آوردن ب ــذاریجا و )50(معادل  در  آنیگ
 :داریم )44(معادله 

)53                   (
∑
=

==
n

i

T
II

h dxdxxu
1

)()()( φφ

 که در آن

)54                 ()()()(

)}(),...,(),({)(
1

21

xCxAxP

xxxx
T

n
T

−=

= φφφφ

 :ام به صورت زیر استIءلفه  با مویبردار

)55              (
∑
=

−=
m

j
jIjI xCxAxpx

1

1 )]()()[()(φ

 7که نمایانگر تـابع شـکل تقریـب کمتـرین مربعـات متحـرک           
از آنجا که تابع شکل بـدون شـبکه          . باشد ی م Iمربوط به گره    

در مسـائل    رفتـه اسـت،    بسیار وابسته به نوع تابع پایـه بکـار        
 یبرا )47( معادله   همانند یا  شده ی تابع پایه غن   ،شامل ترک 

 . تنش در نوک ترک مورد نیاز استی تکیناعمال
 

 واریاسیون گسسته سازی و فرمول بندی
 مواد همگن -الف

هـای کوچـک در مـواد ایزوتروپیـک و           برای تغییر مکـان   
خطی الاستیک در حالت دو بعدی، معادلـه تعـادل و شـرایط             

 :مرزی به صورت زیر می باشند
)56(  0. =+∇ bσ  

)  طبیعییمرز طیشرا(   tOntn Γ=.σ  

) یاساس یمرز طیشرا (   uOnuu Γ=  
εσکــه در آن  )(xD= بــردار تــنش و D(x) نیــز مــاتریس 

 بـردار تغییـر     u بردار کرنش و     us∇=εخواص ماده بوده و     
utحجمی،   بردار نیروی    bمکان،    بردارهای تغییـر مکـان و       ,

 بردار واحد عمود بر ناحیـه       nکشش سطحی از پیش معین و       
ΩΓΓ ,, tu      بخشهایی از مـرز Γ         هسـتند کـه در آنهـا تغییـر 

 قسـمت   ∇usمکان و کشش سطحی تعیـین شـده اسـت و            
 )56( واریاسیون یا فرم ضعیف معادلـه      .باشد  می ∇uمتقارن  

 :به صورت زیر خواهد بود

)()( k
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k
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)57( 

)(که در آن     k
T xf   عکـس العمـل در گـره         یروهاین بردار k 

  .باشـــد  اپراتـــور واریاســـیون مـــی  δ بـــوده و uΓروی 
 مربــــوط بــــه کمتــــرین مربعــــات متحــــرکتقریــــب 

{ }Txuxuxu )(),()(  در حالت دو بعدی بـه صـورت زیـر           =21
 :است

)58(  ,)( dxu Th φ=  
 که در آن
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 Nاست و    بردار پارامترهای گره ای یا تغییر مکانهای کلی          dو  
بـا اعمـال     .باشـد   می Ωکل تعداد گره های موجود در ناحیه        

 : داریم)57(به معادله گسسته ) 59(و )58( معادلات
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 Kماتریس سختی با مولفه های زیر است :  
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)64( 

 گره هایی است کـه در آنهـا         شکلتوابع    شامل سی ماتر TGو
 تعـداد کـل گـره       Lشرایط مرزی تغییر مکان مشخص است و        

  وباشد  میuΓهای روی ناحیه 
)65                  ({ })(),...,(),(

21 Lkkk
R xfxfxff = 

 : بردار نیروها . استuΓالعمل روی  که بردار نیروهای عکس
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بـرای انتگـرال     . اسـت  uΓبردار تغییر مکان هـای معـین در         
 8یـک شـبکه زمینـه      )66( و )63(یری عددی در معـادلات      گ

تواند مستقل از آرایش گره های بـدون         نیاز است که می    مورد
 .شبکه باشد

 

 FGMمواد  -ب
 وابسـته مکـانی     D(x) ، ماتریس الاستیک     FGMدر مواد   

دو روش .  تـابعی از مکـان مـی باشـند    ν(x) , E(x) زیرا است
 Kاص مواد در مـاتریس      عمده برای اعمال اثرات گرادیان خو     

در روش اول، توابع شکل بدون شـبکه و مقـادیر           . وجود دارد 
توانند مقادیر خـواص مـواد در نقـاط          گره ای خواص مواد می    
در روش دوم مقادیر خواص مـواد در        . گوسی را تخمین بزنند   

تـوان بـه طـور مسـتقیم بـا اسـتفاده از              نقاط گوسـی را مـی     
 :معادلات زیر تخمین زد

)68     (                             )(),(
,)(),(

21

21

xvxxvv
xExxEE

==
==

کافی است مگر    4×6 گوس مربعی به طور کلی یک روش      
 در المانهــایی کــه یــک گرادیــان تــنش زیــاد را احاطــه       

برای . ستفاده نمود  ا 8×8 مربعیتوان از روش     می کنند که می   
 بایستی شـرایط مـرزی اساسـی اعمـال          dبدست آوردن بردار    

 علت عدم ارضای شرط دلتای کرانکر در توابع شـکل           به. شود
بـدون    روشبدون شبکه ، مشکلاتی در اعمال این شـرایط در   

در هـر صـورت روشـهای       . آیـد  بـه وجـود مـی     شبکه گلرکین   
در این مطالعه از    . مختلفی برای اعمال این شرایط وجود دارد      

 .روش ضرایب لاگرانژ استفاده شده است
 

 اصلهج حینتا مسائل حل شده و
ته بـا مکـان تغییـر    یس ـکنیم که مـدول الاستی  فرض می

ایـن  . شـود  کند ولی نسبت پواسون ثابت نگـه داشـته مـی           می
فرض، معقول و منطقی است زیرا تغییرات نسبت پواسـون در           

مقـادیر  . ته بسـیار نـاچیز اسـت      یس ـمقایسه بـا مـدول الاستی     
1,4 == λβ   بکه مورد   بدون ش  لیتحل مثالها در    یتمام در

برای انتگرال گیری عـددی از روش       . استفاده قرار گرفته است   
تـابع وزنـی مـورد      .  اسـتفاده شـده اسـت      ×88 یگوس مربع 

شـود کـه مـدول       فرض می  .است )49(مطابق معادله   استفاده  
 :باشد ته رابطه ای به شرح ذیل را دارا مییسالاستی

)69                (wxxExE ≤≤= 1111 0,)exp()( η 
)(,)0(کــــــه در آن      12 EEwEE  ln(E2/E1)η= و ==
دو پارامتر مسـتقل مـاده       η و  E1 ،)69(در معادله   . باشد می

. هستند که تغییرات مدول الاستیسـیته را نشـان مـی دهنـد            
 :مقادیر عددی زیر مورد استفاده قرار گرفته اند

)70( 10,5,2.0,1.0)exp(,1 121 === ηEEE
 

)71( a/w=0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 

 
 . ثابت تحت بارگذاری با لبه I صفحه با ترک لبه ای مد  : 2شکل 

 فـرض کـرنش صـفحه ای        وν=0.3ضریب پواسون برابر        
 با ترک لبـه ای بـه   یاصفحه  .مورد استفاده قرار گرفته است

 و  )2( یها مطابق شـکل   a و طول ترک     w=1 واحد،   L=8طول  
بـه علـت وجـود تقـارن هندسـی و تقـارن             .مفروض است ) 5(

 دهی ـد )4( شـکل بارگذاری فقط نصف صفحه همانطور که در        
مدل . ن تحلیل شده است   یشود به روش بدون المان گلرک      می

 341باشد که تعـداد       گره می  368ن شامل   یبدون المان گلرک  
گره نیز در سـه طـوق حـول نـوک            27گره به طور معمول و      

 .  شده اندترک پخش

 
مورد استفاده برای  مستطیلی ناحیهو   نصف صفحه شکل :  3شکل 

 .تقابلمحاسبه انتگرال 
 

  اسـت  a/w=0.5یک نمونه از اشکال پخش گره ای که در آن           
ک نمای بزرگ شده از پخش گره ها در سه طـوق            یبه همراه   

کـل  .  نشـان داده شـده اسـت       )4(حول نوک ترک در شـکل       
 بـا گـره     یلیمسـتط المان   10×30فاده از    صفحه  با است    هیناح

 تقسیم بندی شده است بدون شبکه گره  341هایی منطبق بر  
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که فقط برای انتگرال گیری عددی مورد استفاده قرار خواهـد      
 مطـابق   زی ـ ن )b=0.1واحد   (b × 2bناحیه ای به اندازه     . گرفت
 اسـتفاده  مورد   M~)2,1(تقابل برای محاسبه انتگرال     )3( شکل

یب اضـر ر  یمقاد )3 (تا) 1( ول شماره ادر جد . قرار گرفته است  
 بعد شده    یب

a
KI

πσ 0

و
a

K

t

I

πσ
و

a
K

b

I

πσ
ای  بـر  بی ـترتبـه   

، تـنش    (fixed grip)ثابـت با لبه بارگذاری  مختلف یحالتها
 :ها در آنشده است کهارائه   و تنش خطیثابت

)72             (1,1,
)1( 02

0
10 ===

−
= btv

E σσεεσ 

 به دست آمـده بـا نتـایج تحلیـل ارائـه شـده توسـط                 جینتا و
ــان و وو ــاران  و ]35[ اردوگـ ــن و همکـ ــیم و] 36[ چـ  کـ

 .مقایسه شده است] 18[وپائولینو
 
 

 

 
 بکاررفته ی و غنی سازی گره ا یک نمونه از اشکال پخش  : 4شکل 

  .در نوک ترک
 
 نتیجه گیری  

 برای محاسـبه    FGM در مواد    I مدمساله دو بعدی    چند  
ضرایب شدت تنش با استفاده از روش انتگـرال تقابـل حـل             

مقایسه بین نتایج حاصل و نتـایج ارائـه شـده در            . شده است 
 دقت خوب و همگرایی قابل قبولی را نشان         ،تحقیقات مشابه 

 از لحاظ انعطاف پـذیری      روش بدون شبکه گلرکین    .دهد  می

 حل از روش اجزاء محدود قـوی تـر مـی باشـد ولـی                و دقت 
از محاسـن دیگـر ایـن روش      . اسـت سرعت حل آن پایین تر      

عدم نیاز به مـش بنـدی مـی باشـد و در نـواحی کـه دقـت                   
، می توان به راحتی تعـداد گـره هـا را     استبیشتری مد نظر    

 اجـزاء    روش سـه بـا   ی در مقا   همچنین ایـن روش    ؛زیادتر کرد 
ری نسـبت بـه تعـداد گـره هـا بـر             از حساسیت کمت  محدود  
همانطور که گفته شد، گرادیانها در ایـن روش         . استخوردار  

ش با گسترش دادن رو    .از دقت بیشتری برخوردار می باشند     
 گلرکین و افزایش سرعت آن میتوان ایـن روش          بدون شبکه 
 و  جایگزین بسیار خوبی برای روش المان محدود      را به عنوان    

ود، علـی الخصـوص در مـورد        روش المان مـرزی مطـرح نم ـ      
مدلسازی رشد ترک شبه استاتیکی و دینامیکی در دو یا سه           

 .بعد
 

 
 

 و ثابتتنش   تحت بارگذاریI صفحه با ترک لبه ای مد  : 5شکل 
 .تنش خطی

 
 . ثابت با لبه  در حالت بارگذاریI ضرایب شدت تنش نرمال شده برای مد: 1جدول 

method E2/E1 KI/(σ0√πa) 
  a/W = 0.2 a/W = 0.3 a/W = 0.4 a/W = 0.5 a/W = 0.6 

Chen et al [٣۶] 0.1 1.2961 1.4919 1.7962 2.2594 3.0544 
 0.2 1.3145 1.5283 1.8659 2.3877 3.2910 
 5 1.5414 1.9499 2.6238 3.7429 5.7936 
 10 1.6296 2.1206 2.9398 4.3272 6.9171 

Erdogan& Wu [٣۵] 0.1 1.2963 1.5083 1.8246 2.3140 3.1544 
 0.2 1.3058 1.5330 1.8751 2.4031 3.2981 
 5 1.4946 1.9118 2.5730 3.6573 5.5704 
 10 1.5740 2.0723 2.8736 4.2140 6.6319 

Proposed Method 0.1 1.2960 1.4837 1.7820 2.2321 3.0044 
 0.2 1.3189 1.5260 1.8613 2.3800 3.2875 
 5 1.5648 1.9690 2.6492 3.7857 5.9052 
 10 1.6574 2.1448 2.9729 4.3838 7.0597 
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 .ثابتدر حالت بارگذاری تنش I ضرایب شدت تنش نرمال شده برای مد:  2جدول 
method E2/E1 KI/(σt√πa) 
    a/W = 0.2 a/W = 0.3 a/W = 0.4 a/W = 0.5 a/W = 0.6 

Kim & Paulino [١٨] 0.1 1.2840 1.8460 2.5440 3.4960 4.9620 
 0.2 1.3900 1.8310 2.4310 3.2920 4.6690 
 5 1.1320 1.3700 1.7490 2.3660 3.4480 
 10 1.0030 1.2280 1.5880 2.1750 3.2120 

Erdogan& Wu [٣۵] 0.1 1.2965 1.8581 2.5699 3.5701 5.1880 
 0.2 1.3956 1.8395 2.4436 3.3266 4.7614 
 5 1.1318 1.3697 1.7483 2.3656 3.4454 
 10 1.0019 1.2291 1.5884 2.1762 3.2124 

Proposed Method 0.1 1.2681 1.8359 2.5304 3.4629 4.8498 
 0.2 1.3785 1.8219 2.4209 3.2700 4.5992 
 5 1.1220 1.3635 1.7407 2.3506 3.4070 
 10 0.9936 1.2203 1.5790 2.1585 3.1702 

 
 .در حالت بارگذاری تنش خطی I تنش نرمال شده برای مدضرایب شدت : 3جدول 

method E2/E1 KI/(σ0√πa) 
   a/W = 0.2 a/W = 0.3 a/W = 0.4 a/W = 0.5 a/W = 0.6 

Kim and Paulino [١٨] 0.1 1.8880 1.8640 1.9430 2.1450 2.5530 
 0.2 1.5880 1.6010 1.7060 1.9250 2.3410 
 5 0.6870 0.7780 0.9240 1.1580 1.5610 
 10 0.5650 0.6590 0.8040 1.0350 1.4290 

Erdogan& Wu[٣۵] 0.1 1.9040 1.8859 1.9778 2.2151 2.7170 
 0.2 1.5952 1.6122 1.7210 1.9534 2.4037 
 5 0.6871 0.7778 0.9236 1.1518 1.5597 
 10 0.5648 0.6588 0.8043 1.0350 1.4286 

Proposed Method 0.1 1.8800 1.8531 1.9256 2.1100 2.4710 
 0.2 1.5844 1.5954 1.6985 1.9108 2.3097 
 5 0.6870 0.7781 0.9242 1.1611 1.5617 
 10 0.5651 0.6591 0.8039 1.0350 1.4292 
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 1 - Element Free Galerkin Method 
2 - Interaction Integral 
3 - Equivalent domain integral technique 
4 - Airy stress function 
5 - Actual state 
6 - Auxiliary state 
7 - Mean least square 
8 - Back ground Mesh 
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