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 یاستوانه اقالب جزء محدود پوسته 
 

  2رضا خواجوی  و1*محمد رضایی پژند
 دانشگاه فردوسی مشهد -دانشکده مهندسی  -گروه عمران استاد 1

 دانشگاه فردوسی مشهد -دانشکده مهندسی  - گروه عمران کارشناسی ارشددانش آموخته 2
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 چکیده
ایـن رفتـار اندرکنشـی، فرآینـد      . سـازد   دیگر وابسته مـی    تند، و به یک     های گوناگون کرنشی آنها را در هم می         ها حالت   تاب و خم پوسته            

سازی آزاد، بایـد آزمـون جـزء تکـین            طههای جزء محدود بر پایه راب       برای برپایی قالب  . ای را تا کنون ناکام گذارده است        های پوسته   ساخت قالب 
های کرنشی  ها و درگیری در این مقاله، رفتار اندرکنشی پوسته.  و نیاز به بازآرایی دارد بودهای ناکار این آزمون برای جزءهای پوسته   . سامان یابد 

. گـذارد  ای پیش رو می    های پوسته   ای ساخت قالب  ها، راهکاری ساده را بر      چنین دیدگاهی از رفتار پوسته    . شوند  با رویکردی ریزبینانه بررسی می    
بایست  این جزء می. شود  سازی ماتریس سختی یک جزء نمونه برپا می         ای با پاره    دهی آزمون جزء تکین، قالب پوسته       نیاز از سامان    بر پایه آن، بی   

سازی با برپـایی قالـب جـزء          های این گونه قالب     گیویژ. های گوناگون نشان داده باشد      در کاربرد، توانمندی خود را در همگراسازی تحلیل سازه        
 .شود ای بررسی می پوسته استوانه

 

  قالب اصـلی -  حالت کرنشی-  تابع پایه- متقارن محوری  پوسته- ای  پوسته استوانه- سازی پاره :های کلیدی واژه
 سختی  ویژه- کرنشنشانگان شیب  -  ماتریس سختی حالت کرنشی-  ماتریس سختی اصلی-  قالب جزء محدود -

 

 مقدمه
نبـوده  ها بر کسی پوشیده        تحلیل پوسته   دشواری 

سـازی آنهـا را بسـیار         ها، رابطـه    هندسه خمیده این سازه   و  
هـای    هـای سـازه     تواناییاز سوی دیگر،    . پیچیده کرده است  

های نهفته    ویژگی. اند  هاست که شناخته شده     ای قرن   پوسته
. دهـد   می   زیادی به آنها     ها، کاربردهای   در خم و تاب پوسته    

ریـزی روش      تنها پس از چند سـال از پایـه         ن جهت یلذا بد 
ای  اجزای محدود، پژوهشگران به الگوسازی جزءهای پوسته     

هـای   ، تـلاش ری ـاخدر چهل سـال    که   یه به طور  وی آورد ر
هـم  ن که یضمن ا .بسیاری برای این کار انجام گرفته است

یاری از دانشمندان و ها زمینه پژوهشی بس اکنون نیز پوسته
ها، پیچیدگی رفتار     در نخستین تلاش  . باشد  دانشجویان می 

ها تحلیلگران را وا داشت تا این ساختارهای خمـدار            پوسته
در ایـن جزءهـا،     . ای بپوشـانند    را با جزءهای تخـت پوسـته      

شود، و جـزء      رفتار غشایی و خمشی جداگانه الگوسازی می      
ــرهم ــر از ب ــی آن دو ب ــی نه ــا م ــردد پ ــه، از . گ ــدین گون ب
ها، که پیامـدی از انـدرکنش         های رفتاری پوسته    پیچیدگی

 .]1[  گرددیماین دو کارکرد است، جلوگیری 
ای تخت آسان      جزءهای پوسته  یساماندههرچند   

هـا چنـدان دلخـواه و     ، کـارآیی آن حـال با ایـن  .  باشدیم
انـد کـه بـرای        های بسیار نشان داده     آزمون. شایسته نیست 

های خوب در تحلیل با چنـین جزءهـایی،           پاسخرسیدن به   

ای   های بسیار ریزی را بر روی سازه پوسـته          بندی  باید شبکه 
های دیگری هـم      ها و نارسایی    این جزءها کاستی  . گسترانید

، لـذا . ]2[کنند  دارند که کاربرد آنها را با دشواری همراه می    
ای   در گام دیگر، دانشمندان به آفـرینش جزءهـای پوسـته          

 آنهـای گونـاگونی بـرای         سـازی    رابطه ه و ر روی آورد  خمدا
ارائـه  ترین آنهـا را بـا نـام           شده  شناختهشنهاد نمودند که    یپ

  .]3[شناسند  می» نقدی«و » کویتر« یعنیکنندگان آن 
ای بسیار ساده از جزءهـای         نمونه ی استوانه ا  جزء 

 از کـاربرد    آنهاسادگی هندسه    هستند که    ای خمدار   پوسته
 روند الگوسـازی     و کاهد  ها نمی   ها در تحلیل سازه   گسترده آن 

آنها بسـیار نزدیـک بـه همـان فرآینـدی اسـت کـه بـرای                 
گیرد، و به هـیچ       جزءهای تنش یا کرنش مستوی انجام می      

 .ای نیاز ندارد سازی پیچیده رابطه
دار   عامـل  یس سـخت  یک ماتر یقالب جزء محدود،    

 ی آن، نمونـه جـزء هـا   یهـا   عامـل یاست که با مقـدارده 
 تـوان در  یها را م ـ عامل. ندی آیگوناگون قالب به دست م

در چنــد ســال  .]4[ نــه کــردی جــزء، بهیجهــت کاراســاز
ای انجـام     های پوسته   هایی برای ساخت قالب     گذشته، تلاش 

ای تخـت     های جزءهای پوسته    ب توان از قال   یکه م پذیرفته  
 ـ   روش در حـال حاضـر   . ن لاش هـا نـام بـرد   یبه عنـوان اول
سازی آزاد و آزمـون جـزء تکـین            که بر رابطه   ساخت قالب، 
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ای خمـدار     های پوسـته     قالب یباشد، در سامانده    استوار می 
هـای زیـادی فـراروی بـه انجـام            دشـواری  نداشته و    یکارآئ

هـا پرداختـه    ، کـه در آینـده بـه آن   آن وجود داردرسیدن 
های این مقالـه بـرای        شود، بررسی   یادآوری می . خواهد شد 

ــته  ــتوانه اپوس ــر   یاس ــرای دیگ ــترش آن ب ــت، و گس  اس
 .دارد یهای بیشتر های پوسته خمدار نیاز به پژوهش گونه

جویی از ماتریس سختی اصلی  در این مقاله، با بهره
. شود  ، قالب آن برپا می    یاستوانه ا ای    یک نمونه جزء پوسته   

این نمونه جزء باید توانایی خود را در همگرا کردن تحلیـل            
ماتریس سختی  .  کاربرد نشان دهد   های درست، در    به پاسخ 

بـا  . ای متقارن محوری قطری نیسـت    اصلی جزءهای پوسته  
هــایی،  شکســتن مــاتریس ســختی اصــلی بــه زیرمــاتریس

هــای کرنشــی مرتبــه بــالا از  هــای همتــای حالــت  بخــش
های   های جسم سخت و حالت      جایی  های همتای جابه    بخش

 دو کرنشی ثابت، و نیز بخش نماینـده انـدرکنش میـان آن       
بـرای سـاخت قالـب تنهـا بایـد زیرمـاتریس            . شود  جدا می 

دار  های کرنشی مرتبـه بـالا عامـل         سختی وابسته به حالت   
 . گردد

 

سازی ماتریس سـختی و سـاخت قالـب           پاره
 اصلی

سازی جزء محدود، تغییرشـکل جـزء از          در رابطه 
یـک پایـه   . آیـد  نهی چند تغییرشکل پایه به دست می        برهم

هـای    دارد، پایه حالت  توجه  ایی درخور   سودمند که کاربرده  
های جسم    جایی   دربرگیرنده جابه  که ]5[ کرنشی جزء است  

های کرنشی مرتبه     های کرنشی ثابت، و حالت      سخت، حالت 
داشـته کـه    هر حالت کرنشی یک تـابع پایـه         . باشد  بالا می 

ــت کرنشــی نشــان    ــزء را در آن حال ــار تغییرشــکل ج رفت
هـای پایـه      نهی تغییرشکل   تغییرشکل جزء از برهم   . دهد  یم

 :]6[ آید های کرنشی به دست می همتای حالت
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 تابع پایه همتـای    Nqi ، و    i حالت کرنشی    qi،   فوق در رابطه 
های آزادی آن      شمار درجه  n تابع تغییرشکل جزء، و      u ،آن
سازی   های پایه یک جزء، از رابطه       برای یافتن تابع  . باشد  می
با به کارگیری   . شود   نشانگان شیب کرنش بهره گرفته می      با

های پایه، ماتریس سختی در دستگاه بردارهای همتای          تابع
از این مـاتریس  . شود ، برپا میKq های کرنشی جزء،  حالت

جویند، که به     سازی ماتریس سختی بهره می      در فرآیند پاره  

 .دی ـ نمایم ـهای جزء محـدود کمـک شـایانی     ساخت قالب 
، از رابطه زیر به دست Bqریس کرنش ـ حالت کرنشی،  مات
 :آید می
)2( qq NB ∆= 

 ماتریس عملگـر    ∆های پایه، و       ماتریس تابع  Nq،  آندر  که  
 لی ـبـه صـورت ذ    گسترش این مـاتریس     . دیفرانسیلی است 

 :خواهد بود
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 qiلـت کرنشـی    ، مـاتریس کـرنش ـ حا   Bqi  زیرمـاتریس و 
تـوان بـه سـادگی         ، مـی   Bqبـا داشـتن مـاتریس       . باشد  می

 : را از رابطه زیر به دست آوردKqماتریس سختی 
)4( dVqqq m

T BDBK
V∫= 

 از  یری ـگ با بهـره    و ]1[ بودهس مواد   ی ، ماتر  Dm،  که در آن  
 ، را   Kتوان ماتریس سختی جـزء،        یک ماتریس نگاشت، می   

ن مــاتریس، نگاشــتی اســت کــه ایــ.  بــه دســت آوردKqاز 
هـای گرهـی جـایگزین     جـایی  های کرنشی را با جابـه    حالت
بـرای سـاخت آن، نخسـت ماتریسـی را بـا نـام              . نمایـد   می

، G جـایی گرهـی،    ماتریس نگاشت حالت کرنشـی ـ جابـه   
چنین ماتریسی بـا جایگـذاری مختصـات        . دهند  سامان می 

 : ، برپا خواهد شدNqهای پایه  گرهی در تابع
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 نمایش بوده و های گرهی     جایی   بردار جابه  D،   فوق در رابطه 
 :باشد  زیر میسیمطابق ماتر آنیافته  گسترش
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 ، نمایشـگر بردارهـای   g1 ، ... ،gn این مـاتریس،   های  ستون 
 در   کـه  هـای کرنشـی هسـتند        گرهی حالت   های  جایی  جابه
ری از جزءها، همان بردارهـای ویـژه مـاتریس سـختی            شما

استوانه ای     پوسته   در جزء   که  باید آگاه بود    و باشند  جزء می 
، مـاتریس    Gوارون  .  باشد ی صادق نم  یمسئله ا  چنین   یا

های کرنشـی اسـت،       های گرهی به حالت     جایی  نگاشت جابه 
 :شود  نشان داده میHکه با 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 
  ٧١٥                                                                            .....                                                                        قالب جزء محدود 
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 ، Kتوان ماتریس سـختی جـزء ،        ا انجام نگاشت زیر، می    بو  
 : به دست آوردKqرا از 

)8( HKHK q
T= 

  

 ای های پوسته های ساخت قالب دشواری
ــرای ســاخت قالــب  تــلاش ــادی ب هــای  هــای زی

هـای    پژوهشـگران تـاکنون قالـب     . گیرد  ای انجام می    پوسته
گوناگون به خـوبی    های    ای تخت را با پیکره      جزءهای پوسته 

  هـای سـه و نیـز چهـارپهلو     ها، قالب نمونه آن. اند برپا کرده
هـای    هـای گرهـی، درجـه       جایی   که افزون بر جابه     باشد یم

هـای    برای ساخت این گونـه قالـب      . آزادی دورانی نیز دارند   
. شـوند   تخت، دو قالب غشایی و خمشی، جداگانه برپـا مـی          

ــنای    ــان روش آش ــن دو، هم ــاخت ای ــد س ــایی فرآین  برپ
های غشایی و خمشی، قالـب        نهی قالب   با برهم . هاست  قالب

ن ی ـز بـودن ا   ی و علـت جـا     آیـد   ای تخت به دست می      پوسته
 که الگوهای غشایی و خمشـی در جزءهـای          روش آن است  

دیگـر پیـدا     هیچ گونه اندرکنشـی بـا یـک        ،ای تخت   پوسته
 کرنشی برای دو     های پایه   به سخن گویاتر، حالت   . کنند  نمی
از هـم   ) برصـفحه (و خمشی   ) در صفحه (وسازی غشایی   الگ

هـای کرنشـی ایـن دو         افزون بر این، حالت   .  باشند ی م جدا
 .الگوسازی اندرکنش کارمایه ندارند

هایی در کـاربرد      ای تخت کاستی    جزءهای پوسته 
های  های خطی، و به ویژه در تحلیل ها در تحلیل آن. دارند
 در آنهـا ه کـارگیری    گاه ب نبوده و   خطی، چندان کارآمد    غیر

آن، از  یـک نمونـه      باشد که    یمتحلیل پوسته بسیار دشوار     
ای از جزءهـای      پوشش پوسته دارای خم دوگانه، بـا شـبکه        

 خطـی بـا تغییـر   غیرهـای   در تحلیـل . ]2 [باشـد  تخت می

در . های بزرگ، ناتوانی این جزءها نمود بیشتری دارد         شکل
تین هـم بـه   بنـدی نخس ـ  ها، چنانچه شبکه   این گونه تحلیل  

ها گاه چنان بزرگ خواهنـد    جایی  خوبی گسترده شود، جابه   
 . گرددیمجزء تخت دچار تابیدگی خواهد بود که 

ای تخـت،     های پوسـته    های جزءها و قالب     کاستی
پژوهشگران را بر آن داشته است تا راهـی بـرای برپاسـازی          

ایـن کـار   . ای خمدار بیندیشـند    های پوسته   های پیکره   قالب
هـا    خمیدگی و تاب هندسه این پیکره     . ان نیست چندان آس 

اکنـون  . کنـد   هـا را ناکـارا مـی        فرآیند آشنای ساخت قالـب    
هایی   اند که برای برپا کردن چنین قالب        دانشمندان پذیرفته 

ای آن را  باید فرآیند پیشین را به کناری نهاد و یا بـه گونـه            
 پـاره   ی در سـامانده   ،بیشترین دشواری کـار   . نمودبازآرایی  

ای کـه     مـاتریس سـختی پایـه     بوده و تاکنون    خست قالب   ن
 ه سـازد  ای را بـرآورد     های ایستایی جزء پوسته     ویژگیبتواند  

روش آشــنای ســاخت قالــب، کــه بــر . پیــدا نشــده اســت
، نیاز بـه برپـایی مـاتریس         باشد یمسازی آزاد استوار      رابطه

این ماتریس نمایشی از فرآیند انباشـت       . انباشتگر نیرو دارد  
 که از یک میدان تـنش        باشد ی م ها  ای در گره    ای لبه نیروه

 آزمـون جـزء   یبـا سـامانده  آن  فرآیند    و آید  ثابت پدید می  
ای  اکنون ساخت قالـب جـزء پوسـته   . پذیرد تکین انجام می  

نخست آن کـه    :  باشد یمواجه م خمدار دو پرسش بنیادین     
میدان تنش ثابت برای پیکره پوسته خمدار چیست؟ و دوم  

ه این میـدان تـنش بـرای همـه سـاختارهای            آن که چگون  
سازد؟   های ایستایی را برقرار می      هندسی یک پیکره، ویژگی   

ای خمـدار بـر       گمان برای ساخت قالب جزءهای پوسـته        بی
. ها پاسخی یافت    سازی آزاد باید برای این پرسش       پایه رابطه 

آزمون جزء تکین، با سـاختار ویـژه خـود، بـرای جزءهـای              
 .و نیاز به بازآرایی داردنبوده پاسخگو خمدار به هیچ روی 

هـا،    هـای کـار بـا پوسـته         یکی دیگـر از دشـواری     
 در   باشـد و   ی م ـ ای آنهـا    اندرکنش پیچیده رفتارهای سـازه    

ها، از اندرکنش میان اثرهای غشایی و خمشی        بیشتر نوشته 
در این جا، این ویژگی، با شناسـایی چگـونگی          . شود  یاد می 

در بیشـتر   .  گـردد  یمررسی  های کرنشی ب    اندرکنش حالت 
هـای    های جسم سخت و حالت      جایی  جزءهای محدود، جابه  
هـای کرنشـی مرتبـه بـالا درگیـری            کرنشی ثابت با حالـت    

 کـه اگـر      باشـد  یجهـت م ـ  از همـین    لـذا   . کارمایه ندارنـد  
های کرنشی آن     ماتریس سختی جزء در دستگاه پایه حالت      

رمایـه را   های درگیـر آن، کـه انـدرکنش کا          برپا شود، درایه  
 صفردهند،     نشان می   های کرنشی   میان این دو دسته حالت    

هـا   های پایـه همتـای آن    تابع،به سخن دیگر. خواهند بود
نمایش ریاضـی ایـن گـزاره       . ]7[ دن باش ی م متعامد کارمایه 

 :زیر استروابط همانند 

 
[ ]

hh

crrcrc

qq

qqqq
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∆
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=

== 

)9( 0==∫ dVqhqrcqrch m
V

T BDBK 
ه ی ـ ، همانند قبـل، اشـاره بـه پا         qس  ینوری، ز روابط فوق در  

، کوتاه  rcس  یرنوین، ز یهمچن.  جزء دارد  ی کرنش یها حالت
س یرنـو یز، زی ـ ، و نc=constant strain و r=rigid bodyشده 

h کوتــاه شــده ،h=higher order در جزءهــای .  باشــدیمــ
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ه، آن گونـه کـه در       ی ـتعامـد کارما  ای خمدار، ویژگی      پوسته
های حـاکم بـر       معادله. آید  پدید نمی ،  آمده است ) 9(رابطه  

دهند کـه      را چنان سامان می    ∆پوسته، عملگر دیفرانسیلی    
ــود) 9(دیگــر رابطــه  ــا نخواهــد ب از ایــن رو، شــماری . برپ

هـای    های درگیر از مـاتریس سـختی در پایـه حالـت             درایه
ایـن نشـانگر آن اسـت کـه         . گردند   می صفر ، نا  Kqکرنشی،  

 ، hهای کرنشی  رکنش با حالت در اندrcهای کرنشی    حالت
با درگیری کارمایه میان ایـن دو دسـته         . انبارند  کارمایه می 

دیگر ناشدنی خواهد  ها از یک حالت کرنشی، جداسازی آن  
سـازی    چنین جداسازی برای ساخت قالب با روش پاره       . بود

 جهـت از آن   هـای کرنشـی       های سـختی حالـت      به ماتریس 
هـای     تنها باید در پـاره     های آزاد    عامل  که  باشد یمضروری  

 .شوند های کرنشی مرتبه بالا گذارده  همتای حالت
هــای ایــن دو دســته بررســی  درگیــری کارمایــه 

همگـرا نشـدن بـه      . کنـد   ویژگی همگرایی را نیز دشوار می     
ای میـان     های کارمایـه    پاسخ درست گاه وابسته به درگیری     

در روش آشـنای برپـایی   .  اسـت h و rcهای کرنشـی    حالت
باشد،  سازی آزاد می های جزء محدود، که بر پایه رابطه       لبقا

در این روش، ساختار قالب به      .  نیست لازمها    تعامد کارمایه 
های درگیـر بـه ویژگـی         شود که کارمایه    ای ریخته می    گونه

ای،  امـا در جزءهـای پوسـته   . رسـانند   همگرایی آسیبی نمی  
ی سازی این ساختار، دست کـم در ایـن زمـان، شـدن              پیاده

و نیــاز بــه بــازآرایی آزمــون جــزء تکــین و فرآینــد نبــوده 
، در برپاسـازی    لـذا . یابی ماتریس انباشتگر نیرو دارد      سامان
های خمـدار نـاگزیر بایـد از ایـن سـاختار              های پوسته   قالب

 .شایسته نگهدار همگرایی چشم پوشید
ای   هـای جزءهـای پوسـته       یکی دیگـر از ویژگـی      

های کرنشـی     ی از حالت  متقارن محوری آن است که شمار     
هـای جسـم سـخت، کارمایـه       جایی  صفر آنها، یا همان جابه    

توان به سـادگی، بـا شناسـایی          این ویژگی را می   . انبارند  می
هـای سـختی چنـین جزءهــایی     مقـدارهای ویـژه مـاتریس   

هـای سـختی مقـدار ویـژه صـفر         این ماتریس . نمودبررسی  
متـر از شـمار   های ویژه تهی آنهـا ک  ندارند، و یا شمار مقدار  

از ایـن رو، شـماری از       . های جسم سـخت اسـت       جایی  جابه
های جسم سخت را بـرای جزءهـای          جایی  پژوهشگران جابه 

هـا را     بهتـر آن اسـت کـه آن        نموده لـذا  ای تعریف ن    پوسته
هـای نـاتهی      سـختی   های کرنشی صفر جـزء بـا ویـژه          حالت
 .دانست

 های  بـــهای ساخت قال توان دشواری اکنون می

ساختار کنونی آزمـون    : دار را چنین برشمرد    ای خم   هپوست
ای خمـدار     جزء تکین برای به کارگیری در جزءهای پوسته       

بر این پایـه، قالـب ایـن        .  و نیاز به بازآرایی دارد     بودهناتوان  
از سـوی   . توان با روش کنونی برپا نمود       گونه جزءها را نمی   

هـای کرنشـی      های جسم سـخت و حالـت        جایی  جابهدیگر،  
های کرنشی مرتبـه بـالا درگیـری          با حالت این جزءها   ابت  ث

این درگیری و انـدرکنش، در نبـود سـاختار          . کارمایه دارند 
سـازی آزاد، بـه همگرایـی آسـیب           ماتریس سـختی رابطـه    

دارسازی را که تنها     همچنین، فرآیند عامل  . خواهد رسانید 
های کرنشی مرتبه بالا انجام       های همتای حالت    برای سختی 

 .گذارد گیرد، ناکام می می
 

 راهکار ساخت قالب پوسته 
های جزء محـدود، چهـار        بنیانگذاران دانش قالب   

گردی را   داری، و همسان   ویژگی همگرایی، پایداری، عامل   
ایی و پایـداری    های همگر   ویژگی. ]8[ اند  برای آنها برشمرده  

 آزمون جـزء تکـین و سـاختار ویـژه مـاتریس             یبا سامانده 
داری بـا وارد     چنـین، عامـل    هـم . سختی برپا خواهد شـد    

های آزاد در ماتریس سختی مرتبه بالا به انجام           کردن عامل 
سـازی نیـز بـه آسـانی          ها در روش پاره     این ویژگی . رسد  می

جـزء  در این روش، مـاتریس سـختی یـک          . شوند  پیاده می 
هـای کرنشـی آن       هـای سـختی حالـت       نمونه را به ماتریس   

هـای کرنشـی      هـای همتـای حالـت       آن گاه پاره  . شکنند  می
دار کـردن چنـان      عامـل . سـازند   دار می  مرتبه بالا را عامل   

روشن . گرد هندسی باشد   پذیرد که قالب همسان     انجام می 
است، برای آن که بایسته همگرایی برقرار گردد، جزء نمونه          

تین باید آزمون وصله یا جزء تکین را به درستی پاسخ           نخس
گوید، و یا در تحلیل، توانایی خود را در همگرایی به پاسـخ             

در فراگیـری قالـب بـه دسـت آمـده از            . درست نشان دهد  
. سـئوال دارد سازی ماتریس سختی نمونه، جای   فرآیند پاره 

سازی جزء نمونـه نخسـتین فراگیرتـر باشـد،             رابطه قدرهر  
با این رو، باید به یاد      .  ساخته شده نیز برتر خواهد بود      قالب

ا نیـز همیشـه قالـب       ه قالبشیوه نخست ساخت    داشت که   
 ها در این زمینه هـم  دهد، و پژوهش فراگیر را به دست نمی  

 .چنان ادامه دارد
 پوسـته    پیش از پرداختن به فرآیند ساخت قالب      

زی آزاد  سـا   ، شایسته است چند مفهوم از رابطـه       یاستوانه ا 
ای از مـاتریس      سـازی، گونـه ویـژه       این رابطه . یادآوری شود 

یافتـه شناسـایی      سختی را با نام ماتریس سختی گسـترش       
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این همان ماتریس سختی اسـت کـه در پایـه           . ]7[ کند  می
این ماتریس هر چنـد     . شود  های کرنشی جزء برپا می      حالت

خت سازی آزاد و سـا      کاربرد تحلیلی ندارد، در فرآیند رابطه     
مـاتریس سـختی    . آیـد   های جزء محدود بـه کـار مـی          قالب

هـای جسـم      جـایی   توان بـر پایـه جابـه        یافته را می    گسترش
های کرنشی     ، و حالت   rcهای کرنشی ثابت،      سخت و حالت  

 :دنموبندی  بخشل یروابط ذ ، همانند hمرتبه بالا، 

)10( 
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ــوق در  ــط ف ــاتریز Kqrc ،رواب ــختیرم ــه  یس س ــوط ب   مرب
  Kqh، و  جسم سخت و کرنش ثابتییجاه ب  جایها حالت

 مرتبه بالا   ی کرنش یها  مربوط به حالت   یس سخت یرماتریز
هـای سـختی      زیرماتریسی است که درایه    Kqrch . باشند یم

سـازی آزاد، سـاختار       رابطه. دهد  درگیر را در خود جای می     
زیر را برای ماتریس سختی پیشـنهاد       رابطه  ای همانند     ویژه
 را بر زیرماتریس سختی درگیر بار       شرطیکند، که هیچ      می
 :]7[ دینما نمی

)12( hqh
T
h

T
m

V
1 HKHLDLK += 

رو اسـت، کـه از آزمـون        ی ـنباشتگر ن س ا ی ماتر L،  آندر  که  
مـاتریس    ، Hhن،  یهمچن ـ. [7]د  ی آ ین به دست م   یجزء تک 

 مرتبـه   های کرنشـی    های گرهی به حالت     جایی  نگاشت جابه 
یافتـه    همتای گسـترش  .  باشد ی م Ghس  یوارون ماتر  بالا، و 

 :زیر استروابط  برابر )12( رابطه ماتریس سختی

)13( 
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 از آزمـون جـزء تکـین بـه          L ، و    Kqrc   ، Prc،  که در آن هـا    
یافتـه بـرای      ماتریس سختی گسـترش    Kqrc. آیند  دست می 

بوده های کرنشی ثابت      های جسم سخت و حالت      جایی  جابه
 :آید  نیز از رابطه زیر به دست میPrc ماتریس و
)15( qrcmrc BDLP = 

برای برپاسـازی قالـب جـزء محـدود         قاله،  در این م  
سـازی بهـره      شـده پـاره      از روش بازسازی   یاستوانه ا پوسته  

جـویی از رابطـه       سازی با بهره    این گونه پاره  . شود  گرفته می 
در این روش یک جزء نمونه بـه کـار          . پذیرد  انجام می ) 10(

 آزمـون وصـله یـا    ،ای از آن جا که برای جزء پوسته    . رود  می
نجام ناشدنی است، ویژگـی همگرایـی بایـد در          جزء تکین ا  

اسـتوانه  ای  باید آگاه بود، جـزء پوسـته     . کاربرد بررسی شود  
، تحلیـل بـا روش جـزء محـدود را همگـرا              به کار رفتـه    یا

سازی، بـا     توان آنها را در فرآیند قالب       از این رو، می   . کند  می
از آن جا که آزمون جزء تکین بـرای         . آسودگی به کار بست   

نبوده    در دستPrc و Lهای  ها کاربرد ندارد، ماتریس   پوسته
  های درگیـر مـاتریس سـختی گسـترش          توان درایه    نمی لذا

) 13( را هماننـد رابطـه       Kqrchیافته، یا همـان زیرمـاتریس       
سازی  سازی کنونی، که از رابطه اما در روش پاره   . سامان داد 

جویــد، ایــن  شــده بهــره مــی یــک جــزء شایســته شــناخته
از آن جا که جـزء      . شود  ریس خود به خود پدیدار می     زیرمات

سازد، ایـن زیرمـاتریس،        همگرایی را برقرار می    شرطنمونه،  
دار نشـود، بـه همگرایـی آسـیب نخواهـد            چه عامل  چنان

ــر آشــفتگی  عامــلرا یــز. رســانید  دار کــردن آن، افــزون ب
همگرایی، گاه بـه پیـدایش مقـدارهای ویـژه منفـی بـرای              

این پدیـده، بـه ویـژه       . خواهد انجامید ماتریس سختی جزء    
 . شوندانتخابهای آزاد بزرگ  دهد که عامل هنگامی رخ می

، دیگر، زیرمـاتریس سـختی مرتبـه بـالا        از سوی   
Kqh   این . شود  های کرنشی مرتبه بالا برپا می       ، بر پایه حالت

، هرچنـد در     همگرایی جایگاهی نـدارد    اصلزیرماتریس در   
هـای     درایـه  از این رو،   . باشد یمآهنگ همگرایی تأثیرگذار    

. دار شوند های گوناگون بپذیرند، و عامل توانند اندازه   آن می 
هـای    های عددی درایه    سازی با جایگزینی ضریب    دار عامل

س ـسپ ـ. رسـد   ام مـی  ـزیرماتریس سختی مرتبه بالا به انج     
. های آزاد را به دسـت آورد  می توان مقدارهای بهینه عامل    

هـای آزاد، بـرای      یابی عامـل   بهینهلب و   در ادامه، ساخت قا   
 .  گرددیارائه مای،  پوسته استوانه

 
 
 
 
 
 

 

 .ای  جزء پوسته استوانه:1شکل 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 
 ۱۳۸۷آذرماه , ۶شماره , ۴۲دوره , يه دانشکده فني   نشر                                                                                                  ٧١٨      

 
 

 ی پوسته استوانه ا قالب
در این بخش، فرآیند برپایی قالـب جـزء پوسـته           

، بررسـی   یای، با چهـار درجـه آزاد         استوانه یمتقارن محور 
 آن  ،گردد  سی می های این جزء برر     نخست، ویژگی . شود  می

 یــهای کرنش   سازی و حالت    جویی از روش پاره     گاه، با بهره  
 در شـده و دار  جزء، ماتریس سـختی اصـلی برپـا، و عامـل          

 .شـود   سـازی مـی     ای بهینـه    پایان، قالب جزء پوسته استوانه    
ای، دو گـره و چهـار         جزء پوسته متقـارن محـوری اسـتوانه       

 هـر گـره،     جـایی و یـک دوران در        درجه آزادی، یـک جابـه     
از این رو، چهـار حالـت کرنشـی را          . دارد) 1(همانند شکل   

هـای کرنشـی، بـا شـیب          ایـن حالـت   . کنـد   الگوسازی مـی  
 :شوند های زیر نشان داده می کرنش

)16( 
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xx

x
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κ
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θ
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=
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4
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2
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جـایی، دوران،     ها، به ترتیب، جابـه      این شیب کرنش  
ء برآورد  انحنای ثابت، و انحنای خطی را در نقطه میانی جز         

جویی از نشـانگان شـیب        چنانچه این جزء با بهره    . کنند  می
هـای   های پایه حالـت  سازی شود، ماتریس تابع    کرنش رابطه 

 :]5[ آیند کرنشی آن همانند زیر به دست می
)17( 
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62
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32 xxxqN 
 دو گـره،    x با جایگذاری مختصه     Gاکنون، ماتریس نگاشت    

2/-L 2 و/Lهــا ســاخته   پایــه و مشــتق آنهــای  ، در تــابع
 :شود می
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 :چنین، وارون این ماتریس چنین خواهد بود هم

)19( 



























−

−

−−−

−

=

2323

621612

1
0

1
0

4

1

2

3

4

1

2

3
82

1

82

1

LLLL

LL

LL

LL

H 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 .ای های کرنشی جزء پوسته استوانه  حالت:2شکل 
 

هـای     بردارهای پایـه حالـت     Gهای ماتریس     ستون
های  حالت) 2(شکل . ی هستندا کرنشی جزء پوسته استوانه

ایـن بردارهـا، ویژگـی      . دهـد   کرنشی این جزء را نشان مـی      
هـای    از این رو، حالت   .  سازند یآورده نم تعامد کارمایه را بر     

هــای جســم ســخت و  جــایی کرنشــی مرتبــه بــالا بــا جابــه
  کـه  باید آگاه بـود   . های کرنشی ثابت اندرکنش دارند      حالت

رهـای ویـژه آن قطـری       ماتریس سختی جـزء در پایـه بردا       
ژه ی ـل مقدار و  یژه، که با انجام تحل    ی و یاین بردارها . شود  می

 : باشندیر میمطابق روابط ز ند،ی آیبه دست م

)20( 

  

 

 

 

}1{:4
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 وابسته به شعاع اسـتوانه،      β و   αهای    ، ضریب روابط فوق در  
R  ،و درازای جزء ، Lهـای   نمـایش ایـن حالـت   . باشند  ، می

 .ارائه شده است) 3( کارمایه در شکل متعامد
برپـا  را  ای    قالـب پوسـته اسـتوانه      تـوان    یحال م 

بـرای ایـن کـار، نخسـت، مـاتریس کـرنش ـ حالـت         . نمود
ای،   در ایـن جـزء پوسـته      . آیـد   ، به دسـت مـی     Bqکرنشی،  
 :]1[ شوند زیر شناسایی میروابط ها همانند  کرنش

 

 
 
 
 
 

 
 

جزء پوسته   ویژههای   نمایش بردارها و تابع:3شکل 
 .ای استوانه
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 :زیر خواهد شدرابطه  برابر Bqپس، ماتریس 
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 بـه   ری ـمطابق رابطـه ز    Bq،  )17( از رابطه    Nqبا جایگذاری   
 :دست خواهد آمد
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، مـاتریس سـختی اصـلی      )4(طـه   جویی از راب    اینک، با بهره  
 :شود زیر برپا میروابط همانند 
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 ، 4×2 ، درایـــه Kqrchتنهـــا درایـــه ناصـــفر زیرمـــاتریس 

برابر
2

5 

R

LEh

 240

 π   دهنـده درگیـری کارمایـه         است، که نمایش

میان دوران جسم سخت و تنها حالت کرنشی مرتبه بـالای         
این پوسته، 

oxxκ شـود   دار   این درایه نباید عامل   . باشد  ، می .
  تنهــا یــک درایــه برابــرKqhاز ســوی دیگــر، زیرمــاتریس 

72
 

 8064

 3 3 

2

7 LE

R

LEh hππ
 تـوان آن را عامـل        دارد، که می   +

. رود  به کـار مـی  β2 و   β1برای این کار، دو عامل . نموددار 
مطـابق  ای    وانهای اسـت    بدین روی، قالب اصلی جـزء پوسـته       

 : گرددیم شناسایی لیروابط ذ
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گیـری    توان با بهره    میز  ینای را     ای استوانه   قالب جزء پوسته  
 : برپا کردHاز ماتریس نگاشت 

)26( HKHK q
T=)  ,  ( 21 ββ 

های آزاد نبایـد چنـان باشـند کـه            ، عامل  شود یمیادآوری  
 .دینمایژه منفی پیدا ماتریس سختی، مقدار و

  جزء یشنهادیپقالب   یی درست آزما  یبرا،  اکنون
ــتوانه پوســته ــازیاز روش به، ای ای اس ــه س ــی دگردین  یس
 درسـت انباشـته در      ی خمش ـ کارمایه. ]8[ شود  می استفاده

ر ی ـبه صورت رابطه ز    ، با صفر انگاشتن ضریب پوآسون     ،جزء
 : باشدیم
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 این جزء برابر    یجای   تابع درست جابه   ،دیگر یاز سو 
 :باشد  می،زیررابطه  همانند ، تیلوریا چندجمله
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62

3
xx

2
xex

xκxκxθww 
 ،شـود    بر جزء وارد نمی    یاز آن جا که هیچ بار گسترده میان       

بردار .  باشند یم یناته تنها چهار جمله نخست دنباله تیلور     
 : باشدیر میرابطه ز  کرنش درست این جزء برابریها تابع
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ــذار ــه یاز جایگ ــابع ،)27(در رابطــه ) 29( رابط  ت
 بـه   )30(مطـابق رابطـه      درسـت    ی خمش ـ یکارمایه کرنش ـ 

 :آید دست می
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معادلـه   ،کنـد    که قالب در جزء انباشت می      یکارمایه کرنش 
 :زیر خواهد بودرابطه 
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 با کارمایه درسـت از  ،از سنجش کارمایه قالب در این رابطه  
 لی ـمطابق رابطه ذ   آزاد   یها   اندازه بهینه عامل   ،)30(رابطه  

 :شود پیدا می
)32( 

72
1

8064
1

21 == β,β 
 گونـه    همان ،)26(ها در قالب       این اندازه  یجایگذار

 جـزء پوسـته    ینا آش ـ ی ماتریس سـخت    رفت، یکه انتظار م  
 یهـا    کـه در بیشـتر کتـاب       ،دهد  ای را به دست می      استوانه

در کاربرد نشان   ، و کارآیی خود را       محدود آمده  ینگره اجزا 
 .داده است
سـازی، کارمایـه      توان در ایـن فرآینـد بهینـه         می 

تـابع درسـت کارمایـه برشـی     .  برشی را نیز گنجاند    یکرنش
 :باشد زیر میرابطه ای برابر  ای استوانه جزء پوسته

)33( )
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(
4 RhfEhLU s

exV π= 
 یهـا    کارمایـه  ینه ـ   جـزء بـا بـرهم      یکارمایه کرنش 

مطابقـه رابطـه     ،)33(و  ) 30 (یها   از رابطه  ی و برش  یخمش
 :دی آیبه دست م) 34(
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با کارمایه درست از ) 31(از سنجش کارمایه قالب در رابطه 
زیـر  مقدار   آزاد برابر    یها  اندازه بهینه عامل   ،ری اخ این رابطه 
 :خواهد بود

)35( 
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L
hfβ,β s 

در .  پوسته دانستیتوان ضریب کلفت را می ) h / L( اندازه 
 پاره دوم ، 05/0   کمتر ازی نازک با ضریب کلفتیها پوسته

ان بـه   تـو   ی و م ـ  ،بسیار کوچک خواهد بـود     2β عامل آزاد 
 . نمود یپوش  از آن چشمیسادگ

 

 گیری نتیجه
دار بـا   ای خـم  برپاسازی قالـب جزءهـای پوسـته       

سـازی    سازی، که بر رابطه     جویی از راهکار آشنای قالب      بهره
نیـاز بـه بـازآرایی      بـوده و    ناشـدنی    یامرآزاد استوار است،    

آزمون جزء تکین دارد، کـه تـاکنون انجـام نشـده اسـت و               
ناشـناس بـودن میـدان      . انـد   ا دشوار یافته  پژوهشگران آن ر  
هـای ایسـتایی را بـرآورد، انـدرکنش           شرطکرنش ثابت که    

هـای    هـای کرنشـی جـزء و درگیـری کارمایـه            میان حالـت  
جایی و    های جابه   ها، و انباشت کارمایه در حالت      همتای آن 

های پیش روی پژوهشگران      دوران جسم سخت، از دشواری    
در ایـن   . دار هسـتند    خـم  ای  هـای پوسـته     در ساخت قالب  
، از مـاتریس  یاستوانه اکردن قالب پوسته  مقاله، برای برپا

پس از  . شده است سختی اصلی یک جزء نمونه بهره گرفته        
سامان دادن این ماتریس، تنها زیرماتریس سختی همتـای         

با پرهیـز از    . شود  دار می  های کرنشی مرتبه بالا عامل      حالت
هـای    جـایی   گیر میـان جابـه    دار کردن زیرماتریس در    عامل

هـای    هـای کرنشـی ثابـت بـا حالـت           جسم سخت و حالـت    
 همگرایی قالب نخواهـد     شرطکرنشی مرتبه بالا، آسیبی به      

، از  یشـنهاد ی قالـب پ   یی درست آزمـا   یان، برا ی در پا  .رسید
 شـده   اسـتفاده  یسی دگرد ینه ساز یروش شناخته شده به   

 .است
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 ب استفاده در متنی به ترتیسی انگلیواژه ها

1 - Individual Element Test 
2 - Morphing 
3 - Template 
4 - Lumping Matrix 
5 - Principal Stiffness Matrix 
6 - Energy Orthogonal 
7 - Strain Gradient Notation 
8 - Rotational Invariant 
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