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با  کیسکوالاستیالات ویدر س يمواز يدوبعد يها انیجر يداریناپا یبررس
  یفیشبه ط يها استفاده از روش

  

  2*یوان صادقیو ک 1يد خبازینو
  دانشگاه تهران -  يفن يس دانشکده هايپرد - ک يمکان يارشد مهندس يدانش آموخته کارشناس۱

  دانشگاه تهران -  يفن يس دانشکده هايپرد - ک يمکان يار دانشکده مهندسيدانش۲
  )۵/۲/۸۸ بيخ تصويتار, ۲۵/۸/۸۷ت اصلاح شده يافت روايخ دريتار,  ۵/۷/۸۵افت يخ دريتار(

  دهیچک
مورد بحث و  يطور نظره ب يمواز يها انيآنها در جر يکيناميدروديه يداريبر ناپا يوتنير نيالات غيک سين مقاله اثر خواص الاستيدر ا     
در ال مورد نظر يس يعنوان معادله اساسه ب ۲ال مرتبه يسمدل به نام  يمعروف کيسکوالاستيون منظور از مدل يا يابر. قرار گرفته است يبررس

   گرفتهکار ه باشند ب يم يته ثابتيسکوزيو يک که دارايسکوالاستيالات وين مدل در مورد آن دسته از سيا. محاسبات استفاده شده است
را بر  يوتنيال نيک سيک يطور مجزا و خالص اثر خواص الاسته بتوان بکه سازد تا  يامکان را فراهم من ين مدل خاص ايجه ايدر نت. شود يم
ال ين سيا يسامرفلد برا - از معادله اور  يافته ايم ين منظور فرم تعميا يبرا. ن نمودييتب يمواز يها انيآن در جر ينولدز بحرانيعدد ر يرو

 يعدد يها از روشکه  مين معادله مجبور شدياحل  يبران معادله، يا يظاهر يدگيچيبا توجه به پ .دست آمده ب يمواز يها انيخاص در جر
در هم ال يک سياثر خواص الاست يبررس ياز کد مزبور برا. نوشته شد يفيبر اساس روش ط يک کد عددين منظور يا يکه برام يينمااستفاده 

ک يته يسيان خاص، الاستين دو جرياز آن است که در ا يدست آمده حاکه ج بينتا. يدگردوس استفاده يان بلازيجرهم در و  ييزويان پويجر
 ينولدز بحرانيشود که عدد ر يم ينيش بيال پيک سيک در يت الاستيش خاصيگر، با افزايعبارت ده ب. دار کننده استيناپا ينقش يال دارايس

  . ابديکاهش ان يآن در هر دو جر
  

الات یس ـ ،یکینامیدرودیه يداریناپا ،ینولدز بحرانیعدد ر ،کیعدد الاست ،وسیان بلازیجر ،2 ال مرتبهیس :واژه هاي کلیدي
  یوتنیر نیغ

  

  مقدمه
 ـرا يده ايپد يکيناميدروديه يداريناپا  اني ـجرج در ي

هـا   انياز جر ياريقت، بسيدر حق. رود يالات به شمار ميس
گـر  يد ياني ـت داده و به جرير ماهييتغ يط خاصيتحت شرا

ان ي ـبـه جر مـي تـوان   عنوان مثـال  ه ب که. شوند يم ليتبد
افتـه  ير قابل تراکم و توسـعه  يان آرام، دائم، غيجر( ييزواپو

از آن  يحاک يمشاهدات تجرب. ]١[ اشاره نمود) ک لولهيدر 
نولـدز  يکه عدد ر يهنگام يوتنيالات نياست که در مورد س

ان ي ـجر مـي رسـد   ٢٣٠٠بـه مقـدار   ان خـاص  ين جريدر ا
ل يدرهـم تبـد  حالت از حالت آرام به ناگهان شده و  داريناپا
 يهـا  ها و مذاب در محلول يدارين نوع ناپايا. ]١[شود  يم
مشـاهده  ز يهستند ن يوتنير نياز نوع غ يالاتيکه س يمريپل

افت  ،انيکه در اثر درهم شدن جر نيبا توجه به ا. مي گردد
ن ي ـات يتوان به اهم يم نيبنابرارود  يشدت بالا مه فشار ب
 يعنوان مثـال ه ب. برد يپ ان در لوله هايجردر  يدارينوع ناپا

 ـيتوان به جر ين رابطه ميگر در ايد ن دو اسـتوانه  يان آرام ب
کـه  ( يط خاص ـيتحـت شـرا   .دوار و هم مرکـز اشـاره نمـود   

 ـ يان آرام در فضايجر) نولدز دارديبه عدد ر يبستگ ن دو يب

ان آرام ي ـجر خارج شده و بـه  يمماساستوانه از حالت صرفاٌ 
 يشعاع يها مؤلفهشامل  يمماس مؤلفهکه علاوه بر  يگريد

ش يبـا افـزا  . ]١[ شـود  يل م ـيباشد تبـد  يز مين يو محور
آرام  يان مزبــور از فازهــايــ، جريشــتر در ســرعت دورانــيب
از عدد  يمقدار خاص يت به ازايعبور نموده و در نها يگريد
بـا   .گـردد  يل م ـيان درهم تبديلور به جرينولدز و عدد تير

ــه اهم ــتوجــه ب ــدازه گيــن جريــت اي ــان خــاص در ان  يري
 يداري ـناپاده ي ـپدکـه وقـوع    ني ـته و با توجه بـه ا يسکوزيو

گشـتاور   يري ـدر انـدازه گ  يقابل ملاحظـه ا  يموجب خطا
در  يداري ـناپااز ن نوع يت ايتوان به اهم يگردد م يمقاوم م

   .برد يپ ياستوانه ا يسکومترهايو
 يداري ـکه در مورد آنهـا ناپا  يتنويالات نيبر خلاف س

ــولاٌ  ــط در رمعم ــدزهايفق ــاهده   ينول ــالا مش ــب ــ يم  دوش
ن ي ـا کيسکوالاستيوالات يمورد سدر  ")ينرسيا يداريناپا("
شـود   يز مشاهده ميار کم نيبس ينولدزهايدر ر يده حتيپد
موسـوم  " کيالاسـت  يداريناپا"که به  يدارين نوع ناپايا. ]٢[

ر اکسـتروژن  ي ـنظ يصـنعت  يدهان ـياز فرآ يارياست در بس ـ
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ــذابها ــريپل يم ــرا يم ــتول يب ــد ورق و ي ــولي ــا ا مفت  يه
 يده اي ـقت وقـوع پد يدر حق. ]٢[شود  يده ميد يکيپلاست
ان ي ـجر يداريناپا معمولاٌ به "يپوست کوسه ا"به نام  خاص

آن نسـبت داده   يا در دهانه خروجيمذاب در داخل قالب و 
ده ي ـن پدي ـاثـر وقـوع ا  که در  نيبا توجه به ا. ]٢[ شود يم

چون پوست کوسه زبـر   هم يديمحصول تول يسطح خارج
  .شود يمزاحم محسوب م يده ايگردد فلذا پد يم

فوق الذکر لازم اسـت درک و   يده هايکنترل پد يبرا
 ني ـاز ا. ده ها وجود داشته باشـد ين پدياز ا ياخت درستنش

 يکيناميدرودي ـه يداريست که مبحث ناپايتعجب ن يرو جا
و  يار مهـم در مجـامع علم ـ  يبس ـ يل بـه مبحث ـ ياٌ تبدعيسر

بـا  . شده است )مريبه خصوص در صنعت پل(جهان  يصنعت
الات يدر مـورد س ـ  يقات تجربيانجام تحق يتوجه به دشوار

 ـ ين زمي ـدر اانجام شـده  قات ي، اغلب تحقيوتنير نيغ ه نـه ب
بـوده   يعدد يها يه سازيو با استفاده از شب يصورت نظر
ز ي ـن يت چنـدان ي ـه در اغلب موارد بـا موفق سفانأاست که مت

 يبـرا  يعنوان مثال، تا به امـروز راه ـ ه ب. همراه نبوده است
 ـ  " يپوست کوسه ا"ده يکنترل پد ا ي ـو  يبه جـز کـاهش دب

که هـر دو بـه    دا نشده استيسترودر پککاهش فشار رانش ا
  . باشد يممحصول د يکاهش حجم تول يمعنا

 يداري ـده ناپايپد يکه ما را در بررس ين عامليتر مهم
کـه   ن اسـت ي ـسـازد ا  يدچار مشکل م يوتنير نيالات غيس

وجـود   يوتني ـر ني ـغالات يس ـ يبـرا  يواحـد  يمعادله اساس
، يو کـاربرد  ياز مسـائل واقع ـ  ياريدر ضمن در بس ـ. ندارد

 يهـا  يه سازيده است که شبيچيپ يقدره ان بيهندسه جر
ل يتبـد  دست آمده از آنهـا ه ج بير نتاير و تفسيو تعب يعدد

شـگفتي   يرو جـا  ني ـاز ا. گـردد  يم ـ يار دشواريبه امر بس
انجـام شـده در    يو عـدد  يقـات نظـر  يکه اغلب تحق ندارد

ر ي ـالات غيس يکيناميدروديه يداريدر رابطه با ناپا ،گذشته
هـم در   سـاده آن  ياختصـاص بـه معـادلات اساس ـ    ،يوتنين

 اي ـو  ان کوئـت ي ـچون جر با هندسه ساده هم ييهان ايجر
ــجر ــو اني ــد  ييازوپ ــته باش ــدر ا. ]١٢-٣[ داش ــروژه ي ن پ
 يساده ا يدر نظر است با استفاده از معادله اساس يقاتيتحق

 ـک ياثر خواص الاست ٢ال مرتبه يسبه نام مدل  ال يک س ـي
 ـ يبـر عـدد ر   يوتنير نيغ  يهـا  اني ـآن در جر ينولـدز بحران

قـرار   يمـورد بررس ـ  يعـدد  يها با استفاده از روش يمواز
الات يچـون س ـ  هم ٢ال مرتبه يکه س نيبه ا با توجه. رديگ
 ـاسـت فلـذا ا   يته ثابتيسکوزيو يدارا يوتنين ن ي ـن مـدل ا ي

ک ي ـک يبتوان اثر خواص الاست کهسازد  يامکان را فراهم م

 يهـا  اني ـآن در جر يداري ـبـر ناپا  يف ـيطور  که ال را بيس
ن ي ـق در نظـر اسـت از ا  ي ـن تحقيدر ا. نمود يمختلف بررس

ان يــو جر ييپــوازوان يــجر يداريــپانا يبررســ يمــدل بــرا
ان ي ـجر يداريکه ناپا نيبا توجه به ا. وس استفاده شوديبلاز
ن اواخـر انجـام شـده اسـت     ي ـدر ا ٢الات مرتبه يس ييپوازو

ان خاص ين جريتوان از اطلاعات موجود در ا يفلذا م ]١٣[
ن ي ـنوشـته شـده در ا   يکـد عـدد   يچک کردن درست يبرا

ت يدر نها. نموداستفاده ) است يفيطشبه از نوع که (پروژه 
ال بـر  يک س ـي ـک ياثر خواص الاست يبررس ين کد براياز ا
لازم . وس استفاده خواهـد شـد  يان بلازيجرآن در  يداريناپا
ه ي ـوس در واقـع لا ي ـان بلازي ـذکر است که منظـور از جر ه ب

ک صـفحه  ي ـ ير قابـل تـراکم در بـالا   يغ و آرام، دائم يمرز
کـه در معـرض    مـي باشـد   يهمه متنايتخت ساکن از نوع ن

 تـا آن . )١شـکل  ( کنواخت قرار گرفته استي يانيوزش جر
در تا بـه امـروز   ن مقاله اطلاع دارند يسندگان ايکه نو ييجا

ــناپاخصــوص  ــتيو تالايســ يداري ــک در جريسکوالاس ان ي
   .استوس انجام نشده يبلاز

  

  معادلات حاكم
 يداري ـمربـوط بـه ناپا   يهـا  لي ـنقطه شـروع در تحل 

 يک استفاده از معادلات حرکت کوش ـيسکوالاستيت والايس
با صرف نظـر کـردن از اثـرات    . باشد يم يوستگيپو معادله 

ان ي ـو جرر قابـل تـراکم   يال غين فرض که سيز با ايو نثقل 
 يان دوبعـد ي ـجر براست معادلات حاکم زوترم ياز نوع از ين

  :]١٤[ شوند ير نوشته ميصورت زه ب يالين سيچن

)۱ (           xyxxu u u p( u v )
t x y x x y

∂τ∂τ∂ ∂ ∂ ∂
ρ + + =− + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

)۲ (         yx yyv v v p( u v )
t x y y x y

∂τ ∂τ∂ ∂ ∂ ∂
ρ + + = − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

)۳                                     (           u v 0
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂  
تنسور  يها مؤلفهمربوط نمودن  يبرا ۲و  ۱در معادلات  

دان سرعت يبه م) شود يمتقارن فرض م يکه تنسور(تنش 
بـا توجـه بـه    . ال معلـوم باشـد  يس يلازم است معادله اساس

تجزيـه و   يسـادگ  ي، بـرا يقاتين پروژه تحقيا يفيت کيماه
ال يچ سيه يداريکه تا به امروز ناپا نيو با توجه به ا تحليل

وس انجــام نشــده اســت يــان بلازيــدر جر يکيسکوالاســتيو
از مـدل   ijτ تنسور تنش يمعرف يبراکه  م گرفته شديتصم

آن ر يدر فرم ز ۲مرتبه مدل  به نام يمعروف کيکوالاستسيو
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   :]۱۴[استفاده شود   )استوسوم م زيکه به مدل والترز ن(

)٤              (              ij 0 ij 0 ij2 d 2k (d )
t

∆τ = µ −
∆

  

  :]١٤[ ميدر رابطه فوق دار
k i

ik ik im mk
m m

v vD(d ) (d ) d d
t Dt x x

∂ ∂∆
= − −

∆ ∂ ∂
  

)٥(  
همـان   D/Dtر شکل و ييخ تغتنسور نر ijdدر روابط فوق 
ــاد ــتق م ــه د. اســت يمش ب يضــر 0µ بيضــر ،٤ر معادل

ال يسـته س ـ يالاستب يضر 0kب يضرو ) يبرش(ته يسکوزيو
، يشگاهيج آزمايذکر است که بر اساس نتاه لازم ب. باشد يم
0µ 0وk در . ]١٤[ باشـند  يمثبـت م ـ  ييها تيهر دو کم

شـود در   يمشـاهده م ـ  ٤طور کـه در معادلـه    همانضمن، 
مـدل   قـرار داده شـود  برابر بـا صـفر    0kبيضر که يصورت
ــ ــه يسـ  ــ ٢ال مرتبـ ــدل سـ ــه مـ ــال نيبـ ــد يوتنيـ   ل يتبـ

 ـ يجا لازم م ـ نيدر ا. گردد يم اشـاره   ن نکتـه ي ـم بـه ا يدان
ک ي ـاز مـدل رئولوژ  ]١٣[از مقـالات   يدر برخ ـم کـه  يينما
کـه  استفاده شده اسـت  " ٢ال درجه يس"به نام مدل  يگريد

در الواقـع   يف ـ "٢ال مرتبـه  يس ـ"تنها اختلاف آن بـا مـدل   
 ـ  باشد يم 0kعلامت   "٢ال مرتبـه  يس ـ"کـه در   ينحـو ه ب
 0kمقـدار   "٢درجـه  ال يس ـ"بـت اسـت و در   مث 0kمقدار 

 يال جملگ ـيکه خـواص س ـ  نيبا توجه به ا. مي باشد يمنف
ج ينتـا ت کـه  ي ـن واقعي ـز بـا توجـه بـه ا   ي ـو ن هستندمثبت 

 يها ها و مذاب دست آمده در مورد محلوله ب يشگاهيآزما
 ک دريت الاستياز مثبت بودن خاص يحاک يجملگ يمريپل
 توان ادعـا نمـود کـه    ين ميبنابراباشند  يم يتالايس نيچن
بوده و  يفاقد ارزش مهندس" ۲ال درجه يس"ج حاصل از ينتا

لـذا   .]١٣[ گردد يمحسوب م ياضير يکنجکاو يصرفاٌ نوع
 0kمقـدار   ،يشـگاه يج آزمايدر تطابق با نتا ،قين تحقيدر ا

  .شود يمثبت در نظر گرفته م
ه ال، لازم است بيس يمعادله اساس تخابانپس از 

 يها لي، پروفيداريل ناپايتحلهر عنوان گام نخست در 
محاسبه  0kر مختلف يمقاد يبه ازاه يان پايسرعت جر

و  يتوسط صادقراٌ يکه اخ يتخوشبختانه در مقالا. گردند
منتشر  ]١٢[گران يو د يصادقتوسط ز يو ن ،]١٥[ يفيشر
ان يدر جر ۲الات مرتبه يسرعت س يها ليپروف ندا يدهگرد
ه ب. محاسبه شده اندقبلاٌ  ييزواان پويوس و هم در جريبلاز

مربوط به سرعت  يها ليروفپ )٢(در شکل   عنوان مثال،
عدد از  يصورت تابعه وس بيان بلازيدر جر ٢الات مرتبه يس

) ف خواهد شديتعر يزوده که ب( K بدون بعد کيالاست
طور  ذکر است که همانه لازم ب. ]١٥[ اندداده شده  نشان

ه ب يبرا داده شدح يمبسوط توض طوره ب ]١٥[که در مرجع 
 يه هايلا ياز تئور ،سرعت يها لين پروفيدست آوردن ا

  . است گرديدهاستفاده  يو از روش حل تشابه يمرز
x

y

u(x,y)

δ(x)

Ο

  
  .کيوس بطور شماتيان بلازيجر :۱شکل 

f '

η

0 0.25 0.5 0.75 1
0

2
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16
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20

K = 0
K = 0.3
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وس بر يان بلازيه درجريان پايسرعت جر يها ليپروف :٢شکل 

  ].١٥[ک بدون بعد يحسب عدد الاست
  

ه، در يان پايسرعت در جر يها ليمعلوم شدن پروف اب
ن يو دلخواه به ا يدو بعد ياغتشاشلازم است مرحله بعد 

علت انتخاب اغتشاش دو  . ل گردديه تحميپاسرعت دان يم
 هين بوده است که بر طبق قضيق در اين تحقيدر ا يبعد

تر از  مراتب خطرناکه ن نوع اغتشاش بيا] ۱[رياسکوا
با . باشد يان ميدار نمودن جريدر ناپا ياغتشاشات سه بعد

دان فشار يدان سرعت و ميم به ياعمال اغتشاش دو بعد
  :ميداره يپا
)۶                     (u(x, y, t) V(y) u (x, y, t)′= +  
 )۷                               (v(x, y, t) v (x, y, t)′= 
)۸              (      0p(x, y, t) p (x) p (x, y, t)′= +  

0pه و يدان سرعت پايم V(y)در روابط فوق  (x) 
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وس برابر با صفر يان بلازيکه در جر(است  هيپادان فشار يم
دان يمدان سرعت و ين ميدر مرحله بعد لازم است ا .)است

) ۳تا  ۱ معادلات(ر دائم يحاکم از نوع غ لاتفشار در معاد
 يجا ۴از معادله قبلاٌ تنسور تنش  يها مؤلفهکه در آنها 

حاکم ل يفرانسيدد تا معادلات نن شده اند قرار داده شويگز
ات يعمل تعدادیپس از انجام . نديدست آه بر اغتشاش ب

ق حل ي، تفرن دو معادلهين ايکه شامل حذف فشار ب ياضير
 يبرا( استآن  يساز يخطت يدر نهاو  ن معادلاتيا ه ازيپا

افته معادله يم يفرم تعم) رجوع شود ]۱۶[ات به مرجع يجزئ
دست ه ب ۲الات مرتبه يس يبرار يصورت زه سامرفلد ب -روا
 :]۱۶[ ديآ يم

2 2 2

2 2 2 4

[1 i K.Re(V c)](D ) f
i .Re[(V c)(D ) (D V K.D V)]f

− α − − α =

α − − α − +
  

)۹(  
. است d/dyمشتق  عاملهمان  Dن معادله منظور از يدر ا

برابر با صفر  Kک يعدد الاست ۹ر معادله اگر ددر ضمن، 
 معادله"ل به يمزبور تبد معادلهمطابق انتظار قرار داده شود 

. گردد يم يوتنيالات نيس يبرا "کيسامرفلد کلاس –ار 
نولدز و عدد يعدد ر ۹در معادله ذکر است که ه لازم ب
 :شوند يف مير تعريصورت زه ک بيالاست

cRe U L= ρ µ                                         )۱۰(  
2

0K k L= ρ                                         )۱۱   (  
ان يان است که در جريطول مشخصه جر Lدر روابط فوق 

و (H)ن دو صفحه يبرابر با نصف فاصله ب يدوبعد ييزواپو
)*ييجاه ب وس برابر با ضخامت جايان بلازيدر جر )δ  در

دست ه ب درذکر است که ه بلازم . شود ينظر گرفته م
ان يبتوان تابع جرکه  گردیدهفرض  ۹ه لآوردن معاد

) اغتشاش )′ψ  صورت ه بنرمال  ياز مدها يبيترکرا
  :]۱,۲[ ر نوشتيه زيال فورانتگر

0

(x, y, t) f (y)exp[i (x c t)] d
∞

′ψ = α − α∫      

          )۱۲(  
و مثبت  يقيحقعددی عدد موج است که  αن رابطه يدر ا

با معلوم . شود يداده م يعنوان وروده و ب گردیدهفرض 
حل  αز انتخاب طول موج يه و نيل سرعت پايبودن پروف

 گردد يمژه ياز نوع مقدار و يل به مسئله ايتبد ۹معادله 
  سرعت موجالواقع همان  يفژه ير ويکه در آن مقاد

 c صورته مختلط ب يتواند عدد يکه م باشند يم 
r ic c ic=    ۱۲بر طبق معادله  که نيبا توجه به ا. دنباش +

ل ين دليبه هم(شود  يدر ترم زمان ضرب م c سرعت موج
ل يتحل"اصطلاحاٌ  يخط يداريل ناپاين نوع خاص از تحليا

مثبت باشد cياگر بخش موهوم فلذا) نام دارد" يزمان
در  .گردد يدار ميان ناپايو جر کردهاغتشاش در زمان رشد 

لازم . شود يح داده ميتوض ۹حل معادله قسمت بعد روش 
 ۹حل معادله  يلازم برا يط مرزيشراذکر است که ه ب

   ييزواان پويدر جر. دنان داريبه هندسه جر يبستگ
برابر با صفر واره يدهر دو سرعت در  ياغتشاش يها مؤلفه

  :شوند يدر نظر گرفته م
f ( 1) f ( 1) 0; f ( 1) f ( 1) 0′ ′− = − = + = + =      )۱۳(  

سرعت در  ياغتشاش يها فهمؤلوس يان بلازير جرد
ار يگر، در فواصل بسيعبارت ده ب(ت ينها يز در بيواره و نيد

  :شوند يبرابر با صفر در نظر گرفته م) دور از صفحه
f (0) f (0) 0; f ( ) f ( ) 0′ ′= = +∞ = +∞ =       )۱۴(  

      

  حل يروش عدد
ط يبا توجه به شرا( ۹حل معادله  ين مقاله برايدر ا

 ياز روش عدد) ۱۴ و ۱۳ت ارائه شده در معادلا يمرز
 ييار بالاياز دقت بس يداريدر حل مسائل ناپاکه  يفيط

دامنه ن منظور، يا يبرا. گردد يبرخوردار است استفاده م
ر در نظر يز يبيتقر يصورت سره ان اغتشاش بيتابع جر
  :شود يگرفته م

n n n
n 0

f (y) f (y) a (y)
∞

=

≈ = ξ∑                        )۱۵(  

nن رابطه يدر ا (x)ξ باشند که  يم) يتوابع سع(ه يتوابع پا
عمل وجود  يآزاد ياديتا حد ز هخوشبختاندر انتخاب آنها 

  ساخت توابع مزبور از چند  يق براين تحقيدر ا. دارد
  :ر استفاده خواهد شديصورت زه شف بيچب يهاای جمله 

)y(T
2n

n)y(T
2n

)1n(2)y(T)y( 3n1n1nn ++− +
+

+
+−=ξ  

          )۱۶(  
nT ق،در معادله فو (y) شف يچب يچند جمله ها  

yباشند که در بازه  يم [1, 1]∈   ف ير تعريصورت زه ب −
 .شوند يم

)]y(cosncos[)y(T 1
n

−=                                 )۱۷(  
بدان اشاره شده است  ]۱۶[طور که در مرجع  همان

 ۱۷و  ۱۶که توسط معادلات  يا هيکه از توابع پا يدر صورت
 نيدر ا گردداستفاده  ييزويان پويشوند در جر يم يمعرف

طور ه ب) ۱۳معادله بر طبق ( مسئله يط مرزيصورت شرا
ن توابع يم از اياما اگر بخواه. ارضاء خواهند شد خود به خود
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 ٣٥                          .....                                                                                                     يان هايجر يداريناپا يبررس        

  
  

با استفاده م لازم است يوس استفاده کنيان بلازيدر مورد جر
yاز را  يمحاسبات يفضا ،ريل زياز تبد [1, 1]∈ به  −

max[0, ]η∈ η ميينمال يتبد.  

)1y(
2
max +

η
=η                                         )۱۸(  

طول بدون  maxηذکر است که در رابطه فوق ه م بلاز
با  .است يکيزير فاز نظ "تينها يب"ف است که معر يبعد

در معادله  ۱۵شنهاد شده توسط معادله يپ يقرار دادن سر
حل مزبور  يدر حالت کلکه ت يواقع نيبا توجه به ا و ۹

 يباق گردد فلذا ينممحسوب ن معادله يا يبرا يقيحل دق
که  نيا يبرا. خواهد ماند يجابر  يعيطور طبه ب يمانده ا

ابد لازم يکاهش  جا که ممکن است مانده تا آن ين باقيا
طور مناسب انتخاب ه ب ۱۵معادله در  naبياست ضرا

 وجود دارد يمختلف يها روش آنانتخاب  يگردد که برا
ده ين اياز اب ين ضرايانتخاب ا يبرا قين تحقيادر . ]۱۷[

 يدر نقاط خاصد يبامانده مزبور  يباق شود که يماستفاده 
. برابر با صفر گردد قاٌيدق ]۱۷[باتو لو –به نام نقاط گوس 

 :شود يف مير تعريصورت زه نقاط مزبور ب

jy cos( j N) ; j 0,1, 2,..., N= π =        )۱۹(  
دا يپ يمانده در نقاط مزبور، برا يصفر قرار دادن باقبا 
صورت ه ب يخط يمعادله جبر Nلازم است  naکردن 

   :دندحل گرر يز

∑
=

=α
N

1n
nmn 0aRe),,c,k(b                           )۲۰(  

 يسيباشد که ماتر يب ميس ضرايماتر mnbن معادلهيدر ا
Nمرتبه  ازشکل  يمربع N×که  ييجا ز آنا. ستا

که  نيا يفلذا براباشند  يم يمعادلات مزبور همگن و خط
نان ياست که دترملازم باشند جواب  يامعادلات دارن يا

 ،جهيدر نت. گرددبرابر با صفر  mnbب يس ضرايماتر
رد که يگ ين صورت انجام ميبد cژه ير ويمقاد يجستجو

,Kر معلوم يمقاد يبه ازا Re,α يقيبخش حقست ا يکاف 
قرار داده نان برابر با صفر ين دترميا يبخش موهوم به همراه

 ۹ژه معادله ير ويمقاد يدست آوردن تمامه ب پس از. دنشو
 يداريناپا يمنحنساده ن روش يبا استفاده از اتوان  يم

  .دست آورده بک يبر حسب عدد الاسترا  يخنث
   

  دست آمده و تحليل آنهاه نتايج ب 
ــار   ــر ک ــام ه ــل از انج ــودلازم  يقب ــد  عمل ب ــرد ک ک

با توجه . شودکنترل ق ين تحقينوشته شده در ا يوتريپکام
ان ي ـک در جريسکوالاسـت يالات ويس ـ يداري ـکـه ناپا  نيبه ا

م يقرار نگرفته اسـت فلـذا تصـم    يوس قبلاٌ مورد بررسيبلاز
ن منظـور  ي ـا يبـرا  يوتني ـر موجـود ن يگرفته شد که از مقاد

نولـدز  يعدد ر کد مزبوربا استفاده از در عمل، . استفاده شود
در هم و  ييزواان پويدر جرهم  يوتنيالات نيس يبرا يبحران
م در يدان يطور که م همان. ديوس محاسبه گرديان بلازيجر

نولــدز يعــدد ر ييزواان پــوي ـدر جر يوتنيــالات نيمـورد س ــ
س برابـر بـا   يوي ـان بلازي ـو در جر ٢٠/٥٧٧٢برابر با  يبحران
 ن پـروژه در ينوشته شده در ا يفيکد ط]. ١[است  ٠٦/٥١٩
را به  ينولدز بحرانيوس عدد ريان بلازيو جر ييزواان پويجر
سازد که بـا   يحاصل م ٦٦/٥١٨و  ٨٤/٥٧٧٢ب برابر با يترت
. می باشـد ک يار نزديج منتشر شده در مراجع مزبور بسينتا

 ـدسـت آوردن ا ه ب يذکر است که براه لازم ب ر از ين مقـاد ي
ت استفاده شـده اس ـ ) ١٥معادله ( يفيط يصد جمله در سر

  .دنگرد Nمستقل از  ،جيتا نتا
در  يوتريکـد کـامپ   يينان از کارآيپس از حصول اطم

م گرفتـه شـد   ي، در مرحلـه بعـد تصـم   يوتنيالات نيمورد س
مورد ارزیابی قرار ز ين ٢الات مرتبه يآن در مورد س ييکارآ

راٌ چاپ شده اسـت  يکه اخ يخوشبختانه، در مقاله ا. گیرد
 يمنحن" يکاتير"با استفاده از روش ] ١٢[گران يو د يصادق
را  ٢الات مرتبـه  يس ـ ينولدز بحرانيو عدد ر يخنث يداريناپا

ک مختلف ياعداد الاست يبه ازا يدو بعد ييزويان پويدر جر
 يخنث ـ يداريناپا يها يمنحن )٣(شکل . دست آورده انده ب

کـه بــا   يدو بعـد  ييزواان پـو ي ـرا در جر ٢الات مرتبـه  يس ـ
 ـي ـن تحقينوشته شده در ا يفيستفاده از کد طا دسـت  ه ق ب

نولـدز  يز عـدد ر ين )١(در جدول . دهد يآمده است نشان م
ک ياز عدد الاست يصورت تابعه ب يو عدد موج بحران يبحران

  . ارائه شده اند
  

در  ينولدز و عدد موج بحرانيک بر عدد رياثر عدد الاست :۱جدول 
  .۲مرتبه الات يس يدو بعد ييزواان پويجر

 

K crRe crα 

0.00000 5772.84 1.0990 
0.00001 5638.32 1.0240 
0.00010 4697.78 1.0750 
0.00100 2214.69 1.3685 

  

 )۳(ز در شکل يو ن )١(ر ارائه شده در جدول يمقاد
  دست ه ب يفيق با استفاده از روش طيتحقن يکه در ا(

و با استفاده از ] ١٢[که در مرجع  يريبا مقاد) اند آمده
  .باشند يم يکيدست آمده اند عملاٌ ه ب يکاتيروش ر
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ان يدر جر يخنث يداريناپا يهايک بر منحنياثر عدد الاست :۳شکل 

  .)يصفحه ا ييزويان پويجر( يدوبعد ييزويپو
  

در  يوتريرد کد کامپکنان از عمليپس از حصول اطم
ک از نوع يسکوالاستيالات ويو س يوتنيالات نيس خصوص
 يدست آوردن منحنه ب ي، از کد مزبور برا٢مرتبه 

وس يان بلازيدر جر ٢الات مرتبه يس يخنث يداريناپا
 يدست آمده در مورد منحنه ج بينتا )٤(شکل . استفاده شد

دد ر عييرات آن با تغييتغ يو چگونگ يخنث يداريناپا
ز اثر عدد ين )٥(در شکل . دهد يک را نشان ميالاست
. نشان داده شده است ينولدز بحرانيعدد ر يک بر رويالاست
 گردد يمشاهده م )٥(و  )٤( يها طور که در شکل همان
نولدز يال عدد ريک سيسته در يت الاستيش خاصيبا افزا
ان يچون جر گر، هميعبارت ده ب. ابدي يآن کاهش م يبحران

 يال دارايک سيسته يز الاستيوس نيان بلازي، در جرييوزاپو
  .دار کننده استيناپا ياثر

  

  
در  يخنث يداريناپا يهايک بر منحنياثر عدد الاست :۴شکل 

  .وسيان بلازيجر
  

Re

K
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بر حسب اثر عدد  ينولدز بحرانير عدد رييتغ يچگونگ :۵شکل 

  .وسيان بلازيک در جريالاست
  

نولدز يبر عدد ر Kک يستاثر عدد الا )٢(در جدول 
صورت ه وس بيان بلازيدر جر يو عدد موج بحران يبحران
ن جدول يطور که در ا همان. نشان داده شده است يکم

 يها ک، طول موجيش عدد الاستيشود با افزا يمشاهده م
ذکر ه لازم ب. رنديگ يقرار م يداريدر معرض ناپا يتر بزرگ

ان يجر يداريناپا ياسبات مربوط به بررساست که در مح
ج مستقل از يکه نتا نيا يبرا ۲الات مرتبه يوس سيبلاز
maxη م يد در عمل مجبور شدنگردmaxη  را در محدوده
انتخاب ) Kک يبسته به مقدار عدد الاست( ٦٠تا  ٣٠

 يوتنيالات نياست که در مورد س يحالن در يو ا نمائیم
 .می باشد يکاملاٌ کاف ٥برابر با  maxηمقدار 

 
 ينولدز و عدد موج بحرانيک بر عدد رياثر عدد الاست :۲جدول 

  .وسيان بلازيدر جر ۲الات مرتبه يس
 

K crRe crα 

0.0 518.66 0.304 
0.1 453.70 0.312 
0.2 403.00 0.320 
0.3 362.60 0.328 
0.4 329.90 0.335 
0.5 303.10 0.342 
0.6 280.80 0.348 
0.7 261.90 0.355 

  
  نتيجه گيري كلي

ق ي ـن تحقي ـدست آمـده از ا ه ب يعددج يبر اساس نتا
چـون   ز هـم ي ـنوس يان بلازيشود که در جر يم ينيش بيپ

ک يخواص الاست يال دارايسکه  يدر صورت ييزواان پويجر

Re

α
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 ٣٧                          .....                                                                                                     يان هايجر يداريناپا يبررس        

  
  

 ينولـدزها يان درهـم در ر ي ـان آرام به جريباشد گذر از جر
   .رديصورت پذ يکمتر

  

  ر و تشکريتقد
انجام ايـن پـروژه در قالـب طـرح تحقيقـاتي مصـوب       
   شوراي پژوهشي دانشگاه تهران صورت گرفته است كه بدين

كـه توسـط ايـن     يامکانـات وسيله نگارنـدگان ايـن مقالـه از    
ــكر    دا ــت تش ــده اس ــرار داده ش ــان ق ــار آن   نشــگاه در اختي

از داننـد   يلازم م ـسـندگان مقالـه   يدر ضمن نو .مي نمايند
نقطه نظرات سازنده خود در ارائه داوران محترم مقاله که با 

مانه ينـد صـم  ه افـا نمـود  يرا ا يقش مهم ـن آن يفيک يارتقا
 .نديتشکر نما
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