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  هاي پيزوالكتريكهاي چندلايه كامپوزيتي با لايهورق تحليل استاتيكي 
 

  ٢ * مسعود طهاني و ١ علي ناصريان
  دانشگاه فردوسي مشهد - دانشكده مهندسي  - دانشجوي دكتري گروه مكانيك ١

  دانشگاه فردوسي مشهد - دانشكده مهندسي  - گروه مكانيك يار انشد٢
 )١٦/٥/٨٨ ، تاريخ تصويب٣١/٤/٨٨ شده ايت اصلاحيافت رو، تاريخ در ۵/۶/۸۷ تاريخ دريافت(

  چکيده
به . است شدههاي پيزوالكتريك بررسی هاي چندلايه كامپوزيتي شامل لايهخمش ورق موضوعلوي براي  تحليلیدر اين پژوهش روش           

گاه ساده و دو آنها مقيد به تکيهشكل را كه دو لبه موازي مستطيلي  دار پادمتقارنهيو زاو هاي تركيبي متعامدتوان چندلايهكمك اين روش مي
ها استخراج و بر حسب  معادلات تعادل بر اساس تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول ورق. کردتحليل دارند دلخواه لبه ديگر آنها شرايط مرزي 

مختلف با بارگذاري الكترومكانيكي ارايه و  موضوعراي چند نتايج عددي ب. اندشدهبندي هاي پيزوالكتريك دستهنوع كلاس كريستالوگرافي لايه
توانايی روش لوي در  علاوه بر اين،. ت مقايسه شده استدر صورت امكان با نتايج حاصل از روش ناوير و نيز نتايج ثبت شده در ساير مقالا

امکان  ،شود که در روش حل لویمشاهده می. رفته استهای پيزوالكتريك مورد بحث قرار گهاي كامپوزيتي با لايهتحليل  استاتيکی چندلايه
  .ميسر نيست کزوالکترييپهای نهمزمان همه نيروها و مما در نظر گرفتن

  

  های ترکيبیچندلايه ،کامپوزيتیهاي ورق ،روش لوی ،تحليلی حل :هاي کليدي واژه
 

  دمه مق
مختلفي براي  توسط محققان) Levy(روش لوي         

هاي چندلايه تحليل رفتار استاتيکی و ديناميکی ورق
 ]۲۳ -۱[مراجع (كامپوزيتي مورد استفاده قرار گرفته است 

 کارگيری تئوریه با ب] Reddy ]۱ و Khdeir ).را ببينيد
  ۲های متعامدخمش چندلايه ۱کل برشی مرتبة اولش تغيير

گاه ساده را تحليل متقارن با دو لبه موازي مقيد به تکيه
آزاد  های کمانش و ارتعاش] Khdeir ]۲و Reddy  .کردند
را به کمک حل لوی و نيز روش های متعامد چندلايه
شکل  ، تغيير۳های کلاسيکمحدود، در قالب تئوري اجزای

بررسی  ۴مشکل برشی مرتبة سو برشی مرتبة اول و تغيير
وی و تئوري با استفاده از روش ل] Khdeir ]۳. کردند

های آزاد و کمانش چند لايه های کلاسيک، خمش، ارتعاش
و  Bose. را تحليل کرد ۵دار پادمتقارنمستطيلی زاويه

Reddy ]۴،۵ [آزاد چندلايه های رفتار استاتيکی و ارتعاش-
های تحليلی را بر اساس روش های کامپوزيتی متعامد

ه محدود، با ب و لوی و همچنين مدل اجزای ۶ناوير
های کلاسيک، تغييرشکل برشی مرتبة اول کارگيری تئوري

. شکل برشی مرتبة سوم مورد مطالعه قرار دادند و تغيير
Khdeir  وReddy ]۶ [های های طبيعی چندلايهفرکانس

به کمک روش لوی و  دار پادمتقارن رامتعامد و زاويه
. شکل برشی مرتبه دوم استخراج کردند تئوری تغيير

Palardy  وPalazotto ]۷ [شکل  بر اساس تئوری تغيير

های متعامد را مقدار ويژه چندلايه مسئله ،برشی مرتبة اول
های پايه و آنها حل خود را برای فرکانس. کردندحل 

دمان با چي ۷اپوكسي/های گرافيتبارهای کمانش ورق
های اجباری  ارتعاش] Khdeir ]۸. متقارن ارايه کردند

دار پادمتقارن را با استفاده از های مستطيلی زاويهلايهچند
روش لوی و تئوری تغييرشکل برشی مرتبة دوم را مورد 

و   Nosierو] ۱۷ -۹[و همکارانش Khdeir. مطالعه قرار داد
Reddy ]۱۸ [شکل  به کمک روش لوی و تئوری تغيير

آزاد  های ستاتيکی و ارتعاشبرشی مرتبة سوم رفتار ا
 Kapuria. را بررسی کردند های کامپوزيتی متعامدچندلايه

های با لايه هاي متعامدهيچندلاخمش ] ۱۹[و همکارانش 
گر پيزوالکتريک که حداقل دو لبه موازي مقيد به عمل
تغيير شکل  کارگيري تئوريه ا برا ب داشتندگاه ساده تکيه

آنها برای حل . تحليل کردند و روش لوي برشي مرتبه اول
از الگوريتم عددی  ،معادلات ديفرانسيل حاکم بر تعادل

QR روابط حاکم براي  به تازگیهمچنين  .استفاده کردند
-ن با لايهدار پادمتقاريههاي زاوهيچندلا استاتيکیتحليل 

برشي در قالب تئوري تغيير  کيزوالکتريپگر هاي عمل
] Khdeir ]۲۰و  Aldraihemتوسط  شکل برشي مرتبه اول
آنها معادلات حاصله را به کمک روش . استخراج شده است

  .حل کردند فضاي حالت و رهيافت لوي
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 ٥٦٧                                                                           .....                                                            های تحليل استاتيکی ورق     

  
 

تا كنون  توان گفت،با بررسی مقالات منتشر شده می        
هاي كار جامعي كه دربرگيرنده فرمولاسيون كامل و جنبه

با خواص  هاي تركيبي پيزوالكتريكمختلف تحليل چندلايه
در تحقيق حاضر . باشد، منتشر نشده است ۸ارتوتروپيك
هاي تركيبي سط روش حل لوي براي چندلايهضمن ب

در تحليل اين  روشاین هاي پيزوالكتريك، محدوديت
نتايج عددي  ،علاوه بر اين. شود می ها بررسيدسته از سازه

با نتايج حاصل از روش حل  ،دست آمده از اين روشه ب
بعدي  بنا شده بر تئوري الاستيسيته سه و روش ناوير

  .شودمقايسه مي
  

  اج روابطاستخر
-معادلات حاكم بر تعادل براي ورق ،در اين بخش        
هايی كه چندلايه(تركيبي پيزوالكتريك چندلايه  های
تواند داراي هاي آنها میلايه همهيا و  هااز لايه برخي

با دو چيدمان متعامد و ) خواص پيزوالكتريك باشند
. يردگاستخراج و مورد بحث قرار ميدار پادمتقارن  هيزاو

-هيبرای چندلامورد استفاده هندسه و دستگاه مختصات 
 )۱(در شكل دار پادمتقارن هيبی متعامد و زاويهای ترک

   .نمايش داده شده است

  

  
  

مورد بررسی و سيستم محورهای  هایلايههندسه چند: ۱شکل 
  دمان متعامد و يچ) الف؛ مختصات

  .دار پادمتقارنهيدمان زاويچ) ب
  

  جايي و شرايط مرزي مكانيكي هميدان جاب
 ،بر اسـاس تئـوري تغييـر شـكل برشـي مرتبـه اول              
نظـر   دربه شكل زير  جايي مكانيكي را هميدان جابتوان  مي

  : گرفت

0
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u x y z u x y z x y
v x y z v x y z x y

ψ
φ
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0( , , ) ( , )w x y z w x y=                                                  
)١(  
، xجايی در جهات  ههای جاب به ترتيب مؤلفه wو  u ، v که

y  وz 0 نيهمچن .هستندu،0v،0w،ψ وφ هاي  جايي هجاب
ه ناميده شده و توابع مجهولي هستند که بايد عموميت يافت

هاي هيچندلاروش حل لوي قابليت تحليل  .دست آينده ب
که دو لبه موازي آنها  ددار پادمتقارني را دارزاويه اي متعامد

داراي هر يک از گاه ساده و دو لبه ديگر آنها مقيد به تکيه
ط يدو نوع شرا. شرايط مرزي ساده، گيردار و يا آزاد باشد

 ؛ن پژوهش مورد استفاده قرار گرفته استيمرزی ساده در ا
دمان يهای با چبه ورقکه  ۱نوع  ساده ط مرزیيشرا

0yهای در لبهشده و متعامد اعمال  yو = b= صورت به 
0 0 0y yu w N Mψ= = = = ط يشراشود و ف میيتعر =

ر دادمان زاويهيهای با چکه به ورق ۲مرزی ساده نوع 
0xهای  شده و در لبهپادمتقارن اعمال  xو = a=  به

صورت
0 0 0xy xu w N Mφ= = = = براي  .شود ف میيتعر =

y,0در ١نوع  ي سادهمرز طيشرا یارضا b=،  
 حاصل شکلتوان به ه را مييافت هاي عموميت جايي هجاب

  :ضرب توابع نامعين و توابع مثلثاتي معلوم بسط داد
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 شکلبه  ،هيافت هاي عموميتجايي هجابف ين با تعريهمچن
x,0 را در ۲ط مرزی ساده نوع يتوان شرا ر میيز a= 

  :دکر اعمال

0 0

1 1

( , ) ( ) sin ( , ) ( )cos,   
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u x y U y x v x y V y xα α
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   تنش يها و منتجه يروابط ساختار
هاي تركيبي پيزوالكتريك ط ساختاري چندلايهـرواب        

ن يا ام بهkلاية  يبرا ،يارا با فرض حالت تنش صفحه
  ]:٢٣[توان نوشت يم بيترت

 )الف(

  )ب(
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kکه در آنها
ijQ انتقال يافته يسفت،k

ije  ثابت تنش
k،پيزوالکتريک انتقال يافته

iE در هر لايه  يميدان الکتريک
روابط  يذارگبا جاي. است يتابع پتانسيل الکتريک Φو

 يرذاگدر روابط فوق و جاي] ٢٣[ يخط يجاي هجاب - کرنش
  :ييعن تنش، يهانتيجه در تعريف منتجه
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  :دست آورده شکل بن ياتوان به يتنش را م يهامنتجه
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است  يبرش ينيرو ،ضريب تصحيح k2(=5/6)روابط ن يادر 
 Bijي و هاي خمشسفتي Dijي، هاي کششتيـــــسف Aijو 

  :تندش هسکش -هاي اتصال خمشسفتي
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}همچنين }PN و{ }PQ کزوالکتري ـيپهاي نيـروي  منتجه 
}و }PM و  شـوند  يم ناميده کزوالکترييپهاي ممان منتجه

  :نديآ يبه دست م بين ترتيابه 
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ها و تعداد کل لايه Nروابط ن يالازم به ذکر است در        
Na لايه است ددر چن ٩فعال يهاتعداد لايه.  

  

  معادلات حاکم بر تعادل 
 ـ  ) ٨(ذاري روابط گبا جاي  ه در معادلات تعـادل حاصـل از ب

  :تغيير شكل برشي مرتبه اول يتئور يکارگير
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)١١( 
هاي جايي هتوان معادلات تعادل را بر حسب جابيم

 کزوالکترييپهاي نيرو و ممان تجهه و منعموميت يافت
 طيتوان نشان داد بسته به نوع شرايم يول .کرد يبازنويس
شود، يف ميورق تعر يکه در دو لبه مواز ياساده يمرز
  . د صفر باشندير بايه ناگزيچندلا يب سفتياز ضرا يبرخ

  

  دمان متعامديبا چ ياههيچندلا
در معادلات حاکم بر ) ٢( يهابسط يگذاريبا جا        

چندلايه مورد بحث  يبرا که کردمشاهده توان يم ،تعادل
حل تحليلي وجود دارد كه روابط زير برقرار  يدر صورت
 :باشد

)١٢(       16 26 45 16 26 16 26 0A A A B B D D= = = = = = = 

د به يآن مق يکه دو لبه مواز ياهيچندلاو در نتيجه        
 از نوع متعامد بايد چيدمانياست،  ١ساده نوع  گاه هيتک

ذاري، دسته معادلات گبه علاوه، اين جاي. باشد داشته
ادلات ــه دسته معـــرا ب ديفرانسيل جزيي حاكم بر تعادل

  : كندتبديل مي ديفرانسيل معمولي زير

)٦( 
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x y

β

β β

∞

=

 ′′ ′ − ++

∂∂ = + − ∂ ∂

∑
 

( ) ( )

( )

11 12 11 12
1

2 2
66 66

2
55 sin

m m m m m m
m

m mm m m m m m
PP
xy Px

m xm m

B U B V D X D Y

B DVU X Y

MM
k A y QW X

x y

β β

ββ β β

β

∞

=

′′ ′ ′′ ′− + − −

′ − −′+ +

∂∂′ = + −+  ∂ ∂

∑

 

( ) ( )66 66 12
1

m mm m m m m m
m

B D B UU V X Y ββ β
∞

=

 ′′ ′′ ′ ′′+ + −+ +∑  

( )

2 2
22 12 22

2
44 cos

m m m m m m
P P
xy y P

m ym m m

B V D X D Y

M M
k A y QW Y

x y

β β β

ββ

′+ − −

∂ ∂ = + −+  ∂ ∂

( ) ( )

( )

66 66 12
1

2 2
22 12 22

2
44 cos

m mm m m m m m
m

m m m m m m
P P
xy y P

m ym m m

B D B UU V X Y

B V D X D Y

M M
k A y QW Y

x y

ββ β

β β β

ββ

∞

=

 ′′ ′′ ′ ′′+ + −+ +

′+ − −

∂ ∂ = + −+  ∂ ∂

∑
 

)١٣(  
و  qدهد که نيروي مکانيکي معادلات نشان مين يابررسي 

هاي طرف چپ همانند ترم ي،کيالکترهاي نيروها و ممان
ي زير بسط داده هاي مثلثاتتساوي، بايد به صورت سري

  :شوند
1

1 1

( )sin , ( )sinP P
m m x m m

m m

q Q x y N N x yβ β
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
2 6

1 1

( )sin , ( )cosP P P P
y m m xy m m

m m

N N x y N N x yβ β
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
1 2

1 1

( ) sin , ( ) sinP P P P
x m m y m m

m m

M M x y M M x yβ β
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
 

6 1

1 1

( ) cos , ( ) sinP P P P
x y m m x m m

m m

M M x y Q Q x yβ β
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
 
)١٤(                            2

1

( )cosP P
y m m

m

Q Q x yβ
∞

=

= ∑  

  که
1

0 0

2 2sin , sin
b bP P

m m m x mQ q y dy N N y dy
b b

β β= =∫ ∫
2 6

0 0

2 2sin , cos
b bP P P P

m y m m xy mN N y dy N N y dy
b b

β β= =∫ ∫  
1

0

2 sin
bP P

m x mM M y dy
b

β= ∫  
2

0

2 sin
bP P

m y mM M y dy
b

β= ∫
6 1

0 0

2 2cos , sin
b bP P P P

m xy m m x mM M y dy Q Q y dy
b b

β β= =∫ ∫  
)١٥ (                            2

0

2 cos
bP P

m y mQ Q y dy
b

β= ∫  

، معادلات )١٣( در معادلات) ١٤(ذاري روابط گاينک با جاي
، در ي متعامـد هـاي ترکيب ـ هي ـچندلابـراي   حاكم بر تعادل

  :آيدبه دست مي حالت کلي
( )

( ) ( )

2
11 66 12 66 11

2 1 6
66 12 66

m m m m m m

P P
m mn m m m m m

A U A U A A V B X

B X B B Y N N

β β

β β β

′′ ′ ′′− − + + −

′′− + = −
 

( ) (

) ( )

2
12 66 66 22 12

2 6 2
66 66 22

m m m m m m

P P
m m m m m m m

A A U A V A V B

B X B Y B Y N N

β β β

β β

′ ′′+ + − + +

′′ ′′+ − = +
 

( )
( )

2 2
55 44 55 44

1 2

m m m m m m

P P
m m m m

k A W A W A X A Y

Q Q Q

β β

β

′′ ′− + − =

′ − −

 

( )
( ) ( )

( )

2 2
11 66 12 66 55

2 2
11 55 66 12 66

1 6 1

m m m m m m

m m m m m

P P P
m m m m

B U B U B B V k A W

D X k A D X D D Y

M M Q

β β

β β

β

′′ ′ ′− − + − +

′′ ′− + − + =

′ − −

 

( )
( )

( ) ( )

2
12 66 66 22

2
44 12 66 66

2 2 6 2 2
44 22

m m m m m

m m m m m

P P P
m m m m m m

B B U B V B V

k A W D D X D Y

k A D Y M M Q

β β

β β

β β

′ ′′+ + − −

′ ′′+ + + −

′+ = + −

  

)۱۶(  
را  کزوالکتري ـيپن هاي نيـرو و ممـا  از آنجا که منتجه       
 Φيک ـيالکتريکسـان پتانسـيل    عامـل توان بـر حسـب   مي

رود ، انتظـار مـي  )را ببينيـد ) ١٠(و ) ٤(روابط ( کردتعريف 
و شرکت نکننـد   لوی ها در حلکه همه اين نيروها و ممان
بعضي از آنها با توجه به شکل ، در برای وجود حل تحليلی

اين موضوع خـود  (شان بايد صفر در نظر گرفته شوند بسط
بـه عنـوان   ). هاي روش حـل لـوي اسـت    يکي از محدوديت

 ٢٢٢هاي پيزو از کلاس لايه متعامد، هيچندلال، اگر در مثا
وجود داشته باشد و قصـد در نظـر گـرفتن نيروهـا و     ] ٢٤[

Pممان برشـي 

xy
N،P

x
Q،P

y
Q وP

xy
M     را داشـته باشـيم، تـابع

هــاي دوگانــه ي بايــد بــه صــورت ســريکــيرالکتپتانسـيل  
ــورت    ــن صــ ــود؛ در ايــ ــط داده شــ ــي بســ کسينوســ

1P

mn
N،2P

mn
N،1P

mn
M 2وP

mn
M   در غيـر ايـن   ( بايد صـفر باشـند
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 ۱۳۸۸، شهريور ماه ۴شماره , ۴۳دوره , نشريه دانشکده فني                                                                                               ٥٧٠       

  
 

 بـراي . )پذير نخواهد بـود امکان مسئلهصورت حل تحليلی 
ي به کيالکترمورد بحث، چنان چه توزيع پتانسيل  هيچندلا

هاي دوگانه سينوسي در نظر گرفته شـود، در  صورت سري
6P عوامـل اين صورت 

mnN،1P
mnQ،2P

mnQ 6وP
mnM    بايـد صـفر

ــه در . باشــند ــدلاچنالبت ــه  هي ــا لاي ــد ب ــاي متعام ــاي ه ه
36کـه ، نظر به اين]٢٤[ mm2از کلاس  زوالکتريکيپ 0e = ،

Pنيرو و ممان برشي
xyN وP

xyM    خود به خـود صـفر مـي-
هـاي مربـوط بـه ايـن موضـوع در      سعي شده تا بحث. شود

  .شودخلاصه  )١(جدول 
  

  دار پادمتقارنهيزاودمان يهای با چهيچندلا
در معادلات ) ٣( یيجا هدان جابيمگذاری يجابا         

زير  ب سفتیيضرا جه گرفت کهينت توانمی حاکم بر تعادل
 :در نظر گرفته شودصفر  ديبا

16 26 45 11 12 0A A A B B= = = = =  

)١٧(                             
22 66 16 26 0B B D D= = = =  

 تحـت ای که دو لبه موازی آن هيچندلا برای نيبنابرا       
حـل لـوی در صـورتی     ،باشـد  ٢سـاده نـوع    ط مرزیيشرا

ــود اســت کــه   ــچندلاموج ــدماني هي ــوع  چي ــزاواز ن دار هي
ايـن جايگـذاري، دسـته     بـه عـلاوه  . باشد داشته پادمتقارن

را بـه دسـته    معادلات ديفرانسيل جزيي حـاكم بـر تعـادل   
  :كندتبديل مي  معادلات ديفرانسيل معمولي زير

( )

( )

2 2
11 12 16

1

66 26

2

sin

m m m m m m m m
m

PP
xyx

m m m m m

A U A V B X Y

NNA U V B Y x
x y

α α α α

α α

∞

=

 ′− − − +′ +

∂∂′′ ′ ′′ − + = + ∂ ∂

∑  

( ) (

)

22
66 16 26

1

12 22

2

cos

m m m mm m m m
m

P P
xy y

m m m m m

A B X B YU V

N N
X A U A V x

x y

α αα α

α α

∞

=

 ′− + +′ −

∂ ∂
′′ ′ ′′ + + = + ∂ ∂

∑  

( ) (

)

2 22
55 44

1

sin ( , )

mm m m m
m

PP
yx

m m

k A k A WW X

QQY X q x y
x y

α α

α

∞

=

 ′′− + +′′ +

∂∂′  = + − ∂ ∂

∑  

( )

( ) (

)

22
16 11 12

1

2
26 66 55

2

cos

m m m mm m m m
m

m m m m m m

PP
xy Px

m m x

B D X D YU V

B V D X Y k A W

MMX x Q
x y

α αα α

α α

α

∞

=

 ′− + +′ −

′′ ′′ ′+ + − +

∂∂ = + − ∂ ∂

∑
 

( ) (

) (

)

2
16 26 66

1

2 2
12 22 44

2

sin

m m m mm m m
m

m m m m m m

P P
xy y P

m m y

B U B D XV U

Y D X D Y k A W

M M
Y x Q

x y

α αα

α α

α

∞

=

′ ′ ′′− + − +− +

′ ′′ ′− + − +

∂ ∂
 = + − ∂ ∂

∑  

)١٨(  

 qي مکانيکي دهد که نيرونشان مياین معادلات بررسي 
هاي طرف چپ ي، همانند ترمکيالکترهاي و نيروها و ممان

ي زير بسط داده هاي مثلثاتسري شکلتساوي، بايد به 
  :شوند

1

1 1

( )sin , ( )cosP P
m m x m m

m m

q Q y x N N y xα α
∞ ∞

= =

= =∑ ∑    

2 6

1 1
( ) cos , ( )sinP P P P

y m m xy m m
m m

N N y x N N y xα α
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
1 2

1 1

( )sin , ( )sinP P P P
x m m y m m

m m

M M y x M M y xα α
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
6 1

1 1
( )cos , ( )cosP P P P

xy m m x m m
m m

M M y x Q Q y xα α
∞ ∞

= =

= =∑ ∑
 
)۱۹(                             2

1
( )sinP P

y m m
m

Q Q y xα
∞

=

= ∑  

  که در آن 
1

0 0

2 2sin , cos
a aP P

m m m x mQ q x dx N N x dx
a a

α α= =∫ ∫
2 6

0 0

2 2cos , sin
a aP P P P

m y m m xy mN N x dx N N x dx
a a

α α= =∫ ∫
1 2

0 0

2 2sin , sin
a aP P P P

m x m m y mM M x dx M M x dx
a a

α α= =∫ ∫
 

6 1

0 0

2 2cos , cos
a aP P P P

m xy m m x mM M x dx Q Q x dx
a a

α α= =∫ ∫
2

0

2 sin
aP P

m y mQ Q x dx
a

α= ∫                                 )۲۰(  

، معادلات حاكم )١٨(در معادلات ) ١٩( جايگذاري روابط
 دار پادمتقارني زاويههاي ترکيبهيچندلارا براي  بر تعادل

  :دهديجه میتن
( )

( )

2
66 11 12 66 16

2 1 6
26 16

2m m m m m m m

P P
m mn m m m

A U A U A A V B X

B Y B Y N N

α α α

α α

′′ ′ ′− − + − +

′′′ − = − +

( )

( )

2
12 66 22 66 26

2 6 2
16 262

m m m m m m

P P
m m m m m m m

A A U A V A V B X

B X B Y N N

α α

α α α

′ ′′ ′′+ − − + −

′+ = +
 

 
( )

( )

2 2
44 55 55 44

1 2

m m m m m m

P P
m m m m

k A W A W A X A Y

Q Q Q

α α

α

′′ ′− − + =

′− + −

( ) ( )

( )

2 2
16 26 16 55

2 2
66 11 55 12 66

1 6 1

2 m m m m m m m

m m m m m

P P P
m m m m

B U B V B V k A W

D X D k A X D D Y

M M Q

α α α

α α

α

′ ′′+ − − +

′′ ′− + + +

′= + −

 

( ) ( )

( )

2 2
26 16 26 44

2 2
12 66 22 66 44

6 2 2

2m m m m m m

m m m mm

P P P
m m m m

B U B U B V k A W

D D X D Y YD k A

M M Q

α α

α α

α

′′ ′ ′− − − −

′ ′′+ + − =+

′− + −

 

)۲۱(  
نحوه تأثير  دربارههايي که در بخش قبل مشابه بحث        
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 ٥٧١                                                                           .....                                                            های تحليل استاتيکی ورق     

  
 

هاي  هيچندلان الکتريکي بر تحليل هاي نيرو و ممامنتجه
 متقارن نيز ددار پاهاي زاويههيچندلا انجام شد، براي متعامد
ن هاي نيرو و مما که منتجهبه دليل آن. تواند صادق باشدمي

قابل تعريف هستند،  Φيکسان  عاملالکتريکي بر حسب 
 ها در حل لويرود همه اين نيروها و ممانانتظار مي

به صورت  يکيالکترانسيل وقتي تابع پت. شرکت نکنند
، یتحليلسري کسينوسي بسط داده شود، برای وجود حل 

6Pهاینيروها و ممان
mN ،1P

mM ،2P
mM، 1P

mnQ 2 وP
mnQ 

به عبارت ديگر، در اين شرايط حل . بايد صفر باشند
در صورتي وجود خواهد داشت که نيروهاي  تحليلی لوي
Pالکتريکي

xyN،P
xQ وP

yQ هاي الکتريکي  و ممانP
xM  و

P
yM از طرف ديگر، چنان چه توزيع پتانسيل . صفر باشند

 عواملبه صورت سري سينوسي فرض شود، 
1P

mN،2P
mN،6P

mM،1P
mQ 2وP

mQ چنان . دبايد صفر باشن
شود در حالت کلي، نيروهاي برشي مي هکه مشاهد

1Pعرضي
mQ 2وP

mQ شود؛ اما در شرايط صفر منظور مي
خاص ممکن است بتوان اين نيروها را مخالف صفر در نظر 

 از کلاس  هاي پيزوالکتريکبه عنوان مثال، اگر لايه. گرفت

mm2 15وبوده 24e e= )25يا به عبارتي 0e آن گاه در ) =
1Pفرض بسط سينوسي براي تابع پتانسيل،

mQ  مخالف صفر
  . خواهد بود

  

  حل معادلات
شده  که مشاهده شد، به کمک روش ارايه چنان        

يک دستگاه  به طور ذاتیبر تعادل که  معادلات حاکم
معادلات ديفرانسيل جزيی مرتبه دو است، به يک دستگاه 
معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه دو با ضرايب ثابت 

 .کردتوان آن را به صورت تحليلی حل که می شدتبديل 
از رهيافت فضاي ) ١٧(و ) ١٦(براي حل دستگاه معادلات 

 ،رهيافت فضاي حالت .کمک گرفته شده است ]٢٥[حالت 
شامل نوشتن يک معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه بالاتر 

شود که حل آن به فرم يک معادله ماتريسي مرتبه اول مي
 هاي ماتريسي بر حسب مقادير ويژهکارگيري روشه با ب

ن توصيف از رهيافت با اي. آيد اپراتور ماتريسي، به دست مي
فضاي حالت، دستگاه خطي معادلات ديفرانسيل معمولي 

توان به فرم يک معادله با ضرايب ثابت را مي )۲۱(و  )١٦(
 :ديفرانسيل ماتريسي مرتبه اول نوشت

)٢٢(                                    { } [ ]{ } { }Z T Z F= +′  
}که در آن }( )Z x به  است و متغيرهاي حالت بردار حالت

  :شوندصورت زير تعريف می
1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )m m m mZ U x Z U x Z V x Z V x′ ′= = = =  

5 6 7 8

9 10

( ), ( ), ( ), ( )
( ), ( )

m m m m

m m

Z W x Z W x Z X x Z X x
Z Y x Z Y x

′ ′= = = =
′= =

  

)٢٣(  
]١٠×١٠ماتريس  نيهمچن ]T  عضوي ١٠و بردار{ }F  که
دمان متعامد و يشوند، برای هر دو چامل عناصر ثابت میش
. ه خواهد شديمه ارايدار متقارن، در بخش ضمهيزاو
توان نشان داد که پاسخ معادله ديفرانسيل ماتريسي  می

 ]:٢٦[آيد از رابطه زير به دست می) ٢٢(

)٢٤  ({ } [ ][ ]{ } [ ][ ] [ ] [ ] { }1 1

0

x
dZ E K E E F ζ− −= +Λ Λ Λ∫ 

] رابطهاین در  ]Λ، ماتريس بردارهاي ويژة ماتريس[ ]T ،
[ ] 1−Λ معکوس آن و{ }K  عضوي از ثوابت  ١٠برداري
گيري است که به وسيله اعمال شرايط مرزي بر انتگرال
/هايلبه 2x a=   همچنين. شودتعيين مي ±

)٢٥ (                    101 2[ ] ( , , , )xx xE diag e e eλλ λ= …  
]مربوط به مـاتريس  مقادير ويژه jλکه در آن ]T  هسـتند .

مربوط به حل معادلات فضاي حالت براي شرايط  های ثابت
دار هي ـزاو دمان متعامـد و ي ـ، بـرای هـر دو چ  مرزي مختلف

-استخراج و دسـته  هاي در بخش ضميمه،روي لبه متقارن
  . بندي شده است

  
  .شوندحذف مي عامدي متهاي ترکيبهيچندلا که در حل لوي کزوالکترييپن هاي نيرو و ممامنتجه: ١جدول 

  

بسط پتانسيل در راستاي 
y 

هاي کلاس کريستالوگرافي لايه
  زوالکتريکيپ

که به واسطه تعامد  های ثابت
  صفرند

  هاي که بايد صفر باشندمنتجه

 222  کسينوسي
24 15,  e e  1 2 1 2,  ,  ,  P P P P

m m m mN N M M  

 222  سينوسي
24 15,  e e  6 1 2 6,  ,  ,  P P P P

m m m mN Q Q M  

 mm2  سينوسي
36 14 25,  ,  e e e  - 
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 ۱۳۸۸، شهريور ماه ۴شماره , ۴۳دوره , نشريه دانشکده فني                                                                                               ٥٧٢       

  
 

 نتايج عددي 
ج عددي حاصل از فرمولاسيون در اين بخش نتاي        
 مسئله سههاي گذشته به وسيله حل شده در بخش ارايه

متقارن  اول شامل پنج لايه مسئله. شودنمونه بررسي مي
[p0/0/90/0/p0] ) پيزوالكتريك از جنس لايهدو PZT  و

شرايط مرزي ساده و  با) است graghite/epoxyهسته 
در  .بارگذاري گسترده سينوسي مکانيکي و الکتريکي است

چهار لايه  ب،يو سوم، به ترت دوم نمونه های مسئله
 زیرینو  بالاییهاي لايه( [p90/p0/p90/p0] زوالکتريکيپ

و ) هستند PVDFو دو لايه ديگر از  PZT-4جنس از 
0 هشت لايه 0[p /-45 /30 /45 / -45 /-30 /45 /p  لايهدو ( [

S-glassو هسته  PZT-4 پيزوالكتريك از جنس / epoxy 
ي شرايط مرزي قابل قبول روش لوي و بارگذار با، )است

 دو ،اينعلاوه بر . شود گسترده ثابت الکتريکي تحليل مي
هاي تركيبي اي براي تحليل استاتيكي چندلايهكد رايانه
به روش ناوير تهيه شده است  دار پادمتقارنهيو زاو متعامد

با نتايج حاصل از روش لوي  ،دست آمده از آنه كه نتايج ب
سرعت همگرايي مقايسه  نظرم از دقت و ه نظرهم از 

هاي با هيچندلاروش ناوير فقط قابليت تحليل (شود  مي
نتايج  ).گاهي ساده را داردچهار لبه مقيد به شرايط تکيه
هاي جايي هبعد شده جاب عددي مشتمل بر تغييرات بي
اي و بين ي داخل صفحههامكانيكي و الكتريكي و تنش

 .شود اي ميصفحه
تنش برشي  ،ه نمونه اولمسئللازم به ذكر است، در         

محاسبه شده و در ) ٣( عرضي از روابط ساختاري
اي از لايههاي بيننتايج براي تنش و سوم دوم های مسئله

. به دست آمده است ]٢٣[ بعدي الاستيسيته روابط سه
های اول و دوم ط مرزی ساده در مثاليه شرايکلهمچنين 

وه علا .انتخاب شده است ۲و در مثال سوم از نوع  ۱از نوع 
هايي از نوع ورق سر و کار که با سازهبا توجه به آن ،بر اين

، در هاي پيزوالکتريکداريم و با توجه به ضخامت کم لايه
فرض بر آن است که تغييرات ولتاژ در  ،مسايل همه

  .راستاي ضخامت به صورت خطي است
  

  [p0/0/90/0/p0]چندلايه ترکيبی 
مربعي شکل  هيلال به تحليل پنج اولين مثا        

[p0/0/90/0/p0] بسيار نازک و  زوالکتريکيپهاي  با لايه
اين .  گاه ساده  اختصاص يافته استمقيد به چهار تکيه

به  ]٢٧[و همکارانش  Rayتوسط نيقبل از ا موضوع

 بعدي سه بر اساس رهيافت حل دقيق(صورت تحليلي 
Pagano]تحت دو بارگذاري  هيچندلا. است حل شده]) ٢٨

زير قرار  شکلگسترده سينوسي مکانيکي و الکتريکي، به 
  :دارد

)٢٦                       (0( , ) sin sinx yq x y q
a b

π π   =       
  

)٢٧(                            0( , ) sin sinx yx y
a b

π π   =    
   

   

و  به ترتيب مقادير بيشينه بار مکانيکي 0و 0qکه
سطح . اعمالي به سازه هستند) ولتاژ( پتانسيل الکتريکي

اعمال ) ۱يه شماره لا( بالایی زوالکتريکيپبالايي لايه 
شده و پتانسيل الکتريکي سطح پايينی اين لايه صفر است 

ها و نحوه لايه شمايي از چيدمان). اتصال به زمين(
نمايش داده شده است  )٢(در شکل  بارگذاري الکتريکي

، به دليل محدوديت، زوالکتريکيپهاي  ضخامت لايه(
   ).آميز نشان داده شده استقاغرا

  
مربوط به  ها و بارگذاري الکتريکيهيلا نحوه چيدمان :٢شكل 

 .[p0/0/90/0/p0] هيچندلا

  
 ٣هر يک داراي ضخامت يکسان  ،مرکزي سازهسه لايه 

در نظر گرفته  graphite/epoxyمتر بوده و از جنس ميلي
ها در خواص مواد مورد استفاده براي اين لايه. اندشده

  :دستگاه مختصات ماده، عبارتند از
1 2 12 13 2 23 2

12 23 13 2

12
11 22 33

25 ,  0.5 , 0.2
0.25, 6.9 GPa

8.85 10 F/m

E E G G E G E
Eν ν ν

−

= = = =

= = = =

= = = ×ò ò ò
              

)٢٨(  
 ٤٠ ،زوالکتريکيپهاي همچنين ضخامت هر يک از لايه

دهنده آنها  شده که خواص مواد تشکيل اعمالميکرومتر 
)PZT ( است بين ترتيابه:  

1 2 12 23 132 GPa, 0.29E E ν ν ν= = = = =                    
9

11 22 33 0.1062 10 F/m−= = = ×ò ò ò  
2

31 32 33 24 150.0046 C/m , 0e e e e e= = = = =          
)۲۹(  
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 ٥٧٣                                                                           .....                                                            های تحليل استاتيکی ورق     

  
 

هاي و تنش wجايي عرضي هشده جاب بعد مقادير بي        
براي  yzσاي و بين صفحه xyσو xσ،yσ ايداخل صفحه

0حالت بارگذاري  و 1Paq = ،0 100 V= به کمک ،
و نيز نتايج ] ٢٧[با نتايج موجود در مرجع  )٢(جدول 

جايي  همقادير جاب. حاصل از حل ناوير مقايسه شده است
در  yσو xσيهاي عموددر مرکز ورق، تنش wعرضي

 متر از ميلي ±١.٥و  ±٤.٥مرکز ورق و به ترتيب در فاصله 
در گوشه ورق و به فاصله  xyσصفحه مياني، تنش برشي

متر از صفحه مياني و بالاخره تنش برشي بين  ميلي ±٤.٥
0yدر صفحه مياني و وسط لبه yzσايصفحه محاسبه  =
 xyσو xσهايلازم به ذکر است، مقادير تنش. اندشده

همچنين . است graphite/epoxyهاي مربوط به لايه
 :اندبعد شده بي ن شکلياها و خيز به  تنش

3 2
22

0 4 2
0 0

10 , ( , , ) ( , , )x y xy x y xy
E h hw w
a q a q

σ σ σ σ σ σ
   

= × =   
     

)٣٠(                                          
0

yz yz
h

aq
σ σ

 
=  

 
 

در راستاي عمود بر جهت  مدول يانگ 2Eکه در آن
سه (هاي مياني  ضخامت مربوط به لايه hقرارگيري الياف و

  .است) لايه غير پيزو
و همکارانش  Rayتطابق بسيار خوبي بين نتايج حل         

ته دليل اين تطابق الب. شودو روش لوي ديده مي ]٢٧[
روشي که يکي بر اساس يک تئوري عالي بين نتايج دو 

بعدي و ديگري بر اساس تئوري تغيير شکل برشي  سه
توان علاوه بر توانايي روش، گرفته را ميشکل  مرتبه اول

بين نتايج . مديون ضخامت به عرض کم ورق نيز دانست
 هاحتي در مورد تنش ،و لوي هاي ناويرروش حاصل از

به ذکر است که  لازم. شودهيچ گونه اختلافي مشاهده نمي
گرفته  انجامبا يک تکرار  ،و لوي هاي ناويري روشگرايهم

ارهاي است که اين موضوع با توجه به شکل سينوسي ب
 .بيني بودمکانيکي و الکتريکي قابل پيش

  

  [p90/p0/p90/p0] زوالکتريکيپ چندلايه
و  ١چندلايه مورد بحث داراي نسبت طول به عرض         

 دهنده هاي تشکيلاست و همه لايه ١٠امت طول به ضخ
و  يــيبالاهاي لايه). 4h(آن ضخامت يکسان دارند 

انتخاب  PVDFو دو لايه ديگر از PZT-4از جنس نيريز
اقتباس شده، ] ۲۹[خواص اين مواد که از مرجع . اندشده

  :زير است به شرح

11 22 44

55 66 12

2 2 2
31 32 33 24 15

8 8
11 22 33

PZT-4: 139.00 GPa, 139.00 GPa, 25.60 GPa
25.60 GPa, 30.60 GPa, 0.329

-5.2 C/m , 15.08 C/m , 12.72 C/m

1.306 10 F/m, 1.151 10 F/m

C C C
C C

e e e e e
ν

− −

= = =
= = =

= = = = =

= = × = ×ò ò ò  
11 22 44

55 66 12

2 2 2
31 32 33

2 2
24 15

10 10
11 22 33

PVDF: 238.00 GPa, 23.60 GPa, 2.15 GPa
4.40 GPa, 6.43 GPa, 0.154

-0.13 C/m , -0.14 C/m , -0.276 C/m

-0.009 C/m , -0.135 C/m

1.107 10 F/m, 1.061 10 F/m

C C C
C C

e

e e e
e

ν

− −

= = =

= = =

= = =

= =

= × = = ×ò ò ò  
  

نمايش  )٣(نحوه اعمال ولتاژ به الکترودها در شکل        
ها شود، اتصال سيمچنان که مشاهده مي. داده شده است

موازي بوده و کليه اتصالات در حالت مدار باز  شکلبه 
   .است

  

  
  

 مربوط به ها و بارگذاري الکتريکيهيلا نحوه چيدمان : ٣شكل 
  .[p90/p0/p90/p0] هيچندلا

  

=0براي بارگذاري ثابتنتايج          هاي توسط شکل
 ها،شکلن يادر . نمايش داده شده است )١٥(تا  )٤(

هاي مکانيکي و الکتريکي به جايي هها و جابمقادير تنش
  :  اندصورت زير بدون بعد شده

2 31

0 31

( , , ) ( , , )
10

( , , ) ( , , )
100x y xy x y xy

E eu v w u v w

a
e

σ σ σ σ σ σ

 
=  

 
 

=  
 





 

4

31 31

10( , , ) ( , , ) ,xz yz z xz yz z z z
a D D
e e

σ σ σ σ σ σ
   

= =   
   

   

)٣١(  
در راستای  جايي الکتريکي هبردار جاب فهـلؤم zDآنکه در 

z 2بوده و نيز مقاديرE  31وe و ثابت  به ترتيب مدول يانگ
  .هستند PZT-4هاي ربوط به لايهم زوالکتريکيپتنش 
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 ۱۳۸۸، شهريور ماه ۴شماره , ۴۳دوره , نشريه دانشکده فني                                                                                               ٥٧٤       

  
 

  .هاي مختلفحاصل از روش [p0/0/90/0/p0] هيچندلاهاي مقايسه تنش: ٢جدول 
  

)  روش ),0 / 2, 0w a  ( ), ,0 / 2 / 2x a hσ ±  ( ), ,0 / 2 / 6y a hσ ±  ( ), ,/ 2 0 / 2xy a hσ − ±  ( ), ,0 0 0yzσ  
  ٠.٠٨٢٩  ٠.٠١٩٨/  -٠.٠٢٠٦  ٠.١٨٤/  - ٠.١٥٨  ٠.٥١٨/  - ٠.٥٠٤  ٠.٤١١  لوی
  ٠.٠٨٢٩  ٠.٠١٩٨/  -٠.٠٢٠٦  ٠.١٨٤/  - ٠.١٥٨  ٠.٥١٨/  - ٠.٥٠٤  ٠.٤١١  ناوير
Ray و 

همکاران 
]٢٧[  

٠.٠٨٦  ٠.٠١٩/  - ٠.٠٢١  ٠.١٨٤/  - ٠.١٥٨  ٠.٥١٨/  - ٠.٥٠٤  ٠.٤٤٧  

  

د سه نوع شـرط مـرزي سـاده، گيـردار و     با توجه به وجو  
ي مــرز طيشــراشــش ترکيــب متمــايز از  در مجمــوعآزاد، 

تـوان در نظـر گرفـت کـه     مـي  ،بر چهار لبـه ورق ذکرشده 
ــوي را  ، SSSS ،FSSS ،CSSS( کنــد بــرآوردهشــرايط حــل ل

FSFS ،CSCS ،CSFS(نتايج فقط براي اين شش  ،بنابراين ؛
و  )٤(هـاي  شـکل . ترکيب از شرايط مرزي ارايه شده اسـت 

را براي  و لوي های ناويري روشگرايبه ترتيب نحوه هم )٥(
هـا خيـز   در اين شـکل . دهندمورد بررسي نشان مي مسئله
ي چهـار طـرف   مـرز  طيشـرا  بـا  هيچندلابعد شده مرکز بي
در . شـده اسـت   رسـم  گاه ساده بر حسب تعداد تکرارتکيه

اين توضيح بايد داده شود که هر  هاي ذکرشده،مورد شکل
نماينــده نصــف تعــداد  )٥(عــدد روي محــور افقــي شــکل 

ي تعريف شده بـراي  هاي مثلثاتجملات مورد نياز در سري
-؛ چرا که با توجه به صفر شدن توابع منتجهاستحل لوي 

، در mي بـه ازاي مقـادير زوج  ک ـيالکترن هاي نيرو و ممـا 
تعداد تکرار مـورد نيـاز در    در عملشرايط بارگذاري ثابت، 

معـين، نصـف آن    mبراي يک فرآيند حل معادلات حاکم
هر عـدد روي    )٤(همچنين در شکل . ودخواهد ب mمقدار

محور افقي نماينده مقدار
4

m n×   اسـت کـهm وn   تعـداد
هاي دوگانه مثلثاتي يا به عبارتي تعداد تکرار جملات سري

، آن اسـت  nدر mدليل ضرب(در روش حل ناوير هستند 
که روش حل داراي دو حلقه تکرار تو در تو اسـت و دليـل   

هـاي نيـرو و   ، صفر شدن منتجـه ٤ضرب بر  تقسيم حاصل
، در شـرايط  nو mي بـه ازاي مقـادير زوج  ک ـيالکترن ممـا 

 یبراي رسيدن به يک دقت سه رقم). بارگذاري ثابت است
 ، تعـداد تکرارهـاي مـورد نيـاز در دو    w(0,0)اعشاري براي

: تکرار و روش ناوير ٢٢روش لوي : به اين شرح است روش،
١٤×١٤=١٩٦ )28m n= =.(  
هاي جايي هتغييرات جاب ايهاي مقايسهمنحني      

ها و بردار مکانيکي در راستاي طول يا عرض و تنش
 طيشراي در راستاي ضخامت براي جايي الکتريک هجاب

ثابت،  ي مختلف، مربوط به حالت بارگذاري الکتريکيمرز
  .هاي زير قابل مشاهده استتوسط شکل

  

Number of iterations

w
(a

/2
,b

/2
)

0 50 100 150 200
-9.4

-9.3

-9.2

-9.1

-9

-8.9

-8.8

-8.7

-8.6

-8.5

  
  

بر حسب تعداد  [p90/p0/p90/p0]هيچندلاخيز مرکز  :٤شکل 
  .روش ناوير ؛ مربوط بهتکرار

  

Number of iterations

w
(a

/2
,b

/2
)

5 10 15 20
-9

-8.95

-8.9

-8.85

-8.8

-8.75

-8.7

-8.65

-8.6

 
  

ي مرز طيشرابا [p90/p0/p90/p0]هيچندلاخيز مرکز : ٥شکل 
  .ساده بر حسب تعداد تکرار؛ مربوط به روش لوي
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 ٥٧٥                                                                           .....                                                            های تحليل استاتيکی ورق     

  
 

x/a

u
(x

/a
,b

/2
,h

/2
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
CSCS, Levy
FSFS, Levy
CSFS, Levy

  
  

براي  x/aبر حسب  uتغييرات :٦شکل 
  . [p90/p0/p90/p0]هيچندلا

y/b

v
(0

,y
/b

,h
/2

)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
SSSS, Levy
SSSS, Navier
FSSS, Levy
CSCS, Levy
CSFS, Levy

  
  

 هيچندلابراي  y/aبر حسب  vتغييرات :٧شکل 
[p90/p0/p90/p0].  

  

x/a

w
(x

/a
,b

/2
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-10

-8

-6

-4

-2

0

SSSS, Levy
SSSS, Navier
CSCS, Levy
FSFS, Levy
CSFS, Levy

 
  

براي  x/aبر حسب  wتغييرات :٨شکل 
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا

σx(0,b/2,z/h)

z/
h

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
SSSS, Levy
SSSS, Navier
CSCS, Levy
CSFS, Levy

  
  

در راستاي ضخامت  xσتوزيع :٩شکل 
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا

  

σy(0,b/2,z/h)

z/
h

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
CSCS, Levy
CSFS, Levy

  
  

در راستاي ضخامت  yσتوزيع :١٠شکل 
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا

  

σxy(-3a/4,b/4,z/h)

z/
h

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
SSSS, Levy
SSSS, Navier
CSCS, Levy
FSFS, Levy

  
  

در راستاي ضخامت  xyσتوزيع :١١شکل 
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا
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σxz(-3a/4,b/4,z/h)

z/
h

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
FSSS, Levy
CSCS, Levy
FSFS, Levy

-σxz

  
  

در راستاي ضخامت  xzσتوزيع :١٢ شكل
  . [p90/p0/p90/p0]هيچندلا

  

σyz(-3a/4,b/4,z/h)

z/
h

0 0.5 1 1.5 2-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSS, Navier
FSSS, Levy
CSFS, Levy

  
  

در راستاي ضخامت  yzσتوزيع :١٣ل شك
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا

  

σz(-3a/4,b/4,z/h)

z/
h

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
FSSS, Levy
CSCS, Levy

  
  

در راستاي ضخامت  zσتوزيع :١٤ شكل
  .[p90/p0/p90/p0]هيچندلا

D z(-3a/4,b/4,z/h)

z/
h

-1 -0 .5 0 0.5 1-0 .5

-0 .4

-0 .3

-0 .2

-0 .1

0

0.1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5
S S S S , Le v y
S S S S , N av ier
C S C S , L ev y
FS FS , Le v y

  
  

 هيچندلادر راستاي ضخامت  zDتغييرات :١٥ شكل
[p90/p0/p90/p0].  

  

که نتايج  مشاهده کردتوان مي هاشکلن يابا بررسي         
عددي ارايه شده براي روش ناوير به نحو بسيار عالی بر 

همچنين . منطبق هستند نتايج حاصل از روش حل لوي
جايي  هبردار جاب zDشود که توزيع مؤلفهمشاهده می
  . ي نيستمرز طيشراچندان تابع نوع  الکتريکي

  

  بیيترک چندلايه
 [p0/-45/30/45/-45/-30/45/p0]  

مربعي  دار پادمتقارنهيزاويک هشت لايه ترکيبي         
0 شکل با چيدمان 0[p / -45 / 30 / 45 / -45 / -30 / 45 / p و  [

/طول به ضخامت   نسبت 20a h . ديريرا در نظر بگ =
هاي غير لايه( S-glass/epoxyاز شش لايه هيلا چند
) هاي فعاللايه( PZT-4با ضخامت يکسان و دو لايه) فعال

که ضخامت هر يک نصف ضخامت هر لايه غير فعال بوده و 
ه، تشکيل شدا متصل هبه صفحات بالايي و پاييني اين لايه

سطوح بالايي و پاييني ورق  يکيالکترپتانسيل . شده است
هاي در حالي که به سطوح ديگر لايه) =0( صفر بوده

=0ي ثابت کيالکتريک پتانسيل  زوالکتريکيپ  اعمال 
 )١٦(شکل ها در نحوه اعمال ولتاژ و چيدمان لايه(شود  مي

  ).نشان داده شده است

  
 هيچندلا ها و بارگذاري الکتريکيهيلا نحوه چيدمان :١٦ شكل

[p0/-45/30/45/-45/-30/45/p0].  
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  ]:0 ۳۰[ شکلهاي غير فعال به خواص مکانيکي لايه
1 2

12 23 13 12

55 GPa, 16 GPa
7.6 GPa, 0.29

E E
G G G ν

= =
= = = =

  
  

  ]:٣١[شکلبه  هاي فعال و خواص مکانيکي و الکتريکي لايه
1 2 12

2
23 12 12 31 32

2 2
33 24

8 8
11 22 33

81.3GPa, 30.6GPa
25.6GPa, 0.28 5.2C/m

15.08C/m , 12.72C/m

1.3054 10 F/m, 1.1505 10 F/m

E E G
G G e e

e e

ν

− −

= = =

= = = = = −

= =

= = × = ×ò ò ò

 

همچنين توجه کنيد که نتايج . شده است در نظر گرفته
. ندابدون بعد شده) ٢٩(عددي ارايه شده به کمک روابط 
x/منحني تغييرات خيز بر حسب a 0درy ، براي =

نمايش داده  )١٧(شکل  ي توسطمرز طيشراچهار نوع از 
  . شده است

x/a

w
(x

/a
,b

/2
)/1

0

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

SSSS, Levy
SSSS, Navier
SCSC, Levy
SFSC, Levy
SSSF, Levy

  
  

x/تغييرات خيز بر حسب: ١٧شكل  a  هيچندلابراي   
[p0/-45/30/45/-45/-30/45/p0].  

σx(a/2,0,z/h)

z/
h

-1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
SFSF, Levy
SSSC, Levy

 
  

   هيچندلادر راستاي ضخامت  xσتوزيع تنش : ١٨ل شك
  [p0/-45/30/45/-45/-30/45/p0].  

  

، به ترتيب، توزيع در راستاي )١٩(و  )١٨(هاي شکل      
هاي و تنش xσايي داخل صفحههاي عمودضخامت تنش
ف را براي شرايط مرزي مختل xzσايصفحهبرشي بين 
و  یيبالادر سطوح  xzσمطابق انتظار، تنش. دهند نشان مي

ه ــاست ب لازم. دست آمده استه چندلايه صفر ب نيريز
نتايج عددي ارايه شده در  همهاين موضوع اشاره شود که 

بسته به نوع (تکرار  ٣٠تا  ٢٥عداد نمونه با ت مسئلهاين 
  .کسب شده است) يمرز طيشرا

10σxz(a/4,-b/4,z/h)

z/
h

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

SSSS, Levy
SSSS, Navier
SFSS, Levy
SFSC, Levy

 
  

   هيچندلادر راستاي ضخامت  xzσتوزيع تنش : ١٩شكل 
[p0/-45/30/45/-45/-30/45/p0].  

          

  گيری نتيجه
به كمك تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول و         

و  هاي متعامدچندلايهروش حل لوي رفتار استاتيكي 
تركيبي پيزوالكتريك با خواص  دار پادمتقارنهيزاو

معادلات حاكم بر تعادل بر . ارتوتروپيك بررسي شده است
هاي پيزوالكتريك حسب نوع كلاس كريستالوگرافي لايه

و محدوديت روش لوي در تحليل خمش  شدهبندي دسته
همچنين  .ها مورد بحث قرار گرفته استاين گروه از سازه

رهيافت فضای حالت، با موفقيت، برای حل معادلات حاکم 
 .کار گرفته شده استه مورد بررسی ب مسئلهبر تعادل 
های حل ناوير هنگام استفاده از روششود که مشاهده می

هاي تركيبي و لوی برای تحليل استاتيکی چندلايه
همزمان سهم همه  در نظر گرفتنامکان  ،پيزوالكتريك

مقايسه نتايج . هاي الکتريکي ميسر نيستو مماننيروها 
 ،بعديعددي با نتايج حاصل از روش ناوير و حل دقيق سه

  .و دقت عالي نتايج ارايه شده دارددرستی نشان از 
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  دار پادمتقارنهيدمان زاويچ
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 ٥٨١                                                                           .....                                                            های تحليل استاتيکی ورق     
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}ر صفريغ عناصر         }F   بسته به نوع بسـط پتانسـيل ،
 :، به يکي از دو شکل زير خواهند بوديکيالکتر
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ي براي محاسبه بردار زمر طيشرااعمال  -  ب
}ثوابت }K  

  دمان متعامديچ
}براي محاسبه بردار         }K  ،لازم است، در قدم اول

/هايشرايط مرزي مختلف در هر يک از لبه 2x a= را به  ±
ردار صورت يک معادله ماتريسي به فرم زير، بر حسب ب

}حالت }Zبنويسيم ،:  
[ ]{ } { }ˆ ˆZa c=                                                         )٣٤(  

]اين معادله ماتريسي و يا به عبارتی ثوابت, در ادامه ]â 
}و }ĉ براي شرايط مرزي مختلف ارايه خواهد شد.  
  :گاه گيردارتکيه -

 هايي گيردار براي هريک از لبهمرز طيشرا        
/ 2x a= /يا  − 2x a= توان به صورت زير، بر را مي

  :، بيان نمودحسب بردار حالت
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  :ي آزادمرز طيشرا -
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 )٣٦(                                                                                   
  :١نوع  گاه سادهتکيه -
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{ }

0

0

66 66

11 12

6
66 66

1
11 12 /2

0 : 1 0 0 0 0 0
0 : 0 0 0 0 1 0
0 : 0 0 0 0 0 0
0 : 0 0 0 0
0 : 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 ( )
0 0 ( )

xy m

x m

P
m m

P
m m x a

u
w

N A A
M B B

Z
B B N x

D D M x

φ
β

β

β
β =±

= 
= 
=
= 
= −

  
  
    =  
  
  
−    

 

)٣٨( 

)٣٥( 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com
www.SID.ir


  
 ۱۳۸۸، شهريور ماه ۴شماره , ۴۳دوره , نشريه دانشکده فني                                                                                               ٥٨٢       

  
 

ــت          ــردار ثاب }قــدم بعــدي در محاســبه ب }K جــاي-
ــي }گزين }Z  ــه ) ٢٢(از رابطــه ــور ) ٢٧(در معادل ــه منظ ب

}رســيدن بــه يــک معادلــه ماتريســي بــر حســب }K بــه ،
]فرم ]{ } { }l K r= است که در آن  

[ ] [ ][ ][ ] /2ˆ x al Ea =±= Λ  

{ } { } [ ][ ][ ] [ ] [ ] { }
/2

1 1
0

ˆˆ
x a

y
r dE E Fac ζ

=±

− − 
= − 

 
Λ Λ∫   

)۳۹(  
]گذاريبا جاي ]â و{ }ĉ  بسته به ) (٣٨(تا ) ٣٥(از معادلات
/هايي حاکم بر لبهمرز طيشرا 2x a= در روابط فوق، ) ±

 ١٠معادله و  ١٠موع داراي دو معادله ماتريسي که در مج
از ترکيب معادلات مذکور . آيددست مي مجهول هستند، به

]يک معادله ماتريسي به فرم ]{ } { }L K R= حاصل خواهد ،
  شد که در آن

[ ]
[ ]
[ ] { }

{ }
{ }

/ 2/2

/2/2
, x ax a

x ax a

l r
L Rl r

=−=−

==

    = =   
      

                    

)٤٠(  
}در نهايت از حل معادله اخير براي         }K 

){ } [ ] { }1K L R−= (گذاري نتيجه در رابطه و جاي)٢١( ،
}بردار حالت }Z و يا به عبارتي پارامترهايmU ،mV، 

mW، mX وmY  و مشتقات مرتبه اول آنها نسبت بهx در ،
  .خواهد بود دست

  

  دار پادمتقارنهيدمان زاويچ
}به منظور محاسبه بردار ثوابت         }K برای
د مراحلی يدار پادمتقارن باهيدمان زاويهای با چ هيچندلا

د، انجام يدمان متعامد ذکر گرديآنچه در مورد چمشابه 
براي شرايط مرزي  )٢٧(رابطه تنها  جانين در ايبنابرا. شود

/هایمختلف، بر روی لبه 2y b=   .بررسی خواهد شد، ±
  :گاه گيردارتکيه -

براي توان می راي گيردار مرز طيشرانظر به اين که         
/ هايلبه 2x a= /و ± 2y b= ، به طور يکسان تعريف ±

 طيشرا براي بيان )٣٥(توان مجدداً از معادله ود، مينم
/هايي گيردار در هريک از لبهمرز 2y b= يا  −
/ 2y b=  البته واضح است که در اين (نيز استفاده نمود
}ت بردارحال }Z تابعي ازy است.(  

  ي آزادمرز طيشرا - 
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