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=

φ==
1

  

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

���� ������ 	 ��
   ������ /  ����������� 

 

��  

)�	(          ( ) ( ) )x(B)x(AxPxφ
1−= TT  

)��(           ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ij

m

j

ji P xBxAxx 1

1

−

=
∑=φ  

( )xiφ S�
� � �&+�8 �� s#.$� m i  F��  ?5�� x 

�� =��
� . �� �'< ������ �?�� 6�
�+ )bt ( p��� 
�

 H����� 	
��iφ S�
� � 
��&+=����
� H��
� �&��   �1��

 S��� �A 6+��&+ a�� 
1 �� �� ��+ �7�.� 

 S����&+����� � ����� 	
�� ��� �� ��+ �7�.�  .

 ��	
���� �;  

)��(        ( ) n,...,,ji,  ,  x 21=δ≠φ jiji  

)��(            ( ) ( ) n,...,,i  ,  ˆxx 21=≠≈ ii
h

i uuu  

��  �A ��?�
�� ��C��$��^�+ �$38 Hiû �)
G� ���5� 

�� "��.� ��8 �� �� �A 6!  � ��+���� S�
� ��5� 
� 

 ��8 	B �� (�*G�62�� .S��� �$�� �&+�� ��   �&� 
1

$��
� ).� �
* �� ��+ �7� ��� ���� � ����� 	
��

�� 	
�� ��) ,��� �� �A �+�:  

)
�(           ( ) Ω∈∀=φ∑
=

xx 1

1

n

i

i  

 S��� ,
5$�� ��!
�� ��.� F�9�&+ 6! . �� ���

 �?�� ) ��{'�)bd (,
4$%� �� 6�2� ?5� �x s$�� 

�� �$7�8 ��+:  

)
�( [ ] ( )[ ]{ }∑
=

−−− ++

=φ
m

j
ij

kkjijkj

ki

PP
1

111

,,,

,

)B(ABABA
  

�� �A	B 
�
A 6�C� s$�� �'.� ��  3��� �� 6�2� ���8� 

k r���
� w�&.� s$�� � ���� F A ��) ,��� �� 

6!:  

)

(          ( ) 111 −−− = AAAA ,, kk  
  

�� ��� ���	  

��'1 ) �&� �
� HI��$� ,
.��� ���$�A Y��5� ��� 

 ��8 �� ��� 	)� S�
� `� "��.�6! . 	
�� 	)� S�
�

��  ���� ��8 �A �'A��/
� �< �� �{�  � ��� W�V ) �

 ��5� �< ���� n�1 ��hD� ��8��� � .����.� �h ��/
� 

���� ,��� �� ��8 �� �  �� z�7 ��8 	B W�V

�� ��+ .�� �h ��/
� �� �#A 6�
/ �� �'<��  ����

#&+ � ��%���+
� �$+�H���� �h ��/
� n
%$�   �

6! (��.�.  

Z5� 	)� S�
�� � Y��5� ��� ���
A ���.� �� ��h

 I��$� ,
.��� ���$�A
3���  �'A . 	)� S�����
� 

 �����
�  H��8 ��� ��� �� � ���� �3'��'.� J
.+ �� 

��8 ) 	�+ ��� 
� � ���� ��5� ���$��� �3�H ����� 

��8 	B �h J
.+ �#�
7 �� � ��
� Z�
AH �3� ���� �+� .

 ��8 �� Y���� �� ������ ��/
� `� 
*'�  ��� W�V �

� ]�� ��8 	B �h J
.+ � 	B J
.+ �A �'��8] 6��� D ��h

 ��9�� ����� �  =��+ ����� ��8 	B ) �<H �� 

�D=A ���8��h ��� ���� �� . �A ��+ �1�� ��
� �$��

��� �h J
.+ ��+ `<�A �)�� ) Z�� ���� . ,�
�� ��

�� �;�� + �9�/ 	�� ���� �� � 	)� S�
� �h J
.

 r���
� �A ��A ���.�A�?�� ��  )bk (w�&.�  ���^

�+
� .U-��.� �� ) ����K ���� � �.9� �h J
.+ 

�� n
%$� (��9 ��
9 J
.+ �9�/ �''AH 
� 

w�&.�  r���
� ����^A 
� ��&� ���� ���� �� . �1��

s$�� 5� ��� ) ��+ �$�
! Y��5� S��� ����^ Y��

I��$� ,
.��� ���$�AH�/ 
� 6! ����   �1�� �9

s$�� s$�� �1�� � 	)� S�
� ����^ ��
^ S��� ����^ 

]fb[.  

�� ��  �A S�
� J�� �! �� 
1.���U- ��
3$! 
*�B ) 

��  ��
+ ��+�� ��8�:  

)
�(                  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
=

−

10

1

2

s

se
W

lExponentia

cs                  )/(  

)
�( 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤−+−

≤+−

=

10

1213412124

21312122

32

32

s

ssss

sss

W

SplineCubic

//)(

//)(
  

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 ����� ���	� 
��� ����� ������� ��� . . .  ����� ���� ���! "�#�$��� %#&� �'��( )��* 

��  

)
�(        

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤−+−
=

10

13861
432

s

ssss
W

SplineQuartic

  

  p��� �� �� mRrs /= � r       � ��{� ���� ��8 
� �#�
7 

mR       	)� S�
�� �h J
.+  6�! .c     ��?�� �� )fj (  ���5�

 �A 6! �$�
h�&+�� (�$'A � 	)� S�
�  �'A .� ��&+ f 

�! �� ��+ =!� �2�
5� ��� S�
� ��.  
  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

S

W

Cubic SPLine

Quartic SPLine

Exponential c=0.4

  
����  ��� ����� � ����� �� �����  

  

�� ��� ���	
��	 ��� � ��� ����� 

������	�� ������ ��� �����   

 �A ����/ 6��� ���
.� 
� 	�!�^ ��2��3�� ���
.�

Y#> (
�! 6A�/ H,��/ (
5$� �@
2� �!��� �� 


� ����� ��> �
*$3+ Zo�^ H��2�
$^��   �@
2�

��$&� �� ������ 	B �� 	��� � r�V
'E�  ��� �� H��+

 ��.��� ��/
�Ω ��) ,��� �� �$+����  �+ �

)�&+j:( 

)
	(       ( ) ( ) ( )yxf
y

u
yxk

yx

u
yxk

x
,,, =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂  

 �� �� �)�� p��+��D2� ��) ,��� �� 6!: 

)
�(            uuu Γ= on    

)
�(( ) ( ) qyx qn
y

u
n

x

u
yxk

u
yxk Γ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

on  ,,
n

  

)
�(             Γ=ΓΓ=ΓΓ ququ UI ,0  

 p��� �� ��uΓ ��/
� )�� ) �$�29 ��D2� �A 6! 

�� (
�� 	B ��� �� �#����� �)�� p��+  � ��+u 

 )�� ��� �$2�� ��E$� ��� ��+ ��.� ��5�6! . ��

 Y���� ����qΓ29 	B  ��/
� )�� ) 6���D2� �A 6! 

 ����� �)�� p��+ �� ���B�� (
�� 	  � ��+q �
+ 

 )�� ) 6�29 	B �� ����� ��+ ��.�6! .	
��  ��V

 �?�� ) �A)fc (�� ���� ��+H �8 Γ ��/
� )�� �A 

 H�+
�uΓ  �qΓ�� 	���  �?5� �� �A  �$+� I�$+ �

�'+
�H��
+�^ �'��� � )�� �A  . p��� �� ��n ���� 

 ��/
� )�� �� ���� �&���D2���
+ �    W�V �� ��''A

� )�� 	����xy nn ,w�'�2A   ���� �� ��
� �
�6!.  

  

 
����  ���� �� ����� Ω���!" � ����� ��#$% ��   

  

�#�� ��� s�
?�] ,-�
.� ����5� �/ ��� 0$��

	)� (�;$� H��2��3�� �?�� (�
.� ��+ �� )fu ( �� �

 ��) ,�����  	��6+��] fb[.  

)��(      0=Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∫
Ω

df
y

u
k

yx

u
k

x
w  

}�7 �?�� s�
?�H	)� (�;$�   H
�
?� ��+ �� �� ���

� ��/
��D2��+
� �3� ��
�  . ��	
�� ��� �� �� �;�� 

 n�1 	�'� �� �.��� (
��� �� H���
.� �/ ��� ����5�

�� ���%�� 	)� S��� �� 6�2� �A =���8 �'+
� ���� .

�� �)
1 
� �� ��� ��  	)� S��� n
%$� 
� 
� ���

=� �/ ) � =���B 6!� �� �5$2� �?��� �5$2�  	
�)


*�BH=�'A ��!
�� � (�*G� ���
5�  . �A ��
&� �;��

�&+�� 
� �� }�7 ���;$�  �� �A 6! �� ���  �� 	��

(�;$� `�A  ) � ��
T7 ,
5$�� H�01 �� �01 ���8

 �$2�� ��E$� ���u �
A �� 
� � ��A �5$'� 	)� S�
� �� 

s$�� ����� Z�
A 
�  ��� F)- �;$!��^ p��+ H���8

�5� S�
��� Z�
A � Y� .(�;$�  �� �01 �� �01 ���8

�� F
G� ��) p��� `�A �� �.��� ��+] fb[. 

uΓ

qΓ

Ω

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

���� ������ 	 ��
   ������ /  ����������� 

 

��  

)��(       ∫∫∫
ΓΩΩ

Γ+Ω
∂
∂−=Ω

∂
∂

dnGwGd
x

w
Gd

x
w x  

)�
(      ∫∫∫
ΓΩΩ

Γ+Ω
∂
∂−=Ω

∂
∂

dnGwGd
y

w
Gd

y
w y   

(�;$� ��� }�7 p��� ) ��
3$! 
�  ) �01 �� �01 ���8

 �?��)fc( H�&+ ��) ,��� �� ���
.� �$7
� Z�
A 

 ��
/�� ��+:  

)��(      

0=Ω−Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂+

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

∫∫

∫

ΩΓ

Ω

wfddn
y

u
n

x

u
wk

d
y

u
k

y

w

x

u
k

x

w

yx

  

	
�� �� ���� �A ��V ��+H ) ��
3$! �� �&+ Z�
A 

�$7
�H  ��
� p��� �� ����� �)�� p��+��+ (
�� � 

�� �)�� p��+ ) �$!� �� �� F
G� �$/� ��+ . 
�

)�� ��� (�;$� �$2&+  �?�� ��)jj ( (�;$� �� ��

 �
�)�� �� R���� �?� ���;�
1 � ����� � �#�����

 �?�� ) ����� �)�� p��+ =�5$2�)fl ( ���
.� H	B ��

 �� }�7�&+�� Y��� ��)  ��+:  

)��( 

∫∫∫

∫

ΓΩΓ

Ω

Γ+Ω=Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂−

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

qu

dqwwfddn
y

u
n

x

u
wk

d
y

u

y

w

x

u

x

w
k

yx

  

 �?��)jk (�&+ ���� �$7
� Z�
A ���;$�  
� p��+

 	�!�^ ���
.� ��� ����� �)��6! . �1�� ��
9 Y#?�

���
.� �� ��H (�;$� 6! ���
.� �< 6�! �� F�� .

 ��
5� �� �� �A (�;$� ��
� �#��&� (�;$� 	�'� 

F
� �� ���8 ��+H �
�)�� s��V ) ����� �
+ �;�
�� 

 �#�����6! . ��� ��	
�� �
������ H 	)� S��� w 

�� n
%$� ���� ��  )�� ��� �� 	)� S�
� �A ���+

�+
� �3� ��5� ��� �#����� .
'���  ��� �� ��

	
�� �
������ H��� ���� �3� ���� (�;$� ��  . 
�

 ��A��
8 ��� ���� 	
�� S��� �q�� a�� ���� �� 

�&+ �3� ��> ���5� (�;$� �� H��� � ��
� �� 

 ��� ,
�!
���+� .�� �� �+
� 
G�B ) Y#?�  �A ��+

 ��A��
8 ��� ���� 	
�� S��� H�&+ ��
3$!  �� ��+

 S�
� ��5� 6! �&�� �A 6! �����&+ �� R���� 

��8 �#�� �
�H )�� ��� �� �3� "�
%� ���5� 

�#�����  �$+� (�;$� ��!
�� �?��+ ��'< �� � �'+
�

�#��&�  �?�� ��)jk (6! ��0�.  

����$228   ��A
/ ,-�
.� �)
!��
� ��E$� Y��5� S�
� 

� 	B (� ,
5$�� � �$2�� 	
�� ���8 ���
5� Y2/ �

�
1 
� � ���+ �� 
*�B ���8  �?��)jk(H �&+ �$228 

��+ ��
/ ,-�
.� .	
��  �A ��V�$��^ ��
+ + S�
� �

�� ��!
�� ��) ,��� �� 	B ,
5$�� � Y��5� ��+:  

)��(                 ( ) ( ) i

n

i

i
h uu ˆxx ∑

=

φ=
1

  

)�	(                 
( ) ( ) i

n

i

xi

h

u
x

u
ˆx

x
,∑

=

φ=
∂

∂

1

  

)��(                  
( ) ( ) i

n

i

yi

h

u
y

u
ˆx

x
,∑

=

φ=
∂

∂

1

  

�� }�7 p��� �8  �?��)jk ( s�
?� � ��+ ���;�
1

��A��
8 ���H S��� 	
�� ) 	)� S��� �&+  n
%$�

 H��+�&+$228 � ���
.� ��+ )jk ( ��) ,��� ��

�� �� 6!� ��B:  

)��(     

njdqdf

dnunuk

duuk

q

u

jj

y

n

i

iyix

n

i

ixij

n

i

iyiyj

n

i

ixixj

...,,,

ˆˆ

ˆˆ

,,

,,,,

21

11

11

=Γφ+Ωφ=

Γ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
φ+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
φφ−

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
φφ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
φφ

∫∫

∫ ∑∑

∫ ∑∑

ΓΩ

Γ ==

Ω ==

  

 ��
+ }�7 ,-�
.� �
;$!�n � ���
.� nG�  (�*iû 
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