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1. Independent System Operator 
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1. Locational Marginal Pricing (LMP) 
2. Social Welfare (SW) 
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3. Locational Marginal Pricing 
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�� 

�o+ :�@;� 2�	23� .nkkn PFS ∂∂= / 2$3��9 

 #$� �� ,#� �'#7+ 2$B�k ��� 	� �$��� ���� 1�	I� �� �

n23� XM�+ ��� 	� �< 2C��	� '  .kµ O��` I$� 

 #$� �� f���+ ����(�k 23�.  

     XM�+ ,�( b�c��� � 0���+ �����+ 
�>�B$� �����+

23� .�� �M�� ��) RV (:�@;� �'#� ���� 	� F �$� ��

23� ,#o� ��GC �< 	� 
#$�F H�B� 	� ����+ 
�>�B$� 

�+ ����� �\�#�� �� �>3�� ���. �#+ 	� dc� �  	� ��C	 	��

 5���� 6��' � ���� ����+ 
�>�B$� 	� :'�@� ��%��+ &��

23�.  

  

��  ������	 �	
�� �  

0�� V ���M �M�( #���E � �C �	 ��'� ��kϕ�+ ��o�   #��

 �N�� 
'	 �� ��l1 

 F�{ 	���+	�@����� �� ������ PN T� 

 v���$+�� ��
1l

B 23�F23� ,#� O*�  . =�'#7+

 :��$$e�kϕ� �  �J��	 :	�Q)R� (23� .���M �M �C �(

�;9 	� ����( 
�>����M ���!� 2$;��� ���  ' ���� 
��

�!$>� �%/�+ �� 
��< �M	� 
�J"�  
�3)R�Fy( ���+� �

�+ 5���C �	 5���� ~$@c� ' 	��� P���� ���>� �3� .

 O*����M �M�� �"�G� f�JN 
'	 �� �C �(	�  

�$� ��;9 � T� �B� 	��� ���� 
�� #��$(�|D+�� ��   �.�

�	�#� ���� ���	�� �� 
�$./� ' ,���.  

  

 ����  ���� ������ 	�
 �� ��� ��� �� ��� l1  

  

     ,�7� ���!����M �M�C �(�n� � 	� 5>+ 
����+�	�� � 

,�>� �%/�+ 
	����� ' �;7+ 
�>�B$� &$$G� 	� ,�N��� 

 �< �����M �%/�+23� . �� }�C �8!�� 	��<�� 23�  


���' ���M �M� �C 
���(� I��B�+ 	�_ �!��B� ' 

�!$w����� I��+ P3��,�>� �%/�+ 09 �� '   
	����)R� F

y( �+ &$$G� ����>�< S�� ' �  ,���( 	� 5���� 2���#+

 :	#� ����23�.  

    ����9 	�  � 5���� ���  0+�� 	�_)�_���+   ����

�"�B8+  
���' 
��� �����+ � 
	�Bo$� 
��

���M �M �C 
���( �#+ 	�dc �+ ��M�+ #����#���  . ��

 :	��" ��'IC�∑
∈Kk

kG 2
1 )(. ϕ  )#� X��� ��)y (F	� 

%�9��   ��1G ,�#�� ��23� Tw�� �C�� F �+  ����

 &���B����M �M H� �C �� �	 
���&�N�3 )�_�� 5���� 

�	'< 23#�.  

  

�� ���� �������������� �� ���� ���!  

"�#�$%  

�	 
�>J$7+ 	� ����� ����� ���� ������ ���� ��� 
����

�� ��� T� ���!" ' 23� ����	�� &$� ISO � �(#!��B� �� 

����	��� ?G3�� ?@$A'  �<�	�� ,#>" �� �	 . ���� �G3��

�� #��� ���( �� #��� 
�#+�8!$� ��� 	��� ��o$� 1�'	 �� . 

 2$G`'#���EG3�� �� �� 23� �< �?��� ? D+�� 5���� 

� )-9�B� 	� ����+ 
�>�B$� ' ,#�+ ����� �9��� 

��� .�����	 �� ��� 	��� 2%�9 &�� 	�  &���,����� '  &���

�+ ��N 2%�9 #3	�+� t  2$G��'�<  �� 23� ���� �G3��

���+�3 ?!�I� �:	�Q &�� ��  ����	�� �� �	 �!$\!3 
	�-(

���� F�!�I� ��(#!!� &$+/� �� #!��� �< 
��F 0$B7� 

�+ #!� . 23� 	#�w 5���� ?!$>� ��I$+ �� 23� &�� ��a3

�+ &$$G� 
	�$G+ �w �� ' ���.  

     �C�_ � ' 23� �< ����	�� 2+#N 	� ������ ?���

�!�I�  �< ?G3�� 
�� I$��+ &$+/� ����	�� P3�� ���. 

 &�����!�?��� ?G3��  ' ,��� �>�< 2+#N 	� #��� I$� ������

 �	 �>�< ��3 �^��#9#��B� t �� ��� 	��� 	�� &�� 1�'	

��o$�
 �+ #���.  

�+���� ?%/�+ 09 
��� O3�!+ )#� X��� ��c��  
I�	

������ ?��� ?G3�������	 
�>J$7+ 	� �n�  
�>�$%�GC � 

 ����$�7�#�#M 23� ]V .[ )#� X���� �~;�c+ XM��+ 	�

1nθ 2nθ
kϕ

11
1 ll XB =

1l
z
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�� 

 
��� 
�#G�+ &��	�L!+ �C�G+ ,#�  #��]RFZ [ T� �� ��

��$(�� 	� �>�< � =#
��#G��@%a+ &�� �   ��23� : ?!�I�

���+�3 I� �:�I$>8� O*� ' 
	�-( ?!�I� �#$%�� ?!�

�� ?!�I� �5���� �,#o� &$+/� 
����3)�*+   ���(#!!�

 ' ��� ����+ 
�>�B$� 	�$G+ )��7���	��+ ���3 . &�� 	�

 ��3 ?�3�7+ �\��\w ��$� ' �3	�� � v� Sc�

������ ?��� ?G3�� � ����	��� �� x��c�3� ����� ' 

�� 
�$(	�� �@%a+  6�B8+ 	� �� 5$��� )#� X��� 	� ����

��B� �� ����	�� 
��� �	 ��3 &���o$�,#!��� ����� .  

  

���� �����	
 ���� ���� �� ��	� ���  

 ��3 ��"�3,#!!� #$%�� �� 
��� ��� 	��� 	� 2���i  �� �

���{ 5{�!�I�  	� � ���� ���� �'�C #+�  :	�Q ��

�� �+ 23� #�<:  

MBi(th) = LMPi(th)*gi(th) – Ci(gi(th)) (          RW) 

 ���+ ,�� 	� ,#!!� #$%�� &�� 0� ��3 'T�� 23� ����� :  

∑=
Tt

i

h

MBTB
ε

 )(thi
(                                     Ru) 

    3�� �� ' ���>� �� ,'D" �5���� S��� ' ���� �G

�����	  
��� I$� ��� ����+ 
�>�B$� �	��� P���� �#� ��

�+ �$$e� ����	�� � T� �� #!� . &���6�`�+ ��3 �$$e� �� 

 ����	�� � T� �� 
��� 	��� 	� 2��� �8!+#� #���N .

 O$��� &�#� � ���� ��3 s�_ �G3��m�  #$%�� �� 
���

=#!!� i J��	 � ?23� ��3�7+ 0��� �� :  

∑=
T 

hi,  m)Plan Expansion with |(t
εht

mi MBB  

      ∑−
T 

hi  m)Plan Expansion without |(t
εht

MB (Ry) 

�+ ��3 &�� #$%�� � �N�� 
��� #���� #��� �@!+ ��(#!!� .

�+ 	�` ���� �G3�� � ���(#!!� #$%��  #!!�) �@!+ ��3

�+ #��� (��� ��M' � �< � S$� ���+ ��3 5� ,���  ' #��

 � v��#� )�_��5���� �	 ��N �;7+ 	���  23� � �

,��� #�� .&�� � ���� &��G3�� �� �� 23� 2�$�9 ?��� �� 

#$%�� 
��� ,�	
��� ' ����	� � �C�Q ��� �� �+  �{ ���

�&�� 5� ��(#!!� #$%�� 
��� ��o$� ��3 �"��  �!�I�  ' ��

�� ��(#!!� #$%�� ��3 S����!�I� �+ �� ��� . &��

��3/����	�� � T� �� 
��� 	�`� ' ,�#�� �6�� � �G��� 

23� ������ :�I$>8� O*� ���+.  

    ��	�Q 	�  G3�� � v� ��? 2B$� ������� ���� 

 
��� ��� ����+,#!!�#$%�� i �� 2,iLMP �� �#!� �$$e� 

 P��'	 �� �M��)RyFRW(	�N 	���� mJ3 �0�� 	� ,� W 

 ��3 ��I$+ ��"�3#$%�� &�� ,#!!��	  � ���� �G3�� 

�+ �co+ �3� . 2��.ik�+ )-9 P��'	 &�� 	�   ���

23� �< � 0���+ f���+ ��3 '.  ,#� }�C &�� � S$�

�� ��� �� 	��� �5���� � ���� �;7+ 
��	��� 	� ��9 

�� :	#� ' 23� �����	 �C�� #9�	�#� ��M' 	� . &�#�

2B$� ��>!o$� 
�>$!7!+ O$������o�   ?!�I� =#!��

 ��(#!!�#$%�� �G��' �o��IC�23� ���� �G3�� �.� � ' 

 �>�< �$$e� 	��+  ����5ow ��� ����.  

  

 ���� ���������� 	�
  i ��
�� � )�	��� ����� ��
(  

  

 ��3 &$!pB� ��"�3)�*+ ,#!!� j  �� ����{ 5{ �!�I� 

 ��3 � ��� #��N )�*+ ��<J��	 �?� �� �  23�

�+ #�<:  

MB j (th) = Bj(dj(th)) - LMPj(th)*dj(th) (          Rz) 

0�� #!��+ '� ��3  s�_ �G3��m )�*+ 
���  ,#!!�j � 

23� ��3�7+ 0��� �� �J��	:  

∑=
T 

hj,  m)Plan Expansion with |(t
εht

mj MBB  

∑−
T 

hj  m)Plan Expansion without |(t
εht

MB       (��) 

    )�*+ � �� ���(#!!� �5���� 2;"� ,�J$3 27� 

#$%��  	� :�I$>8� O*� � �#�	�� 	��� �!�I��� ��(#!!�

ib

iLMP

ig
i

g
ig

ip

)/($ MWh
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�� 

�+ ��3 O3�!+ ���+ #��� . ���#� )�_�� �� ' 5���� 

5� ��(#!!�#$%�� 
'	 �� 	��� �#� �!�I� �� S��IC� ' 

 ��� �>�< )��_� �9��� 	� ��� 2B$� ��>�< � �`���

�+  �9��� �< ��(#!!� )�*+ ���� 	�` �"�� �� ��'	

�+ ��� . � ��3� &�� 
��� �G3�� � ���� ��3 &�����!�

23� �@!+ ��(#!!� )�*+.  

     ��3 ��I$+ ��"�3)�*+  ,��c%� ,#!!�j �  s�_

 �G3��m ,�	�N 	���� mJ3 P3��0�� 	�  uF ~%�

 � 0���+ ' ,#� �co+jk 23� . ���� ��3 &��

)�*+ ,#!!� 
�0�� 	� T$�3���$U )�*+ ��\%� ��  uF

23� ,#� �co+ b.  

     � ���� ����	�� ��3 ��3�7+ 
��� �� 23� m`�'

 
�>9�_ ��<S$� � �G3�� ��>!o$� �!$�
�� �>�< 2B$� 

23� 
	'�` .�7�8�� =H�S$� &��  �!$�� :�G%�J+ ��N 

�+ �	 �;*@+ �� �%��+ &�� 	� �� #�;_   ' ,#o� ��N���� �<

� �< ����� P�C�  ��C�( �L� 	� 5��	�\%� 
�>��'	' ���!"

23� ,#� .�+���� �%/�+ 09 �\�� )�_ �  �G3�� 
I�	

���? ��M' �� ������  &�� �>��'	' ��� ��#G� �� 
���

��� ' ��3 �� � 2"�3 ��7% � �����	�� � T��� 


7+23� ,#$p$� ' 0�o+ 	�$�� ����3�.  

    S$� :D�o+ ' :��3�7+ ��� ��#G�  �>�B$� �!$�

�+ ,�>� �� #����  �;*C ' ���'	 
���\%� � 
�$(

��>!o$�
��#��� S��� ����	�� 2B$�  .� � 	�L!+

�+����  �� �� �	�� ��M' ���+� &�� �:	#� 5��$3 
I�	

���_ � '	 � ��N ���"�3 �� �>��+ 
#!)�^{�#9 ' 

	�� 0��#9( �"�� 
��'	 �)��@� �N< ���@� P3'( ' �

 ��N 
�>;*C)����+ ��������(�	�{ #!���C � �  0��� 	�_

�L9D+ ,��3 
�  0��� O���� �!� �� �%�9 	� ���� ��

 5��$3 
�>*N�� � �%��� �	 ��3 ��_ 	��� #�� 23� 

]u.[  

 '	 &�� � ���+ ,�� 5$��� ��T��co+ 
�\%� #!w ��  

�+  ����)Ry ( �� :	�*� �	��� �������:  

∑
∈

∆=
Pp

p

m
pmi i

MBDB ., (                              Rd) 

p
iMB#!!�#$%�� 
��� 	��� 	� 2��� ��"�3 ��3 = i 	� 

P���� 
�\%� p 23� .p
i

m
MB∆ 	� �$$e� �\o��B� 

p
iMB,��$� �.� 	�   �G3�� s�_ 
�3m 23��+ '   ����

#$%�� ��"�3 ��3 �	 �< #!!�= i �G3�� s�_ � m 	� 

 
�\%�p2����  .pD 
�\%� ���+ ,	'� p O�9 �� 

23� 2"�3. 	� 2$GJ� H#" ��M' :	�Q 	� ���\%�� 

pD�+  
�\%� 	�L��� �	�+ ���+ ,	'� #����p#��� t 	� 

 2%�9 &��)j� ( ��3������ ���	 ,#!!{#$%�� i s�_ � 

 �G3��m�+ ��3�7+ �	  #!{.  

    �� )�*+ 
��� ���o+ 	�_  ,��c%� ,#!!�j5�	�� � :  

∑
∈

∆=
Pp

p
j

m
pmj MBDB ., (                              Rh) 

  

)���(                                                               )�(  

 ����   ����� �� �	
��� ���� ���)����� ���	� ���(  

)/($ MWh
jp

jLMP

jb

jdjd jd

2,jLMP

)/($ MWh
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jLMP

2,jLMP

jjj ddd ==
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���� ��� ��	
 

 	� � )#� �%��+ &��?��� ?G3�� ������ �!$o$� 
�3 

3�� �� ,��B� �����	�� ��� ,�	'&�N�3 ����� 2$!+� ��$� 

23� .�!�I� �� �8�< � ���� �G3�� 
��� P3�� 2��>� 	� 

 2N���� ����	���+ ����L� �	�+ )#� X��� �) 0� ��3 

����	�� �%�N (�+ �	 � �����  �� :	�Q��{ ~$Q��:  

m
mm

ICTUBMax −∆ (                                 V�) 

 ��TUB
m
∆��o�   ����	�� ��3 0� 	� �$$e� =#!��� �.� �

,��$�  �� �� s�_ 
�3��$��\�� � 
��� s�_ �;� ��3 

 ����	��23� .mIC,��$� �!�I�  23� �G3�� s�_ 
�3 .

� ���� 2$!+� ��$�� �3�7+ 	� �!B` 	�_ ?TUB ) P��'	

R�Fy (��7;+23� ,#� .   

     P��'	 � ,��@�3� ��)RW ( ')Rz(  0� ��3����	���	  

�+  ��I8� �� 
�IM� �� �����{�)  H�23� ��� ��� �� 

P��'	 ?E�	� 	� 0$>�� 	�L!+ �� �2B�� &�� 	�� 


�>������ ���\%� �� f���+ � ,��� ��o�23� ,#o(:  

∑∑
∈∈

+=
Jj

j
Ii

i MBMBTUB  
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⎝
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⎜
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⎛
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝
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∑∑

∑∑

∑∑

∑ ∑

∈∈

∈∈

∈∈
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Ii
ii

Jj
jj

Ii
iij

Jj
j

Jj
jjj

Jj
j

Ii Ii
iiii

gLMPdLMP

gCdB

dLMPdB
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)()(

*)(

)(*

(             VR) 

�'� :	��"� �"�B�M� ,�C	 X��� (SW)� �� 23� �  ���!"

,�>� �%/�+ )#� X��� 2C�( 	��� ,��@�3� �	�+ 
	���� .

����9 �C�`� H'� :	��"� (MS) 	� �� 23�  :	�Q

� 5���� 6��'� �+ ��M' #�< .�-%:  

TUB = SW – MS (                                       VV) 

    5���� 	�Y9 	�� P3�� ��N���� ��� 0� 

)�*+  ��(#!!� #$%�� ��C��	� ��� 0� � ��o$� ���(#!!�

                                                 
1. Merchandize Surplus (MS) 

23� .�+ ���� �8�< � &��  �� ���ISO � �	 ���� 

&$��� ��� 2B$� �� 
�>3��  �� ' ��C�( 0��7� �� �� 
�>3��

�+ ����� ��� 2B$�  #�'�C]Z .[b��9 �C�`� &�� �� 	� 

 �N��XM��+ 	� ���!" ��������� #+�	� �� � H�� 5���� #+

 23� ,#� ,���]uFZ.[  

 �J��	)VV (�+ �	 � ����� ��� ������� �� :	�Q:  

m
mmm

ICMSSWMax −∆−∆ (                       VW) 

 ��
m
∆	��" � T� �� 	� �$$e� �\o��B� �>� �.� �� 

,��$�  �G3�� s�_ 
�3m23�  .  

     :	��")MS+IC(  	�)VW(� �!�I� 0�  23� 
� ��

 ���� ����	�� P3�� #������ 2N���� .��	�Q 	�  ��

���9 �C�`�� 
�>�  �!�I� ���� �G3�� 
��� �,#+< 23�

���&�� � ' ���( �� ����	�� �� 1��_  )-9 �� �MS 	� 

)VW(�� �����M ���>� 	�$G+ �  �� :	�Q�� �+ 23� #�<:  

m
mm

ICSWMax −∆ (                                  Vu) 

  

�� ������  	
�� �� ���� ���� �����

������  

�+����  
I�	#!;� 3�� :#+������ ���� �G� � ��3� �< �� 

��G%�J+��+ �D_�   O*� ���+ &$$G� �� ,'D" �� ���
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