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  الگوريتم شناسايی مسيرهای ممکن جهت خروج از حالت تکين روباتها
 
 

 طوسیالديننصيراستاديار دانشکدة مهندسی مکانيک، دانشگاه صنعتی خواجه فريد نجفی       
  طوسی نصيرالدين کارشناس ارشد مهندسی مکانيک، دانشگاه صنعتی خواجه   امير حسين محور

 
 

  چکيده
طراحی مناسب مسير حرکت روبات يکی از .  همواره در فرايند کنترل روباتها مشکل آفرين بوده است(singularity)) تکينيا (بروز حالت منفرد 

در اين مقاله هدف ارائه الگوريتمی جهت شناسايی . شود راهکارهايی است که در غلبه بر مشکلات ناشی از بروز حالت تکين در روباتها از آن استفاده می
اساس روش  بر.  که تحت آن روبات قادر باشد نقطة تکينی را که در شروع مسير خود قرار دارد، در راستای جهت منفرد ترک نمايدمسيرهايی است

توان برای روباتهای غير مضاعف و حالت تکين مرتبة يک،  تجزية مقدار منفرد و مدل رياضی حالت منفرد، الگوريتمی ارائه شده است که توسط آن می
کار گرفته شده و در  سپس نتايج برای يک روبات شش درجه آزادی به. کن در راستای جهت منفرد را برای ترک نقطة منفرد شناسائی نمودمسيرهای مم

  .خصوص مسيرهای ممکن برای اين روبات بحث گرديده و نتايج تحليل ارائه شده است
  کنسينماتيک معکوس، حالت منفرد در سينماتيک، مسيرهای مم: کلمات کليدی

  

An Algorithm for Determining Feasible Robot’s Trajectories 
for Leaving a Singular Point 

 
 

F. Najafi and A. H. Mehvar 
Mech. Eng. Dept. of K. N. Toosi University of Technology 

 
 
Abstract 

Occurrence of singularity in robot manipulators complicates control process of the robots. Suitable design of 
robot’s trajectories is one of the ways for prevailing over the effects of singularity. In this article a new method 
for determining feasible trajectories along singular direction that a robot can leave a singular point at the 
beginning of its trajectory, is presented. On the base of singular value decomposition and mathematical model of 
singularity, an algorithm is presented for nonredundant robots in singularity with rank deficiency one, to find 
feasible trajectories along singular direction. Then the results were applied to a six degree of freedom robot and 
its feasible trajectories are determined. 
Key words: inverse kinematics; singularity in robots; feasible trajectories. 
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   مقدمه-۱
عنوان يکی از مشکلات  بروز حالت تکين در کنترل روباتها به

در وضعيت منفرد، روبات عملاً . اساسی همواره مطرح بوده است
همين دليل  دهد و به يک يا چند درجه آزادی خود را از دست می

. سرعت عضو انتهايی در يک يا چند جهت صفر خواهد شد
يش نامتناهی سرعت در يک يا معمولاً اين وضعيت توأم با افزا

چند مفصل بوده که به بروز ارتعاشات شديد در پيکرة روبات 
جهاتی را هم که در راستای آنها عضو انتهايی سرعت . انجامد می

يکی از بارزترين . نامند  می دهد، جهت منفرد خود را از دست می
مرز فضای کاری خود  حالات منفرد زماني است که روبات به

افتد   از نظر رياضی آنچه که در حالت منفرد اتفاق می.رسد می
کاهش مرتبة ماتريس ژاکوبين روبات بوده که نتيجة آن 

که در کنترل  از آنجا. ناپذيری ماتريس ژاکوبين است معکوس
مکانی حرکت روباتها نياز به تعيين معکوس ماتريس ژاکوبين 

زا  ها مشکلباشد، حالت منفرد در اعمال کنترل مکانی در روبات می
  .خواهد بود

در اين مقاله به بررسی مسيرهای حرکت روبات که از نقاط 
نمايند خواهيم پرداخت، زيرا که استفاده از  منفرد روبات عبور می

توان با  مسيرهای مناسب يکی از راهکارهايی است که می
  .بکارگيری آن، روبات را از حالت منفرد رهانيد

  . انجام رسيده است بهدر اين خصوص تحقيقات مختلفی 
 سرعتهای مفصلی از اين ديد که قادر به توليد حرکتی ]۱[در 

در حالت منفرد باشند بررسی شده است، اما اين روش تنها 
دانست که در آنها روبات قادر است فقط  مسيرهايی را مجاز می

در جهات عمود برجهت منفرد، نقطة منفرد را ترک و يا به آن 
 روش بسيار محدود کننده بوده و مسيرهای وارد شود، لذا اين
ای در راستای منفرد داشته  بايست هيچ مؤلفه پيشنهادی آن نمی

 الگوريتمهای مختلف کنترلی برای حالت منفرد ]۴-۲[در . باشند
ارائه شده است، در اين مقالات روشهای ارائه شده برای اجتناب و 

. باشند میيا کاهش مشکلات حالت منفرد در حين حرکت روبات 
 روشی برای طراحی مسير برای حالات منفرد ارائه شده ]۵[در 

است که در آن، يک حل پيوستة سينماتيک معکوس برای يک 
يک  بايست به در اين روش نتايج می. مسير معين ارائه شده است

شدند و ضمن اينکه نتايج  مسير از پيش تعيين شده، اعمال می
  .باشند فرد قابل استفاده میتنها برای يک حالت از حالات من

يکی از مشکلات خاص در طراحی مسير روباتها هنگامی رخ   
دهد که در آن روبات در وضعيت منفرد قصد حرکت در جهت  می

در اين حالت برای روبات اين کار عملی . منفرد را نيز داشته باشد
نبوده و لازم است مسيرهای ممکنی شناسائی شوند که روبات 

حرکت نمايد، لذا در اين  هت آن مسيرها شروع بهبتواند در ج
مقاله روشی ارائه شده است تا برای حالاتی که روباتها در نقاط 
ابتدائی مسير با وضعيت منفرد مواجه هستند، مسيرهای ممکن 
جهت خروج روبات از وضعيت منفرد در جهت منفرد شناسائی 

  .شوند
مقدار منفرد اساس روش تجزية  به اين منظور الگوريتمی بر  

مسيرهای ممکن آن دسته از مسيرهايی . (فرموله شده است
سرعت (هستند که همواره بتوان با يک ورودی کنترلی متناهی 

  ).حرکت در آورد روبات را در تمام طول آن به) متناهی
  
   مدل رياضی حالت منفرد-۲

همانطور که قبلاً بيان گرديد در لحظة منفرد مرتبة ماتريس   
يابد که در نتيجة آن ماتريس ژاکوبين  وبات کاهش میژاکوبين ر

معادلة بيانگر رابطة بين سرعت مفاصل . ناپذير خواهد شد معکوس
  :باشد می) ۱(صورت رابطة  و سرعت عضو انتهائی به

  
qJX && .=               )۱(  

  
)(ماتريس ژاکوبين  Jکه در آن  nm× ،q&  ماتريس

)1( ×n  سرعت مفاصل وX&  1(ماتريس( ×m های  مؤلفه
تعداد  mتعداد مفاصل روبات و  nسرعت عضو انتهايی روبات، 

  .باشند رکتی در فضای کاری روبات میدرجات آزادی ح
را  Jتوان ماتريس  با استفاده از روش تجزية مقدار منفرد می

  :]۷[ و ]۶[تجزيه نمود ) ۲(حاصلضرب سه ماتريس معادلة  به
  

TVUJ ..∑=             )۲(  
  

TJJ ماتريس ها بردارهای ويژة iuکه در آن    .باشند  می.
)( نيز ماتريسی متعامد Vماتريس  nn× است که ستونهای 

TJJآنرا بردارهای ويژة ماتريس  لذا . دهند  تشکيل می.
  : توان نوشت می
 

],...,,[ 21 muuuU =           )۳(  
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TJJها بردارهای ويژة ماتريس iu در آن که   . باشند  می.

)( نيز ماتريسی متعامد Vماتريس  nn× است که ستونهای 
JJآنرا بردارهای ويژة ماتريس  T لذا . دهند  تشکيل می.

  :وشتتوان ن می
],...,,[ 21 nvvvV =           )۴(  

JJها بردارهای ويژة ماتريس ivکه در آن  T .  هستند.
  :تعريف نمود) ۵(صورت  را نيز می توان به ∑ماتريس 

  











 ∑
=∑

−×−×−

−××

)]()[(])[(

)]([][

00
0ˆ

rnrmrrm

rnrrr      )۵(  

  
 معرف مرتبة ماتريس ژاکوبين، r، )۵(در معادلة 

)]([0 rnr ])[(ماتريس صفر ×− rnr −× ،)]([0 rmr −× 

])[(ماتريس صفر rmr −× ،)]()[(0 rnrm ماتريس صفر −×−

)]()[( rnrm ][ و ماتريس −×−
ˆ

rr−∑ز يک ماتريس  ني
  :شود تعريف می) ۶(صورت  قطری است که به

),...,,(ˆ
21 rdiag σσσ=∑        )۶(  

برابر با جذر مثبت مقادير ) ۶( رابطة  ̂∑عناصر قطری ماتريس 
TJJويژة ماتريس    : هستند و مقادير انفراد نام دارند، بطوريکه.

  
)......( 21 mr σσσσ ≥≥≥≥≥  

  
توان حل معکوس کاذب  روش تجزية مقدار منفرد می با توجه به

به کار ) ۷( رابطة J∗را برای محاسبة معکوس ماتريس ژاکوبين 
  :]۸[بست 

  
TUVJ .. ∗∗ ∑=            )۷(  

  
  :که در آن











 ∑
=∑

−×−×−

−×
∗

∗

)]()[(])[(

)]([

00
0ˆ

rmrnrrn

rnr     )۸(  

 

0])[(که در آن  rmr ])[( ماتريس صفر×− rmr −× ،

])[(0 rrn )]([ ماتريس صفر −× rrn 0)]([ و −× rrn ×− 
)]([ماتريس صفر  rrn    و −×

  

)1,...,1,1(ˆ
21 r

diag
σσσ

=∑∗  

  
)(در حالت منفرد از مرتبه . باشند می rm  :يمدار −
 

0...21 ==== ++ mrr σσσ  
  

)...(با توجه به اينکه  21 rσσσ ، همواره در لحظة ≤≤≤
بردارهای ) mu تا ru+1از ( Uمنفرد ستونهای آخر ماتريس 

 تا ru+1لذا بردارهای . باشند متناظر با مقادير منفرد صفر می

mu ۸[ معرف بردارهای يکة جهات منفرد متناظر خواهند بود[ .
)1(حالت منفرد مرتبه يک  در اينجا خود را به −= mr 

 muمحدود نموده و لذا جهت منفرد يکی است که با بردار 
  .شود مشخص می

  عت در حالت منفرد مدل سر-۳
قبلاً بيان شد که در لحظة منفرد و در حالت منفرد مرتبه يک   

لذا .  معرف بردار يکة جهت منفرد خواهد بودmuبردار 
حاصلضرب داخلی اين بردار در بردار سرعت عضو انتهايی، مؤلفة 

  ):۹(ابراين داريم  خواهد بود، بن&d)(سرعت در جهت منفرد 

Xud T
m

&& .=              )۹(  
  :تر صورت کلی و يا به

XU
d
Y T &
&

&
.=








            )۱۰(  

  
 مؤلفة سرعت در جهاتی غير m−1 معرف &Yکه در اين رابطه 

. رف مؤلفه سرعت در جهت منفرد استمع&dاز جهت منفرد و 
بيانگر تبديل بردار سرعت عضو انتهايی به دستگاه ) ۱۰(رابطة 

جديدی بوده که ويژگی مهم آن دستگاه اين است که در آن 
اکنون . دهد بردار يکة جهت منفرد آخرين محور آنرا تشکيل می

خواهيم ) ۱۰(و جايگزينی در رابطة ) ۱(با استفاده از رابطة 
  :داشت
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qJU
d
Y T &
&

&
..=








            )۱۱(  

  
  :توان چنين بيان داشت تر می عبارت ساده که به

  
qKY && .=               )۱۲(  

 

qLd && .=               )۱۳(  
  

)]1([) زير ماتريس( ماتريس Kکه در آن  nm  Lو −×
)1() زير ماتريس(ماتريس  n×توان نوشت باشند، لذا می  می:  

  

JU
L
K T .=






             )۱۴(  

  

 خواهد بود L=0 و به تبع آن &d=0در لحظة منفرد 
  ). مخالف صفر است&q)(زيرا که ماتريس سرعت مفاصل (
  
   شناسائی مسيرهای ممکن-۴

نسبت به زمان و با ) ۱۳(گيری از طرفين رابطة  با مشتق  
 برابر صفر خواهد Lعنايت به اين مسئله که در لحظة منفرد 

 لذا &d=0در حالت منفرد ) ۱۳(زيرا با توجه به رابطة (بود 
0=L (توان نوشت برای شتاب در لحظة منفرد می:  
  

qLqq
dt
dLd TT &&&&& )..( ℑ==         )۱۵(  

  :که در آن





























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=ℑ

n

n

nn

n

n

q
l

q
l

q
l

q
l

q
l

q
l

q
l

q
l

q
l

L

.....

..
....

.....

.....

21

22

2

2

1

11

2

1

1

 

مقادير (qهای ماتريس  ها درايهiqو Lهای ماتريس  درايه ilو 
  .باشند می) جابجايی مفاصل

، می توان گفت &Yبا توجه به تعريف بردار ) ۱۲(در رابطة 
 يک ماتريس با مرتبة کامل است Kماتريس 

)1)(( −= mKRankتوان اين ماتريس را به دو زير   و می
  :تجزيه نمود) ۱۶(ماتريس به صورت 

  
],[ sP KKK =             )۱۶(  

  
پذير با  يک ماتريس مربعی معکوس PKکه در اين رابطه 

1−m  سطر و ستون وsK  يک ماتريس
)]1[()1( +−×− mnm همين ترتيب  به. باشد می
  ):۱۷(را نيز تجزيه کرد رابطة  &q توان ماتريس می

  









=

S

P

q
q

q
&

&
&              )۱۷(  

  
)1(يک بردار  &Pqکه در آن  −m  عضوی وSq& يک بردار 

)1( +−mn ۱۲(ان رابطة تو بنابراين می. باشند عضوی می (
 :بازنويسی نمود) ۱۸(صورت  را به

 

sSPP qKqKY &&& .. +=          )۱۸(  
  

  :داريم) ۱۸(و ) ۱۷(با توجه به روابط 
  








 −
=








=

−

S

SSP

S

P

q
qKYK

q
q

q
&

&&

&

&
&

)..(1

    )۱۹(  

 :تر طور خلاصه و يا به

SqNYMq &&& .. +=           )۲۰(  
  

  : که در آن
  









=

−

0

1
PKM   و   







−
=

−

I
KK

N SP .1

 

 

www.SID.irwww.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  
  ...مجله دانشکده فنی دانشگاه تبريز                                                                                                   الگوريتم شناسايی مسيرهای / ٥١

  

))1()1(( ماتريس صفر 0که در آن  −×+− mmn و I 
))1()1((ماتريس واحد  +−×+− mnmnباشند  می .

معادلة نهائی برای ) ۱۵(در رابطة ) ۲۰(با جايگذاری از رابطة 
  :آيد دست می به) ۲۱ (شتاب در راستای جهت منفرد به صورت

  

CqBqAqd SS
T
S ++= &&&&& ...        )۲۱(  

  
  :که در آن

YMLMYC
NLLMYB

NLNA

TT

TT

&&

&

....
).(.

..

ℑ=
ℑ+ℑ=

ℑ=
       )۲۲(  

  
صفر را بررسی  توان شرايط وجود مسيرهای با شتاب غير حال می

بررسی حالت منفرد در روباتها محدود  در اينجا خود را به. نمود
 تعداد مفاصل برابر با تعداد که در آن روباتها از آنجايی. نمائيم می

)(درجات آزادی عضو انتهايی است  nm  به &Sq، لذا بردار =
ساده ) ۲۳(صورت رابطة  به) ۲۱(يک اسکالر تبديل شده و رابطة 

  :شود پس خواهيم داشت می
  

CqBqAd SS ++= &&&& .. 2          )۲۳(  
  

دهيم که در آن   را مورد بررسی قرار میدر اين مقاله، حالتی
روبات در شروع مسير حرکت خود در نقطه منفرد قرار داشته و 

)0(0خواهد از آنجا حرکت نمايد، لذا  می =Y& در اين حالت ،
مشخص است چنانچه بردار سرعت ) ۲۲(همانگونه که از روابط 

ابر صفر باشد در جهات غير از جهت منفرد در لحظة منفرد بر
)0)0(( =Y& ماتريسهای ،B و C نيز برابر صفر خواهند 

عبارت ديگر چنانچه عضو انتهايی روبات به هنگام ترک  به. بود
 صفر C و Bنقطة منفرد دارای سرعت اوليه نباشد ماتريسهای 

  ):۲۴(بنابراين خواهيم داشت . شوند می
  

2. SqAd &&& =               )۲۴(  
  

 مخالف صفر باشد، شتاب در راستای Aدر معادلة فوق اگر 
اين از نظر فيزيکی به آن .  خواهد بودAمنفرد هم علامت با 

تواند تحت  ه عضو انتهايی در لحظة منفرد تنها میمعناست ک

، حرکت خود را از نقطة منفرد تنها در Aشتابی هم علامت با 
عبارت ديگر در داخل فضای کاری  به. يک سمت آن آغاز نمايد

تواند به يک سمت  نيز مرزی وجود دارد که عضو انتهايی تنها می
تواند بر مرز فضای کاری نيز منطبق  ز میاين مر(آن عبور نمايد 

کدام  اينکه در لحظة منفرد عضو انتهايی قادر خواهد بود به) باشد
مثبت A است، اگر Aسمت اين مرز حرکت نمايد تابع علامت 

سو با جهت منفرد و در غير اينصورت در  باشد در سمت هم
لذا . هت منفرد امکان حرکت وجود خواهد داشتسمت مخالف ج

شوند  در مسائلی که اين گروه از حالت منفرد را شامل می
مسيرهايی قابل قبولند که شتاب در آنها در لحظة منفرد و در 

  .  باشندAجهت منفرد هم علامت با 

 &&d=0صورت  به) ۲۴ ( برابر صفر باشد معادلةAاما اگر 
معنای آنست که در راستای منفرد  اين به. خلاصه خواهد شد

شتابی ايجاد خواهد شد و لذا هيچ مسير ممکنی با شتاب غير 
صفر در راستای منفرد و در لحظة منفرد وجود نخواهد داشت 

عبارت ديگر در اين شرايط و با اين فرضيات، امکان حرکت در  به
توان  شود که می بنابراين مشاهده می. راستای منفرد وجود ندارد

 در خصوص مسيرهای ممکن از نقطه منفرد Aبا توجه به مقدار 
  .بحث نمود

 شناسايی مسيرهای ممکن برای يک روبات شش درجه -۵
  آزادی

دست آمده را روی يک  خواهيم نتايج به در اين قسمت می  
اين روبات که در .  درجه آزادی مورد بررسی قرار دهيم۶روبات 
آورده شده است دارای يک درجه آزادی کشويی و پنج ) ۱(شکل 

 هارتنبرگ –پارامترهای دناويت . باشد درجه آزادی دورانی می
  .اند آمده) ۱(برای اين روبات در جدول 

) ۲۵(صورت رابطة  ماتريس ژاکوبين به) ۱(با استفاده از جدول 
در اينجا به منظور سادگی عبارات، ماتريس . (دست خواهد آمد به

 ):ايم  محاسبه نموده۳ژاکوبين را در دستگاه مختصات 
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  :که در آن
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  ...مجله دانشکده فنی دانشگاه تبريز                                                                                                   الگوريتم شناسايی مسيرهای / ٥٢

  










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




=

000
110
000

21J  و  















=

000
000
000

12J  














 −
=

501
5.440
5.440

22

C
SSC
SCS

J  

 

 
   روبات شش درجه آزادی-۱شکل 

  
   هارتنبرگ– پارامترهای دناويت -۱جدول 

  
θi di ai αi مفصل 

0 d1 a1 0 1 

θ2 0 a2 0 2 

θ3 0 0 90° 3 

θ4 d4 0 -90° 4 

θ5 0 0 90° 5 

θ6 0 0 0 6 

.  
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  ...مجله دانشکده فنی دانشگاه تبريز                                                                                                   الگوريتم شناسايی مسيرهای / ٥٣

  

θθتوضيح است که  لازم به ( sin4,cos4 4 == SC و (...
 برابر ماتريس صفر است، لذا مسئله در سه درجه 12Jاز آنجا که 

آزادی اول مستقل از سه درجه آزادی دوم است و بنابراين 
توان برای سه  بررسی وضعيت منفرد و مسيرهای ممکن را می

طور مستقل از سه درجه آزادی دوم انجام  درجه آزادی اول به
کن برای بررسی مسيرهای مم لذا در اين مقاله به. داده و بالعکس

سه درجه آزادی اول خواهيم پرداخت و مسيرهای ممکن برای 
  .گردند سه درجه آزادی دوم بطور مشابه تعيين می

 وجود 11Jدر بررسی سه درجه آزادی اول تنها زير ماتريس 
خواهد داشت، لذا در اين حالت مقادير منفرد برای اين ماتريس 

  :ندهست) ۲۶(صورت روابط  به
  















−++
−++=

=

−++
+++=

5.02
42

2
42

2
4

2
2

42
2
4

2
21

2

5.02
42

2
42

2
4

2
2

42
2
4

2
21

)))3(4)322(
322(5.0(

1

)))3(4)322(
322(5.0(

CdaSdada
Sdada

CdaSdada
Sdada

σ
σ

σ

                 )۲۶(  
  

توان حالت يا حالات  اکنون با مشخص بودن مقادير منفرد می
  .منفرد را برای سه درجه آزادی اول روبات شناسايی نمود

 هميشه مثبت و مخالف صفر 2σ و 1σمقادير منفرد 
نها حالت منفرد برای سه درجه آزادی اول هستند و لذا ت

 3σای باشد که  بندی روبات بگونه است که در آن پيکر زماني
  ):۲۷(اين شرايط عبارت خواهد بود از . برابر صفر گردد

23
ππθ += k             )۲۷(  

د برابر ماتريس ژاکوبين در لحظة منفر) ۲۵(با توجه به رابطة 
  ):۲۸(خواهد شد با 
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  :که در آن

  





=−
=

=
اگرkفرد
اگرkزوج

1
1

ε  

  
و آنچه که بيان گرديد دو نتيجه حاصل ) ۲۸(با توجه به رابطة 

، سطر سوم ماتريس ژاکوبين Lشود، اول اينکه ماتريس  می

11Jو در لحظة منفرد ماتريس  بوده Lباشد و   برابر صفر می
 برابر ۳دوم اينکه مؤلفة سوم سرعت عضو انتهايی در دستگاه 

 دستگاه Zصفر است، لذا جهت منفرد نيز همان محور 
  . خواهد بود۳مختصات 
  ):۲۹(توان نوشت   میLعبارت پارامتری ماتريس  با توجه به
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2SaL          )۲۹(  

  
  :که در لحظة منفرد برابر است با
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2εaL          )۳۰(  

  
  ):۳۱( نيز در لحظة منفرد برابر است با Kاز طرفی ماتريس 
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.  را به دو زير ماتريس تجزيه کردKون می بايست ماتريس اکن

  :داريم) ۱۹(و ) ۱۷(، )۱۶(لذا با توجه به معادلات 
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  : عبارتند ازSK و PKکه در اين حالت ماتريسهای 
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  ...مجله دانشکده فنی دانشگاه تبريز                                                                                                   الگوريتم شناسايی مسيرهای / ٥٤

  


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2qqSو  &&  برابرند N و Mلذا در اين حالت ماتريسهای . =
  :با
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  . را تعيين نمودC و A ،Bتوان مقادير  اکنون می
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
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


 +
−=

ε
ε

ε
42
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da
adaA        )۳۳(  

0== CB  
  

 همواره مخالف صفر است، لذا شتاب در Aاز آنجا که مقدار 
توان گفت  بنابراين می.  خواهد بودAجهت منفرد، تابع علامت 

مسيرهايی ممکن هستند که در لحظة شروع حرکت، شتاب در 
علامت  هم)) ۳۴(رابطة (hراستای منفرد در آنها با پارامتر 

  :باشند
 

ε
ε

42

24

da
adh +

−=            )۳۴(  

  
د نقطة منفرد را در توان  مثبت باشد روبات میhبنابراين اگر 

 منفی باشد روبات hنمايند و اگر  جهت بردار يکة منفرد ترک 
تواند نقطة منفرد را در جهت خلاف بردار يکة منفرد ترک  می

 با ۳ذکر است که بردار يکة منفرد در دستگاه  لازم به(نمايند،  
جز اين موارد مسيرهای  به). شود تعريف می)1,0,0(بردار 

  .ممکن هيچ محدوديت ديگری نخواهند داشت
شود که اگر پارامترهای  ملاحظه می) ۳۳(اما با دقت در رابطة 

4d 2 وa با هم برابر باشند، در حالتی که ε است، -۱ برابر 
شود و مسير ممکنی که بتواند در جهت   صفر میAمقدار 

  .منفرد نقطة منفرد را ترک نمايد وجود ندارد

توان در خصوص سه درجه آزادی دوم نيز  روش مشابه می به
محاسبات را دنبال کرد و مسيرهای ممکن را برای اين روبات 

  .دست آورد به
  گيری  نتيجه-۶

ت از حالت منفرد، استفاده از يکی از راههای خارج نمودن روبا  
مسيرهای ممکن برای خروج از . باشد مسيرهای مناسب می

وضعيت منفرد با محدوديتهايی روبرو خواهند بود که اين 
محدوديتها با توجه به ويژگيهای هندسی حالت منفرد تعيين 

  .شوند می
در اين مقاله روشی ارائه شد که توسط آن مسير ممکن در جهت 

روباتی را که در شروع مسير خود در وضعيت منفرد منفرد برای 
اين منظور توسط روش تجزيه  به .قرار گرفته شناسايی نمود

مقدار منفرد، الگوريتمی جهت شناسايی مسيرهای ممکن در 
جهت منفرد، ارائه شد و در آخر با استفاده از الگوريتم پيشنهادی 

وبات مسيرهای ممکن جهت خروج از وضعيت منفرد برای يک ر
  .شش درجه آزادی تعيين شدند
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