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  كنش روي درخت كيليفرآيندهاي پخش و برهم
 
 

 4، بتول قلندري3، معصومه باقري2پيامحسن فرخ ،1فرهنگ متينلاله 
 

ترين همسايگي كنش با نزديككنش روي درخت كيلي با فرض برهمترين مدل پخش و برهمعمومي: چكيده
براي اين مدل، ابتدا . شودو ديناميكي بررسي ميمعرفي و توسط دو ديدگاه بازه خالي و بازه پر، در دو حالت ايستا 

اي با استفاده از اين معادله، به سپس تحول چنين سامانه. شودي تحول زماني به فرم بسته محاسبه ميمعادله
 در انتها، نتايج حاصل از اين . صورت تحليلي و عددي با تقريب تفاضل محدود صريح زماني مطالعه خواهد شد

 .شوندمقايسه ميها بررسي و حل
  

حالت  ،ي تحولمعادلهكنش، درخت كيلي، روش بازه خالي و بازه پر، فرآيندهاي پخش و برهم: واژه هاي كليدي
  .شوك

 
  1مقدمه .1

فرآيندهاي غيرتعادلي در چارچوب مكانيك آماري 
سازي اين گونه مسائل،  شوند، به منظور ساده بررسي مي

. كند مياستفاده   هاي تصادفي مكانيك آماري از مدل
هاي پخش و يك گروه از فرآيندهاي غير تعادلي، مدل

هاي  كنش هستند كه اين فرآيندها با روشبرهم
 ]. 1-3[شوندسازي بررسي مي تحليلي، تقريبي و شبيه

-ترين مدل پخش و برهم، عمومي]4[ي در مقاله
كنش با برهمفرض وجود كنش روي درخت كيلي با 

ترين همسايگي معرفي و به طور دقيق با روش نزديك
شوك منفرد نيز به وسيله . بازه خالي حل شده است

مورد مطالعه قرار گرفته  ]5-7[روش بازه پر در مقالات 
  .است

كنش را حاضر فرآيندهاي پخش و برهم يدر مقاله
با دو ديدگاه بازه خالي و بازه پر  روي درخت كيلي
ها به زماني را براي اين مدل ي تحولبررسي و معادله

                                              
استاديار و هيئت علمي گروه فيزيك، دانشكده علوم پايه، دانشگاه ) 2و  1

      1laleh.matin@alzahra.ac.ir: آزاد اسلامي واحد تهران شمال
دانشجوي كارشناسي ارشد فيزيك، دانشكده علوم پايه، دانشگاه ) 4و  3

  آزاد اسلامي واحد تهران شمال

ي تحول زماني بيانگر تغييرات معادله. آوريمدست مي
ي تصادفي در يك زمانيِ احتمال حضور يك سامانه

حالت معين است كه اين تغييرات ناشي از گذار اين 
 در. هاي ديگر استسامانه از يك حالت معين به حالت

- خش و برهمهاي پمقدمه اي بر فرآيند ابتدا مقاله اين
 نماييم، سپس كنش روي درخت كيلي را بيان مي

نيز در انتها پذير توسط روش بازه خالي و هاي حلمدل
حالت شوك روي درخت كيلي را با روش بازه پر بررسي 

 .كنيممي
  
كنش روي درخت ي پخش و برهمسامانه .2

  كيلي
هاي پخش و يك دسته از فرآيندهاي تصادفي، مدل

به طوري كه تعدادي ذره از يك يا . هستندبرهم كنش 
كنند و چند نوع، روي يك شبكه يا پيوستار حركت مي

كنش با يكديگر شوند و به دليل برهمپخش مي
علاوه بر اينكه وجود . تعدادشان ممكن است تغيير كند

تواند تعداد ذرات را تغيير ها ميكنش بين جايگاهبرهم
تواند ي سامانه نيز ميدهد، ورود و خروج ذره از مرزها

ي حاضر در مقاله. منجر به تغيير تعداد ذرات شود
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با  كنش را روي درخت كيليفرآيندهاي پخش و برهم

. كردبررسي خواهيمدو ديدگاه بازه خالي و بازه پر 
بدون دور  متقارن و درخت كيلي يك گراف همبند،

شكل ( گره ديگر متصل است ξهرگره آن به  كهاست 
1(.   

گويند اگر توسط يك يال مي سايهجايگاه را هم دو
هر جايگاه ممكن است خالي  .به هم متصل شده باشند

ر  در شده باشيا توسط يك ذره پبا ) خالي(در اينجا پ● 
 را هابين جايگاه كنشبرهم و شودنشان داده مي) ○(

  . گيريمهمسايگي در نظر مي تريناز نوع نزديك نيز
  

روش بازه خالي روي  پذيرتوسطي حلهامدل. 3
  درخت كيلي

 در روش بازه خالي تحول زماني تابع احتمال، 
 E୬ሺtሻ) احتمال آنكه در زمانtي ، مجموعهn  تايي
هاي متصل به هم روي درخت كيلي خالي ازجايگاه
كنيم در اينجا فرض مي. كنيمرا بررسي مي) باشند
به شاخص E୬ሺtሻ ي كيلي همگن باشد، يعني شبكه

اضافي كه معرف جاي اين ناحيه خالي است بستگي 
اي را در نظر بگيريد كه احتمال براي مثال خوشه. ندارد

است و اين احتمال  پر بودن يك جايگاه در آن 
 :ها است پسهاي ديگر جايگاهمستقل از حالت

 
E୬ ൌ ሺ1 െ ρሻ୬                                  )1(   

 

هاي متصل به هم خالي ايگاهتايي ازج nي مجموعه
  ).1(دهيم شكل نشان مي О୬را با 

  
ي خالي روي درخت كيلي با نمايشي از يك خوشه. 1شكل

 ൌ   

نوع برهم كنش مابين دو جايگاه همسايه  12از بين 
كنش زير مجاز هستند و معادله تحول را تنها سه برهم
  :دارندبسته نگه مي

,rଵ   ●○→●●  
,rଶ  ○○→○●  
,rଷ  ○○→●●  

 
شكل عمومي معادله تحول زماني تابع احتمال 

  :عبارت است از
ୢౠሺ୲ሻ

ୢ୲
ൌ ∑ ൣW୨୧P୧ሺtሻ െ W୧୨P୨ሺtሻ൧୧ஷ୨  )2(        

      
ي تصادفي از حالت نرخ گذار سامانه W୨୧كه در آن، 

j  بهi  است و P୨  احتمال حضور آن سامانه در حالتj 
ౠୢ. است

ୢ୲
اول اينكه سامانه در : ناشي از دو عامل است 

هاي ديگر از باشد و به دليل گذار به حالت jحالت 
دوم اينكه سامانه در ). چاه(حالت مورد نظر خارج شود 

 jباشد و به دليل گذار به حالت  jهايي به جز حالت
  ).چشمه(بيايد 

هاي مناسب و مجاز از نوع كنشدر اينجا تمام برهم
 ، را E୬ሺtሻپس معادله تحول زماني . چاه هستند

      :ير نوشتتوان بصورت زمي
dE୬

dt ൌ െR୬rଵPሺ● െ О୬ሻ െ R୬ሺrଶ  rଷሻ 
כ P൫   о െ О୬൯ െ ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻPሺО୬ሻ  
)3  (  

  R୬هاي يك ناحيه خالي متشكل از تعداد همسايه
n ي زير به باشد كه از رابطهجايگاه به هم پيوسته مي

  :آيددست مي
R୬ ൌ n ሺξ െ 2ሻ  2                            )4(  

 
 :و با در نظر گرفتن روابط زير

Pሺ● െ Оሻ  Pሺо െ Оሻ ൌ PሺО୬ሻ 
Pሺ● െ Оሻ ൌ E୬ െ E୬ାଵ                           

)5(  
ي زير به صورت بسته E୬ሺtሻي تحول زماني معادله

  :آيددر مي
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ܧ݀

ݐ݀ ൌ ܴሼെݎଵሺܧ െ  ାଵሻܧ
െሺݎଶ  ାଵሽܧଷሻݎ െ ሺ݊ െ 1ሻሺ2ݎଶ    ܧଷሻݎ

 )6(  
,rଷاست كه  در اين مقاله فرض شده rଶ, rଵ غير 

 .صفرند
 

ي تحول تابع احتمال حل معادله. 1- 3
En(t) 

  :جواب حالت ايستا. 1-1- 3
صفر در نظر گرفته  E୬مشتق زماني  در حل پايا،

  :بنابراين .شودمي
R୬ሾെrଵሺE୬

ୱ െ E୬ାଵ
ୱ ሻ െ ሺrଶ  rଷሻE୬ାଵ

ୱ ሿ 
െሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻE୬

ୱ ൌ 0  )7                (
     

 E୬ ها معرف احتمال هستند، در نتيجه غير منفي
داشته  تايي خالي) n+1(ي هستند و چنانچه خوشه

پس . تايي خالي نيز خواهيم داشت n ي باشيم، خوشه
E୬  ها نسبت بهn  نزولي هستند يعني احتمال آنكه

تايي خالي باشد بيشتر از احتمال خالي  nي مجموعه
تايي است و به شرطي معادله ) n+1(بودن مجموعه 

E୬ي فوق برقرار است كه همه
ୱ  ها صفر باشند زيرا از

  :شود كهمياين معادله نتيجه 
E୬ାଵ

ୱ

E୬
ୱ ൌ

R୬rଵ  ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻ
R୬ሺrଵെrଶെrଷሻ  

)8                                                               (  
rଵچنانچه   rଶ  rଷ  باشد كسرశభ

౩


౩ تر بزرگ

ها نزولي نيستند و  E୬از يك است كه در اين حالت 
rଵاگر  ൏ rଶ  rଷ  باشد كسرశభ

౩


౩  منفي است و

  E୬ پس تنها حل ممكن . احتمال را ندارندها مفهوم
  :به صورت زير است) 7(ي معادله

E୬
ୱ ൌ 0 

ها در حالت پايا اشغال بدين معني كه تمام جايگاه
ي شوند و اين نتيجه قابل قبول است زيرا در همهمي

 .شوندهاي مجاز، ذرات خلق ميواكنش
  

  :جواب حالت ديناميكي. 1-2- 3
ي تصادفي مانهبه سا در بررسي حالت ديناميكي،

سئوالي كه مطرح است . دهيمهاميلتوني نسبت مي
كه هم ارز . يافتن طيفي براي هاميلتوني تحول است

در نتيجه . هايي با وابستگي نمايي استيافتن پاسخ
  :دهيم به صورت زير استپاسخ ديناميكي كه ارائه مي

E୬
க ሺtሻ ൌ E୬

க expሺεtሻ                             )9(  
ي تحول زماني در معادله) 9(ي رابطهبا جايگذاري 

 :خواهيم داشت
  

െሾR୬rଵ  ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻ  εሿܧ
ఌ

 Rሺݎଵ െ ଶݎ െ ୬ାଵܧଷሻݎ
ε ൌ 0 

)10(  
 

  :از اين معادله داريم
୬ାଵܧ
ε ൌ J୬ܧ୬

ε                                  )11(  
 :شودبه صورت زير تعريف مي J୬كه
  

J୬ ൌ
ܴrଵ  ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻ  ε

R୬ሺrଵ െ rଶ െ rଷሻ  
 

J୬  تر از يك است و با توجه به منفي يا بزرگ
୬ܧمنفي باشد  J୬ اگر ) 11(ي رابطه

ε  ها مفهوم احتمال
تر از يك باشد آنگاه بزرگ J୬ را نخواهند داشت و اگر 

୬ܧ
ε در نتيجه . ها ديگر نزولي نخواهند بود J୬  بايد براي

، كه اين شرط ]4[هاي مثبت، صفر شود  nبرخي از 
 :دهد، پسرا مي εمقادير مجاز براي   J୬روي 
  

୩ߝ ൌ െξrଵ െ ሺk െ 1ሻβ    , ݇  1    )12 (  
  :شودبصورت زير تعريف مي مارنده است و ش ݇

β ൌ ሺξ െ 2ሻݎଵ  2rଶ  rଷ 
 ها معرف طيف انرژي هستند و گسسته ୩ߝ 

ترين مقدار ويژه و باشند و يك گاف انرژي بين بزرگمي
اين بدان معني است كه سامانه با زمان . صفر وجود دارد

  :رودمشخصي به سمت پاياي خودش ميواهلش 
τ ൌ ଵ

ஞ୰భ
                                              )13(  
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ي تحول در حالت حل عمومي براي معادله

 :ديناميكي به شرح زير است
  

E୬ሺtሻ ൌ ∑ C୩
∞
ୀଵ E୬

୩݁ݔሺߝtሻ          14(   
 

  .شوندها با شرط اوليه مشخص مي C୩كه در آن 
دهيم عبارت حالت ارائه ميحل خاصي كه براي اين 

 :است از
  

୬ሺtሻܧ ൌ Eଵሺtሻሾܾሺݐሻሿ୬ିଵ                 )15(  
 

و ) 6(ي در معادله) 15(ي با جايگذاري رابطه
 :سازي جملات داريممرتب
  

ܾሺݐሻ ൌ ሺሻ௫ሺିఉ௧ሻ
ଵାα ୠሺሻ ሾଵିୣ୶୮ሺିβ୲ሻሿ

              )16(  
 و

Eଵሺtሻ ൌ Eଵሺ0ሻ݁ݔሺെξݎଵݐሻ  

൜
1

1  ሺ0ሻሼ1ܾߙ െ ሻሽൠݐߚሺെݔ݁
ξ

ሺξିଶሻ 
)17( 

ي جايگذاري اين روابط در جواب خاص، معادلهبا 
  :شودنتيجه مي) 15(

Eଵሺtሻ ൌ Eଵሺ0ሻ݁ݔሺെξݎଵݐ െ ሺ݊ െ 1ሻݐߚሻ 

൜
1

1  ሺ0ሻሼ1ܾߙ െ ሻሽൠݐߚሺെݔ݁
ξ

ሺξିଶሻାିଵ

 
 )18(  

  :كنيمفرض مي  t=0ي كه در آن در زمان اوليه
E୬ሺ0ሻ ൌ ሺ1 െ    ሻ୬ߩ

 
با  ሻܜሺܖ۳حل عددي معادله تحول . 1-3- 3

  :روش تفاضل محدود صريح زماني
بخش، معادله تحول را به صورت عددي با در اين 

. كنيمروش تفاضل محدود صريح زماني بررسي مي
، طبق تعريف مشتق به E୬ሺtሻي تحول زماني معادله

    :آيدصورت جبري زير در مي

E୬
୲ା∆୲ െ E୬

୲

∆t ൌ R୬ሾെrଵሺE୬
୲ െ E୬ାଵ

୲ ሻ െ ሺrଶ  rଷሻE୬ାଵ
୲ ሿ 

െሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻE୬
୲  

)19(  
E୬توان مي) 19(ي با مرتب كردن رابطه

୲ା∆୲  را
E୬برحسب جملاتي از 

୲ وE୬ାଵ
୲  پس تابع . بيان كرد

E୬احتمال 
୲ା∆୲آيدي زير در مي، به صورت بسته: 

  
E୬

୲ା∆୲ ൌ E୬
୲ ൣ1 െ ∆t൫rଵR୬  ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻ൯൧ 

E୬ାଵ
୲ . .ݐ∆ ܴሾݎଵ െ ሺݎଶ   ଷሻሿݎ

)20(  
ضرايب بايد مثبت باشند، كه نتيجه ) 20(در رابطه 

 حاصله را شرط پايداري و همگرايي حل عددي 
  :شرايط پايداري اين معادله عبارتنداز: ناميممي

rଵ  rଶ  rଷ 
∆t 

1
rଵR୬  ሺn െ 1ሻሺ2rଶ  rଷሻ 

                                                              
)21(  

E୬در اين حل عددي،
୲ା∆୲ هاي طولاني به در زمان

شود و شرايط پايداري كه در سمت صفر همگرا مي
  .كندارضا مينشان داديم اين همگرايي را ) 21(رابطه 
  
هاي تحليلي و عددي مقايسه حل. 2- 3

  : ሻܜሺܖ۳ معادله تحول
هاي عددي و تحليلي در حل بعد از ارائه روش

و بدست آوردن پاسخ اين  E୬ሺtሻي تحول معادله
براي اين . پردازيمها ميبه مقايسه اين پاسخ ،معادلات

هاي محدود در نظر منظور يك شبكه با تعداد جايگاه
ناميم يعني مي n୫ୟ୶ها را گيريم، تعداد جايگاهمي

  nاحتمال خالي بودن( E୬سپس . شبكه كراندار است
را در دو نمايش عددي و ) جايگاه به هم پيوسته است

  .كنيمجواب خاص بررسي مي
در nmax = 3جايگاه يعني 3اي با ابتدا شبكه: الف
به    Eଷو   Eଵ  ،Eଶ ت گيريم، در اين حالنظر مي

) عددي و جواب خاص(دست آمده را در هر دو نمايش 
   .بينيمدر شكل زير مي

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  و همكاران فرهنگ متين/ ...كنش رويفرآيندهاي پخش و برهم

 

45

  
 به صورت عددي و تحليلي خاص  ۳و   ۳نمايش  .2شكل

.اي با  در سامانه ൌ ܠ܉ۻܖ  

گيريم، جايگاه  در نظر مي 15اي با حال شبكه:ب
دست آمده را  به   ۳و   ۳  ،۳  در اين حالت نيز 

 3در شكل ) عددي و جواب خاص(در هر دو نمايش 
  .بينيممي

 
به صورت عددي و   ۳و   ۳  ،۳ نمايش   .3شكل

ൌ ܠ܉ۻܖاي با  در سامانه تحليلي  

 
 جايگاه در نظر  40در انتها، شبكه اي با : ج

به دست    ۳و   ۳  ،۳  در اين حالت. گيريممي
در ) عددي و جواب خاص(آمده را در هر دو نمايش 

 .بينيمشكل زير مي
،   ܠ܉ۻܖبينيم هر چه كران شبكه بته يعني مي
تر اختيار شود، پاسخ عددي و جواب خاص به بزرگ

 .شوندتر مييكديگر نزديك

 
 به صورت عددي و تحليلي  ۳و   ۳  ،۳ نمايش  .4شكل

ൌ ܠ܉ۻܖ.اي با  در سامانه   
  

  حالت شوك روي درخت كيلي. 4-1
ξدرخت كيلي با عدد   چنانچه . در نظر بگيريد 3

ي متصل به هم، روي هاتايي از جايگاه nي يك خوشه
خالي باشند  هاپر و بقيه جايگاه ρدرخت با احتمال اين 

آنگاه به اين آرايش خاص روي درخت كيلي، حالت 
ξ گويند به طور مثال برايشوك مي ൌ  )5(به شكل    3

  :توجه كنيد 

 
  . =n 6و خوشه  ξ=3نمايشي از درخت كيلي با .  5شكل

    
ي چگالي، حالت به طور كلي تغييرات ناپيوسته

تابع احتمال وابسته به . شودشوك ناميده مي
يِ ، معرف احتمال آن است كه يك خوشه Pn(t)زمان

روي درخت كيلي پر و بقيه   t جايگاهي در زمان nپرِ 
احتمال پر بودن يك جايگاه روي . شبكه خالي باشد

هاي ديگر باشد كه به حالت جايگاهمي ρدرخت كيلي 
داشتن يك در حالت كلي احتمال . وابسته نيست

E2 

E3 

E2 E3 

E4 

E2 
E3 

E4 
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كيلي با رابطه زير جايگاهي روي درخت n پرِ ي خوشه

  : شودداده مي
P୬ ൌ ρ୬                                       (22) 

پر  ي متصل به همِهاتايي از جايگاهn مجموعه يك 
  .دهيمنشان مي ୬●با  را

 
پذير توسط روش بازه پر هاي حلمدل. 4-2

  روي درخت كيلي
در اينجا تحول زماني تابع احتمال وابسته به 

 همانطور كه گفتيم،. شد بررسي خواهد  Pn(t)زمان
Pn(t)  ر معرف احتمال آن است كه يك خوشهيِ پn 

روي درخت كيلي پر و بقيه شبكه  t جايگاهي در زمان
خالي باشد به عبارت ديگر شوك همانند خوشه در 

براي بررسي تحول خوشه ابتدا بايد . درخت كيلي است
رايشي نوشته معادله تحول زماني مربوط به چنين آ

معادله تحول به شرط آنكه كليه جملات اين . شود
ها بيان نمود بسته خواهد  Pn معادله را بتوان بر حسب

كنش ها، معادله تحول را بسته نگه تعدادي از برهم. بود
بسته بودن معادله تحول نياز دارد تا . نخواهند داشت

نرخ هايي را كه يك جايگاه خالي روي درخت ايجاد 
كنش  ند صفر در نظر بگيريم، زيرا چنين برهمكمي

شوند يك هايي تنها با ايجاد يك جايگاه خالي باعث مي
تايي كاملاً پر به هم پيوسته را به دو خوشه پر  nخوشه 
تر تفكيك كنند و باعث نقض تعريف شوك كوچك
باشد كه زيرا شوك در شبكه اي قابل تعريف مي. شوند

براي . و بقيه شبكه خالي باشد پر ρيك ناحيه با چگالي 
كنش هايي بايد برهم Pn(t)نوشتن معادله تحول زماني 

ي كاملاً پر را به يك را انتخاب كنيم كه يك مجموعه
.               تر تبديل كندتر يا كوچكي پر بزرگمجموعه

كنش مجاز به شرح زير با توجه به اين تعريف تنها برهم
  :است

○● → ●●  ,   r1 
در نتيجه معادله تحول زماني خوشه روي درخت 

  : كيلي به صورت زير است

ୢ
ୢ୲

ൌ െrଵR୬ Pሺל െ●୬ሻ  rଵ R୬ିଵ Pሺל
െ●୬ିଵሻ  )23(                                                

                 
Rn ي تعداد همسايگي هاي متصل به يك خوشهn 

  :آيدباشد كه از رابطه زير به دست ميجايگاهيِ پر مي
R୬ ൌ n ሺξ െ 2ሻ  2   

به شكل زير در  Pn(t)در نتيجه معادله تحول زماني 
  :آيدمي

  
ୢభ ሺ୲ሻ 

ୢ୲
ൌ െrଵξ Pଵሺtሻ   ;  n =1              

ୢሺ୲ሻ
ୢ୲

ൌ
െrଵR୬P୬ ሺtሻ  rଵR୬ିଵP୬ିଵሺtሻ; n  1  )24   (
                                                               

r1് رابطه فوق در   .است 0
 

  Pn(t)حل معادله تحول تابع احتمال  .4-3
 جواب حالت ايستا. 1- 4-3

بررسي  Pn(t)ابتدا حل ايستاي معادله تحول زماني 
  :خواهد شد، به طوري كه 

ୢ
౩

ୢ୲
ൌ 0,                                         )25(  

  :در نتيجه
 R୬ିଵ P୬ିଵ 

ୱ െ R୬ P୬
ୱ ൌ 0 ;   n  1  

P୬
ୱ ൌ ୖషభ

ୖ
 P୬ିଵ

ୱ      ;   n  1            )26(  
- بينيم در حالت ايستا احتمال داشتن يك خوشهمي

 يجايگاهي پر به احتمال داشتن يك خوشه n ي
(n-1)  جايگاهي وابسته است، بنابراين ابتدا حالت 

n=1نماييمرا بررسي مي  :  
ୢభ

౩

ୢ୲
ൌ 0,  

ሺെrଵξ Pଵ
ୱ ሻ ൌ 0 ,              )27     (  

Pଵ
ୱ ൌ 0.  

بينيم تنها ميبا استفاده از رابطه فوق به وضوح 
جواب قابل قبول براي چنين شبكه اي در حالت ايستا 

  : به صورت زير است
P୬

ୱ ൌ 0 .                             )28(  
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اين نتيجه با توجه به شرطي كه روي نرخ ها بود، 

باشد به اين معني كه احتمال پر بودن هر قابل قبول مي
- تايي محدود صفر است و كل شبكه پر مي nمجموعه 

 . گرددكنش مجاز، ذره خلق ميباشد زيرا در تنها برهم
 

  جواب حالت ديناميكي . 4-3-2

براي بررسي معادله تحول به صورت ديناميكي، ابتدا 
  : گيريمرا در نظر مي  n=1 حالت

ୢభ ሺ୲ሻ 
ୢ୲

ൌ െrଵξ Pଵሺtሻ    ;  n =1     )29(  
 

 : باشدصورت نماييِ زير ميجواب اين معادله به 
 
Pଵሺtሻ ൌ Pଵሺ0ሻ eି୰భ ஞ ୲    ,               )30(  
 

 بررسيn=2 حال معادله تحول را به ازاي 
 : نماييممي

 
ୢమሺ୲ሻ

ୢ୲
ൌ െrଵRଶPଶ ሺtሻ  rଵRଵPଵሺtሻ  )31     (

  
براي محاسبه پاسخ اين حالت، بايد معادله زير را 

 : حل كنيم
  

dPଶሺtሻ
dt  rଵRଶPଶ ሺtሻ ൌ rଵRଵPଵሺ0ሻ eି୰భ ஞ ୲  

 
به صورت زير به دست  P2(t) از حل معادله فوق 

  :آيدمي
Pଶሺtሻ ൌ ሼ

 Rଵ

Rଶ െ ξ Pଵሺ0ሻሽ eି୰భ ஞ ୲   

          ሼPଶሺ0ሻ െ  ୖభ
ୖమିஞ

Pଵሺ0ሻሽ eି୰భ ୖమ୲ , )32 (   
  

به   P୬ሺtሻاما همانطور كه ديديم يافتن مراتب بالاتر
باشد، از اين رو دليل حجم زياد محاسبات، پيچيده مي

حل معادله به دست آوردن يك پاسخ عمومي براي 
جوابي كه به فرم بسته براي حل . باشدتحول مفيد مي

شود بيني ميدقيق حالت ديناميكي معادله تحول پيش
  :به صورت زير است

P୬ሺtሻ ൌ ∑ A୬,୨
୬
୨ୀଵ  eି୰భୖౠ୲ )33                    (

   
ي تحول ي فوق در معادلهبا جايگذاري معادله

 :خواهيم داشت

A୬,୨ ൌ ୖషభ  
ୖିୖౠ

 A୬ିଵ,୨      ; j ൏ ݊  

 A୬,୬ ൌ  ρ୬ െ ∑ A୬,୨
୬ିଵ
୨ୀଵ    ,    

Aଵ,ଵ ൌ  ρ . 
  
حل عددي معادله تحول با روش . 3- 4-3

 تفاضل محدود صريح زماني

در اين بخش معادله تحول را به صورت عددي با 
براي . كنيمروش تفاضل محدود صريح زماني بررسي مي

 ي تحول را به صورت جبري زير اين منظور معادله
 :نويسيممي

  

 
P୬

୲ା∆୲   െ P୬
୲

∆t ൌ  െrଵR୬ P୬
୲  rଵR୬ିଵ P୬ିଵ

୲  
 

P୬براي مرتب كردن اين معادله، 
୲ା∆୲  را برحسب

P୬هاي عبارت
୲   وP୬ିଵ

୲ پس تابع احتمال . نويسيممي
 :آيدزير در مي يبه صورت بسته

  
 P୬

୲ା∆୲ ൌ  P୬
୲ሾ 1 െ rଵ R୬ ∆t ሿ  

  P୬ିଵ
୲   ሾ rଵR୬ିଵ ∆t ሿ 

)34(  
P୬در رابطه فوق 

୲   يك تابع احتمال و مثبت 
باشد، لذا شرط پايداريِ اين معادله به صورت زير مي

  :است
1 െ rଵ R୬ ∆t  0 

 ∆t  ଵ
୰భ ୖ

                    )35(  
معادله تحول را به صورت زير در n=1 حال براي 

  :گيريمنظر مي
dPଵሺtሻ 

dt ൌ െrଵξ Pଵሺtሻ  , n ൌ 1 
 

 :شوداز حل معادله فوق، رابطه زير حاصل مي
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Pଵ

୲ା∆୲ ൌ  Pଵ
୲ሾ 1 െ rଵ ξ ∆t ሿ                    )36(  

  :ورت زير استصفوق نيز به  شرط پايداري رابطه
∆tᇱ  ଵ

୰భ ஞ
                                 )37(  

باشد مي n >1همواره ) 34(از آنجايي كه در رابطه 
بينيم به وضوح مي) 37( و) 35(و نيز از مقايسه روابط 

  : كه
∆t ൏ ∆t′                                      )38(  

كه اين رابطه، شرط پايداري حل عددي را نيز ارضاء 
  .نمايدمي

  

هاي تحليلي و عددي مقايسه حل .4-4
  معادله تحول

در اين بخش نيز بعد از ارائه روش هاي تحليلي و 
عددي حل معادله تحول و به دست آوردن پاسخ اين 

براي . پردازيممعادلات، به مقايسه اين پاسخ ها مي
بررسي عددي اين روش ها، ابتدا يك شبكه با تعداد 

گيريم، تعداد كل هاي محدود را در نظر ميجايگاه
در اين حالت شبكه . ناميممي  nMaxها را راجايگاه

سپس به مقايسه نتايج . كراندار است) درخت كيلي(
  .  پردازيمحاصل از حل عددي و جواب دقيق مي

 =nMax  3در حالت اول يك درخت كيلي با : الف 
دست  بهP3 و  P1 ، P2كنيم، در اين حالت اختيار مي

بررسي ) عددي و جواب دقيق(آمده را در هر دو نمايش 
اي نتايج حاصل از شبيه سازي چنين سامانه. كنيممي

   :به صورت طرح وار در شكل زير آمده است

  
 به صورت عددي و تحليلي P3 و  P1 ، P2نمايش .  6شكل

ൌ ܠ܉ۻܖاي با  در خوشه   

گيريم، در اين جايگاه در نظر مي 15شبكه اي با : ب
به دست آمده را در هر دو  P3 و  P1، P2حالت نيز 

 :بينيممي 7در شكل ) عددي و جواب دقيق(نمايش 
  

  
 به صورت عددي و تحليلي P3 و  P1 ، P2نمايش .  7شكل

ൌ ܠ܉ۻܖاي با  در خوشه   
 

گيريم، در اين جايگاهي در نظر مي 40اي خوشه :ج
شبيه سازي شده در هر دو  P3و  P1، P2حالت نيز 

:آمده است 8در شكل) عددي و جواب دقيق(نمايش 
      

  
 به صورت عددي و تحليلي P3 و  P1 ، P2نمايش .  8شكل

ൌ ܠ܉ۻܖاي با  در خوشه   
 

بينيم هر چه ، مي8و  7، 6با توجه به نمودارهاي 
 تر اختيار شود، ، بزرگ  nୟ୶كران شبكه يعني 

 تر هاي عددي و جواب دقيق به يكديگر نزديكپاسخ
هايي با هاي ارائه شده براي سامانهيعني پاسخ. شوندمي

 .باشندتر ميتر، دقيقابعاد بزرگ

P1 

P2 

P3 

P1 

P2 

P3 

P1 

P2 

P3 
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  نتيجه گيري. 5
كنش روي درخت ترين مدل پخش و برهمعمومي

ترين همسايگي مورد كنش با نزديككيلي با فرض برهم
اين مدل توسط دو ديدگاه بازه خالي . بررسي قرار گرفت

و بازه پر، به صورت تحليلي و عددي با تقريب تفاضل 
هايي چنين مدلبراي . محدود صريح زماني بررسي شد

سپس . ي تحول به فرم بسته محاسبه شدابتدا معادله
ي زماني با استفاده از اين معادله، تحول سامانه در بازه

طولاني بررسي و نشان داده شد كه در روش بازه خالي 
باشند و همچنين ي جايگاه ها پر ميدر حالت پايا همه

كي طيف مربوط به هاميلتونيِ تحول در حالت دينامي
در روش بازه پر تحول شوك منفرد روي .. گسسته است

درخت كيلي در دو حالت پايا و ديناميكي بررسي شد و 
هاي طولاني پاسخ حالت نشان داده شد كه در زمان

شود يعني در اين ديناميكي تبديل به حالت ايستا مي
تايي  nي دو حالت، احتمال پر بودن هر مجموعه

در انتها، با . باشده پر ميمحدود صفر است و كل شبك
هاي تحليلي استفاده از ترسيم نمودارهاي حاصل از حل

ها، نتايج چنين مدلي بررسي و ي آنو عددي و مقايسه
  .اثبات شد
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