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مقايسه دو روش اجزاء پراكنده و بدون جزء گالركين در حل 
  عددي مسأله بوسينسك در خاك

 iiعلي نعمتي حياتي ;iمحمد مهدي احمدي
 

 چكيده
اي در حل مسائل در  مورد توجه ويژه) Meshless(بيش از يك دهه است كه روشهاي بدون جزء 

 روش اجزاء محدود در توابع شكل آنها عمده تفاوت اين روشها با. اند مهندسي و علوم قرار گرفته
از تقريب حداقل مربعات )  Diffuse Element Method( در اين ميان، در روش اجزاء پراكنده .باشد مي

)LS ( و در روش بدون جزء گالركين)Element-Free Galerkin Method ( از تقريب حداقل مربعات
 براي مقايسه تحليل انجام شده به اين دو .شود جهت تشكيل توابع شكل استفاده مي) MLS(متحرك 

روش در يك محيط خاكي، مسأله  بوسينسك كه داراي جواب تحليلي است مورد توجه قرار گرفته است 
نتايج بر اين . ندا ها و تنشها مورد بررسي قرار گرفته و جوابهاي بدست آمده در حوزه تغييرشكل

ده در هر دو حوزه مورد بررسي بيشتر از روش بدون واقعيت تأكيد دارند كه خطاي روش اجزاء پراكن
 در روش اجزاء  تابع وزنيفرض شدندليل ثابت  تنشها به در حوزه خطا اين .باشد جزء گالركين مي

 .اي بيشتر است طور قابل ملاحظه به پراكنده

 مربعات، روشهاي بدون جزء، روش بدون جزء گالركين، روش اجزاء پراكنده، تقريب حداقل :كلمات كليدي
 تقريب حداقل مربعات متحرك، مسأله بوسينسك

   

                                                           
i استاديار گروه ژئوتكنيك، دانشكده عمران، دانشگاه صنعتي شريف :mmahmadi@sharif.edu 

ii دانشجوي دكتراي ژئوتكنيك، دانشكده عمران، دانشگاه صنعتي شريف: alinhayati@civil.sharif.edu 
 
 
 

 مقدمه -1
 روش بسيار جالب و 1992در سال ] 1[نيرولز و همكاران 

روش اجزاء "اي را ارائه دادند كه آن را  اميدواركننده
اي  در اين روش تنها با استفاده از شبكه.  ناميدند"پراكنده 
ان روابط تو ها و تعريف يك مرز براي مدل مي از گره

منظور تقريب زدن  توابعي كه به. گالركين را استخراج نمود
ستند اي ه ، توابع چندجملهشوند در اين روش استفاده مي

 مقادير گرهي را تخمين "حداقل مربعات "كه به روش 
 .در اين روش به شبكه اجزاء محدود نيازي نيست. زنند مي

توابع هر چند توسط نيرولز و همكاران او عنوان نشد، 
 كه آنها در روش خود به كار بردند قبلاً توسط  تقريبي
، مكلين، گردون، ويكسوم و ]2[و سالكوكاس  لانكستر

بارنهيل ابداع و به نام توابع تقريب حداقل مربعات متحرك 
 .در برازش منحني و سطح مورد مطالعه قرار گرفته بود

تقريب حداقل مربعات متحرك كه از اين پس به اختصار 
MLSها داراي مقدار برابر واحد  شود، در گره  ناميده مي

گذرد، مگر  ها نمي نيست؛ يا به عبارت ديگر از داخل گره
روش . آنكه توابع وزني مورد استفاده منفرد باشند

 توسط بليشكو و 1994 در سال MLSگالركين با تقريب 
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روش بدون جزء "با انجام اصلاحاتي، ] 3[همكارانش 
 ناميده EFGگرفت كه به اختصار روش  نام "گالركين 

 .شود مي
در مقاله حاضر، دو روش اجزاء پراكنده و بدون جزء 
گالركين در حل عددي مسأله بوسينسك در خاك مورد 

 با توجه به در دسترس بودن جواب .اند مقايسه قرار گرفته
تحليلي براي مسأله فوق، مقادير تغييرشكل و تنش بدست 

در دو روش مورد بررسي قرار آمده در اعماق مختلف 
 .اند گرفته

در ادامه، جهت جلوگيري از اشتباه، از حروف توپر براي 
 .ها استفاده شده است نمايش بردارها و ماتريس

ــات   -2 ــداقل مربع ــب ح ــداقل ) LS(تقري و ح
 )MLS(مربعات متحرك 

.  تعريف شده باشدΩ در محدوده x (u(فرض كنيم تابع 
 بيان x(uh( با x تقريب تابع فوق در نقطه MLSوش در ر
 :شود صورت زير تعريف مي و به

)1(                 (x)a(x)P)x()ax(p(x)u T
j

m

j
j

h =∑= 

هايي در مختصات  اي  ها تك جملهpj(x) و p1(x)=1كه 
 هستند بطوريكه يك بردار پايه كامل xT=[x,y,z]فضايي 

دو بعدي تابع پايه خطي در فضاي . دهند را تشكيل مي
 .شود  صورت زير بيان مي به
)2   (                             3m y],x,[1,(x)PT == 

با استفاده از مقدار تابع ) 1( در رابطه a(x)بردار ضرايب 
 كه در دامنه حمايتي Ωهاي دامنه  اي از گره در مجموعه

 xنه حمايتي نقطه دام. شود  قرار دارند تعيين ميxنقطه 
 كه براي تقريب زدن Ωهايي از دامنه  عبارت است از گره

اين تقريب . شود  از آنها استفاده ميx در نقطه u(x)تابع 
 .شود  نمايش داده ميuh(x)با 

اي تعيين شود كه مربع   بايد بگونهa(x)بردار ضرايب 
زده شده گرهي تفاضلات مقادير گرهي و مقادير تقريب 

شود، برابر مينيمم   نشان داده ميJصورت وزندار، كه با  به
 .شود

)3      (       2
I

h
1

n

I
]u)x()[uxx(wJ −−∑= 

ها   در گرهuh(x)مقدار تابع ) 1(با توجه به رابطه 

 :برابرست با
n1,2,..., I   , )x(a )x(P  )x,x(u  xx I

T
I

h
I ==⇒= 

)4        ( 
 :دشو صورت زير نوشته مي به) 3(كه بدين ترتيب رابطه 

)5   (         2
II

T
1

n

I
]u)x(a)x(P)[xx(wJ −−∑= 

باشد   ميxهاي موجود در دامنه حمايتي   تعداد گرهnكه 
)xxw(0كه در آنها  I )xxw(.  است−≠ I− تابع 

 . مي باشدx=xI در u مقدار گرهي uIوزني و  
 a(x)گيري نسبت به  و مشتق) 5( در رابطه Jمينيمم كردن 

 :شود  ميuI و a(x)نجر به رابطه خطي زير بين م
)6     (                sU )x(B)x(a )x(A 0 

a
J

=⇒=
∂
∂ 

 يا
)7    (                  s

1 U )x(B)x(A)x(a −= 
هاي موجود  هاي گرهي گره  برداري است كه مؤلفهUsكه 

 :در دامنه حمايتي را در بر دارد
)8                              (          T

n21s ]u,...,u,[uU = 
A(x)صورت زير   است كه به1 ماتريس گشتاور وزندار

 :شود تعريف مي
)9   (               ∑ −=

=

n

1I
I

T
II )x(P )x(P )xxw(A 

 :شود  ماتريسي است كه بصورت زير تعريف ميB(x)و 
)10    (                                )x(P)xxw(B III −= 

 :آيد بدست مي) 4(در رابطه ) 7(زيني رابطه با جايگ

∑ϕ=∑∑=
== =

− n

1I
II

n

1I

m

1j
IjI

1
j

h u )x(u))x(B)x(A)(x(p)x(u 
)11                                                           ( 

 :شود صورت زير تعريف مي  بهx(Iϕ(كه تابع شكل 

∑ ==
=

−−m

1j
I

1T
jI

1
jI BAP))x(B)x(A)(x(p)x(φ 

)12                                     (                                   
باشد كه   ميp(x) تعداد جملات پايه mدر روابط بالا 

هاي موجود در  تعداد گره (nمعمولاً بسيار كوچكتر از 
 A است و به همين دليل ماتريس) دامنه حمايتي

 . وجود خواهد داشتA-1پذير است و در نتيجه  معكوس
 : نيز نوشتصورت زير را مي توان به) 11(رابطه 

                                                           
1 weighted moment matrix 
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)13  (                                        s
h U)x(Φ)x(u = 

 كه
)14     (                 )]x(),...,x(),x([)x(Φ n21 ϕϕϕ= 

با توجه به اينكه در محاسبات مربوط به تنش و كرنش 
باشد،  نياز به مشتق نسبي مرتبه اول تابع شكل مي

 :صورت زير است محاسبه آن به

 )15(         
k,

1T1
k,

T1T
k,

k,I
1TT

kI,

BAPBAPBAP

)BAP(Φ
−−−

−

++=

=
                                                     

1كه 
k,

1-1
k, AAAA  كه بعد از كاما آمده kانديس  =−−−

 .است، بيانگر مشتق مكاني است
حتي ) 13(بايد گفت كه تابع تقريب زده شده بوسيله رابطه 

اي باشند  وع چندجمله از نP(x)در صورتيكه توابع پايه 
 u(x)اما در صورتيكه . اي نيست صورت چندجمله نيز به

 باشد، مقدار تقريب زده شده با P(x)اي از درجه  چندجمله
. ها با مقدار دقيق برابر خواهد شد  در گرهuh(x)رابطه 

 t به همراه w(x-xI)علاوه بر آن، در صورتيكه تابع وزني 
I)(ابع شكل مشتق اوليه آن پيوسته باشند، ت xϕ نيز با t 

 .مشتق اوليه آن پيوسته خواهد بود
تفاوت تقريب حداقل مربعات و تقريب حداقل مربعات 
متحرك در تابع وزني بكار رفته در آنهاست؛ بدين ترتيب 

 از تابع وزني با مقدار ثابت استفاده LSكه در تقريب 
وزني اكيداً ، تابع MLSشود؛ درحاليكه در تقريب  مي

نزولي است و با دور شدن از گره، مقدار آن كاهش 
 .يابد مي

هاي استاندارد حداقل مربعات با انتخاب تابع  درونياب
آيند كه با اين  وزني ثابت در كل دامنه مسأله بدست مي

در . شوند طور كامل دخيل مي كار تمام مجهولات مسأله به
 تابع وزني در صورتيكه محدوده كوچكي براي دامنه تأثير
 1صورت پراكنده نظر گرفته شود ماتريس سختي مسأله به

 .در خواهد آمد
قابل ذكر است كه تابع شكل روش اجزاء محدود استاندارد 

 .توان با تعريف تابع وزني براي هر جزء بدست آورد را مي
 كه موجب كاربرد زياد آن MLSدو ويژگي اصلي تقريب 

 :شوند عبارتند از مي
يب زده شده در كل محدوده مسأله پيوسته و تابع تقر

                                                           
1 sparse 

 .داراي شيب پيوسته است
قابليت تقريب با درجه سازگاري دلخواه را دارا مي باشد 

 ).با انتخاب درجات مختلف توابع پايه(

بـدون  اجزاء پراكنـده و     بندي روش    فرمول -3
 جزء گالركين

بندي معادلات  در اينجا براي نشان دادن نحوه فرمول
 در يك مسأله داراي تقارن محوري، يك گسسته سيستم

مسأله خطي مكانيك جامدات در فضاي دوبعدي در 
معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي و . شود نظرگرفته مي

شرايط مرزي براي مسأله دوبعدي مكانيك جامدات 
 :شود صورت زير بيان مي به

        :Ωرابطه تعادل در دامنه مسأله 
)16(                                                     0  b  L σT =+ 

:                   uΓگاهي روي مرز  شرايط مرزي تكيه
)17(                                                               uu = 

با رابطه زير ) مرزهاي اعمال بار(زي طبيعي شرايط مر
 :شوند بيان مي

 :  tΓروي مرز اعمال بار سطحي 
)18(                                                        tnσ =   

  بردارu تانسور تنش، σعملگر ديفرانسيلي، L كه
 بردار نيروي سطحي، t بردار نيروي جرمي،bتغييرشكل، 

uگاهي و   تغييرمكان اوليه مرزهاي تكيهn بردار واحد 
 .باشد عمود بر مرز اعمال نيروي سطحي مي

با استفاده از روش پنالتي براي اعمال شرايط مرزي، 
 :صورت زير نوشت هتوان ب گالركين را مي-رابطه بابنو

t u

T T
eΩ Ω

T T

Γ Γ

1Π 2π ( ( ) . .( ) .r dΩ .  .r dΩ
2

1.  .r dΓ) ( ) . ( )dΓ 0
2

Lu D Lu u b

u t u u α u u

= −

− − − − =

∫ ∫

∫ ∫ 
)19( 

 Lu ماتريس قطري دربردارنده ضرايب پنالتي، αكه 
 .باشد  ماتريس مشخصه مصالح ميDeتانسور تنش و 

و انجام يك سري ) 19(در رابطه ) 13(با جايگذاري رابطه 
صورت  هتوان ب محاسبات جبري، روابط گسسته كل را مي

 :زير بدست آورد
)20(                                      [ ] αα +=+ FFU KK  
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)21 (                             ∫ Ωπ= Ω Je
T
IIJ d.r BDB 2K 

)22(                              

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

0     
r
φ

φφ
φ  0

0   φ

LΦB

I

xI,yI,

yI,

xI,

II 

)23       (                                       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

I

I
I φ0

0φ
Φ  

)24   (          )dΓ.r  tΦdΩ.r  bΦ( 2f Ω iΓ
T
I

T
II ∫ ∫+π=  

)25       (                                ∫=
uΓ J

T
I

α
IJ dΓαΦΦK 

 )26     (                                    dΓuαΦF
uΓ

T
I

α
I ∫=  

 نشان دهنده مشتق y, و x,در روابط بالا، انديسهاي 
 . هستندy و xمكاني نسبت به 

 حل عددي مسأله بوسينسك -4

با استفاده از تئوري ارتجاعي روابطي را ] 4[بوسينسك 
تنشها و توان  ارائه كرد كه با استفاده از آنها مي

تحت بار الاستيك بينهايت  را در يك توده نيمهها  تغييرشكل
اين روابط كه به . اي وارد بر سطح محاسبه كرد هنقط

ها   نشست آني پيروابط بوسينسك مشهورند، در محاسبه
 .تحت بار متمركز در مهندسي پي كاربرد دارند

بعدي بودن مسأله و تقارن آن نسبت به  با توجه به سه
 با مدلسازي توان مسأله را ياي، م طهراستاي اعمال بار نق

 با در نظر گرفتن شرايط تقارن محوري، يك نيمه آن،
 .صورت دوبعدي تحليل كرد هب

 كه تحت بار باشد  متر مي30×30ابعاد هندسه مدل برابر 
 676ه گرهي شامل شبك. قرار دارد كيلونيوتن 24اي  نقطه

 و قائم يكسان و برابر باشد كه در فواصل افقي گره مي
 شرايط .)1شكل  (اند  متر از يكديگر قرار گرفته2/1

 بر مرز هاي واقع ه كه گرهستنداي  بگونهگاهي مسأله  تكيه
مدول . اند  و قائم مقيد شدهپايين مدل در دو جهت افقي

 مگاپاسكال و ضريب پواسون 40الاستيسيته مصالح برابر 
 . انتخاب شده است3/0آن برابر 

 

 
 شبكه گرهي): 1(ل شك

 
 انتگرالگيري معادلات گسسته كل اي كه به منظور شبكه

 المان است كه رئوس 625 منظم و داراي شود، استفاده مي
 تعداد نقاط گوسي در هر .دنباش ميها  آن منطبق بر گره

 و نسبت تعداد نقاط 4سلول شبكه انتگرالگيري برابر 
د كه حداقل تعداد باش  مي7/3برابر ها  گوسي به تعداد گره

] 5[لازم براي دستيابي به جواب قابل قبول را طبق مرجع 
 .سازد برآورده مي

 3 از تابع وزني اسپيلاين درجه EFGدر اينجا در تحليل 
  آزمايش شده و بسيار مورد استفاده كه يك تابع

صورت زير   كه رابطه آن بهشود استفاده مي ،]5 [باشد مي
 :است

)27(  
1d

2
1

2
1d

≤<

≤
     

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−

+−
=≡−

32

32

I

d
3
4d4d4

3
4

d4d4
3
2

)dw()xxw( 

 در روابط بالا 

)28    (                                       
ww

I

d
d

d
xx

d =
−

= 

اي كه  ر تابع وزني است و محدوده همان دامنه تأثيdwكه 
. كند در آن تابع وزني مخالف صفر است را مشخص مي

اي به نقطه ديگر متفاوت  تواند از نقطه  ميdwدر حالت كلي 
 .باشد

توان  يها، م با استفاده از دامنه تأثير مستطيلي براي گره
 :نوشت

)29                                               (Imaxw cDd ×=  
 .باشد ضريب تأثير مي maxDها و  فاصله گرهcIكه 

، همانطور كه در DEMتابع وزني مورد استفاده در روش 
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 گفته شد، در كل دامنه مسأله ثابت LSهاي  مورد درونياب
)x-xw(1و برابر  . انتخاب شده است=

نسك به دو روش شرح داده منظور تحليل مسأله بوسي به
. شده، يك برنامه كامپيوتري به زبان فرترن نوشته شد

و تنشهاي  ها براي تغييرشكلها  لنتايج بدست آمده از تحلي
 متري از سطح به ترتيب در 5 و 3، 1نقاط واقع در اعماق 

همانطور كه در اين . اند  نشان داده شده3 و 2شكلهاي 
 جوابهاي بسيار EFGروش شود،  ها ملاحظه ميشكل

 در  مطلبدهد كه اين  ميDEMدقيقتري نسبت به روش 
دليل اين موضوع را بايد در . بارزتر است تنشها مورد

در . توابع شكل بكار رفته در اين دو روش جستجو كرد
روش اجزاء پراكنده ارائه شده توسط نيرولز، با توجه به 

از  ثابت فرض شده و a(x)، تابع LSاستفاده از تقريب 
,kعبارت 

1T1
k,

T BAPBAP −− صرفنظر ) 15( در رابطه +
در شود،   ملاحظه مي3همانطور كه در شكل . شده است

 بطور قابل توجهي از a(x)نظر نگرفتن تغييرات مكاني 
كاهد كه اين عيب  دقت روش، خصوصاً در حوزه تنشها مي

روش اجزاء پراكنده در روش بدون جزء گالركين، با متغير 
تابع وزني و در نظر گرفتن عبارت فوق، برطرف بودن 

 . شده است

 
  متري از سطح5 و 3، 1 در اعماق ي قائمها تغييرشكل: )2 (شكل

 

 

 گيري خلاصه و نتيجه -5
در مقاله حاضر، دو روش بدون جزء گالركين و اجزاء 
پراكنده كه هر دو روش از جمله روشهاي بدون جزء 

با توجه به . ار گرفتندهستند، با يكديگر مورد مقايسه قر
اينكه در روشهاي بدون جزء از شبكه اجزاء براي تشكيل 

شود، يكي از موارد عمده تفاوت  توابع شكل استفاده نمي
. باشد ياين روشها با يكديگر در نحوه تشكيل تابع شكل م

از توابع شكل مبتني بر تقريب اجزاء پراكنده در روش 
گالركين از تقريب  و در روش بدون جزء ،حداقل مربعات

 دو روش ياد .شود يحداقل مربعات متحرك استفاده م
شده در حل عددي مسأله بوسينسك كه داراي جواب 

نمودارهاي بدست . تحليلي است مورد مقايسه قرار گرفتند
آمده بيانگر اين بودند كه جوابهاي بدست آمده از روش 
اجزاء پراكنده داراي دقت بسيار كمتري، خصوصاً در 

زه تنشها، نسبت به روش بدون جزء گالركين هستند كه حو
اين به دليل ثابت بودن تابع وزني و در نتيجه صرفنظر 
شدن از بعضي عبارات در رابطه مربوط به مشتق تابع 

 .باشد شكل در روش اجزاء پراكنده مي
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   متري از سطح5 و 3، 1تنشهاي قائم در اعماق : 3 شكل
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