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 چكيده 
صٛت ثؽ ِجٕبي زً ظایُ خؽیبْ پتبٔكيً ٚ ثب اقتفبظٖ اؾ ؼٚل  ٘عف اصٍي ظؼ ایٓ ِمبٌٗ ِسبقجٗ ضؽایت آیؽٚظیٕبِيىي ثبي ظؼ خؽیبْ ِبفٛق

اقت. قپف، ثب اقتفبظٖ اؾ  نعٖ  قبؾٖ يصٛت اقتطؽاج ٚ ضغ  ي زبوُ ثؽ خؽیبْ پتبٔكيً ِبفٛق عا ِؼبظٌٗثبنع. ظؼ ایٓ ؼاقتب، اثت ِي يِؽؾ  ياخؿا
اقت. ظؼ ضلاي زً ایٓ  ِسبقجبت خؽیبْ تهکيً نعٖ يٚ اػّبي تٛاثغ نکً ِؽتجٗ اٚي، ظقتگبٖ ِؼبظلات گككتٗ نعٖ ثؽا يِؽؾ يؼٚل اخؿا

ّٔبیع وٗ ٔبني اؾ لغغ ِطؽٚط ِبش تٛقظ اخؿاي ِؽؾي ِٛخٛظ ثؽ  أتگؽاٌي تىيٓ ثؽٚؾ ِيِؼبظلات ِهکلات ِسبقجبتي ِؽثٛط ثٗ تؼييٓ ضؽایت 
ظٚ ثبي ثب ٕ٘عقٗ  يِهىلات ِؽثٛعٗ ؼا ِؽتفغ ّٔٛظ. ظؼ ٔٙبیت، ثؽا تٛاْ يِ يضبص يػعظ ي٘ب ظإِٗ ِسبقجبتي اقت. اٌجتٗ، ثب اقتفبظٖ اؾ تکٕيک

اقت. ِمبیكٗ   ٚ ضؽایت آیؽٚظیٕبِيىي ِؽثٛعٗ اقتطؽاج نعٖ يیغ پتبٔكيً اغتهبنصٛت ظایُ أدبَ نعٖ ٚ تٛؾ ِهطص ِسبقجبت خؽیبْ ِبفٛق
 .ثبنع يثؼعي ؼا ٔهبْ ِ ٘بي قٗ زٛي ثبي  تسٍيً خؽیبْ يآْ ثؽا يپػیؽ ثيبٔگؽ ظلت ضٛة ؼٚل زبضؽ ٚ أؼغبف ظليك ي٘ب ٔتبیح ِؿثٛؼ ثب خٛاة

 صٛتبٔكيً، ِبفٛقآیؽٚظیٕبِيه، ثبي، ؼٚل اخؿاي ِؽؾي، خؽیبْ پت كليدی: های واژه
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Abstract 

The main objective of this paper is to determine the aerodynamic coefficients of a steady supersonic wing, using 

boundary element method based on the solution of potential flow. In this regard, the governing partial defferential 

equation of flow field is first derived and linearized. Then, using boundary element method, in conjunction with the 

first order shape functions, the system of discrete equations are obtained. However, there are some numerical 

problems in the evaluation of integral coefficients due to singularity caused by intersection of Mach forecone and the 

edge of some elements in computational domain. Of course, this problem can be eliminated using some numerical 

techniques. Finally, the steady supersonic flow analysis is performed for two different wings with identified 

geometries. Comparison between the numerical results and those obtained using the exact solution indicates good 

agreements. 
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 مقدمه  .1
٘بي  ثؽاي زً ِيعاْ خؽیبْ زٛي اخكبَ پؽٔعٖ تبوْٕٛ ؼٚل

ي اضيؽ ثب  اقت. ظؼ چٕع ظ٘ٗ ِتؼعظي اثعاع ٚ ثىبؼ گؽفتٗ نعٖ
ػبت ٚ فؽاُ٘ نعْ پيهؽفت ظؼ ؾِيٕٗ ػٍَٛ ٚ فٕبٚؼي اعلا
٘بي ػعظي ثؽاي  اثؿاؼ ِسبقجبتي لعؼتّٕع، اؾ ؼٚل

٘بي عجيؼي خؽیبْ ٚ زً ِكبئً  قبؾي ؼفتبؼ پعیعٖ نجيٗ
اقت. ؾیؽا اقتفبظٖ اؾ ایٓ  ِؽتجظ ثيم اؾ ثيم اقتفبظٖ نعٖ

٘ب ٚ  ٘ب ثٗ ٔسٛ ِغٍٛة اِىبْ ظؼ ٔظؽگؽفتٓ پيچيعگي ؼٚل
فؽاُ٘ ّٔٛظٖ ٚ  آثبؼ غيؽضغي ِٛخٛظ ظؼ ِكبئً خؽیبْ ٚ ... ؼا

قبؾي ظليمتؽي  ٘بي تسٍيٍي، نجيٗ ظؼ ٔٙبیت ٔكجت ثٗ ؼٚل
وٕٕع. اٌجتٗ ّ٘چٕبْ تسميك ٚ  اؾ ِكئٍٗ ِٛؼظ ٔظؽ اؼائٗ ِي

٘ب ٚ  ٚؼي ٚ ػٍّىؽظ ایٓ ؼٚل تٛقؼٗ ظؼ اؼتجبط ثب افؿایم ثٙؽٖ
 ٘بي ػعظي خعیع اظاِٗ ظاؼظ.  اثعاع ؼٚل

عٖ، خؽیبْ زٛي اخكبَ پؽٔ  یىي اؾ ا٘عاف زً ِيعاْ
ِٕظٛؼ  صٛؼت ثؽآ ٚ پكب ثٗ ِسبقجٗ ٔيؽٚ٘بي آیؽٚظیٕبِيىي ثٗ

اقتفبظٖ ظؼ عؽازي ٚ تسٍيً قبؾٖ، ِىبٔيه پؽٚاؾ ٚ یب تسٍيً 
ثبنع. اؾ آٔدب وٗ ظؼ ِجسث  آیؽٚالاقتيه خكُ ِٛؼظ ٔظؽ ِي

نٛظ،  آیؽٚالاقتيكيتٗ ثٗ أعؼوٕم قبؾٖ ٚ قيبي پؽظاضتٗ ِي
ٛلات ؼٚي ِؽؾ ٘بیي وٗ ِدٙ ثٕبثؽایٓ آْ ظقتٗ اؾ ؼٚل

ّٔبیع اؾ تٛخٗ  ِهتؽن قبؾٖ ٚ قيبي ؼا ِكتميّب ِسبقجٗ ِي
تٛاْ ثٗ ؼٚل  ثيهتؽي ثؽضٛؼظاؼ ٘كتٕع. ظؼ ایٓ ِيبْ ِي

ظؼ ایٓ ؼٚل اؾ آٔدب وٗ قغر   اخؿاي ِؽؾي انبؼٖ ّٔٛظ.
ٔظؽ لؽاؼ ِي  تّبـ خكُ ثب قيبي ثٗ ػٕٛاْ ِيعاْ زً ِع 
یبثع. ایٓ اِؽ  گيؽظ، ٌػا یک ثؼع اؾ اثؼبظ ِكئٍٗ کب٘م ِي

ِٕدؽ ثٗ افؿایم ؼأعِبْ، قؽػت ِسبقجبت ٚ وب٘م تلال 
ِسبقجبتي ثٛیژٖ ظؼ تسٍيً خؽیبْ زٛي اخكبَ ثب ٕ٘عقٗ 

اقتفبظٖ اؾ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ِسعٚظیتي    نٛظ. پيچيعٖ ِي
ٔعانتٗ ٚ ثٗ ؼازتي لبثً اػّبي ثٗ ِكبئً ِطتٍف ظؼ زٛؾٖ 

ِٛؼظ تٛخٗ ٚالغ  اقت کٗ اِؽٚؾٖ ثكيبؼ  . . قبؾٖ، قيبي ٚ .
صٛؼت تؽکيت ٘يجؽیعي ثب  زتي ظؼ ِكبئٍي ثٗ  اقت. نعٖ
٘بي زدُ ِسعٚظ ٔيؿ ثؽاي اؼؾیبثي ٚ ِسبقجٗ تٛؾیغ  ؼٚل

ضٛصيبتي ِبٕٔع قؽػت ٚ فهبؼ ظؼ ِيعاْ خؽیبْ اعؽاف خكُ 
ٚؼ ظؼ قيبي اقتفبظٖ نعٖ ٚ کبؼایي ضٛظ ؼا ثٗ اثجبت  غٛعٗ

ٛ گؽفتٓ اؾ تسٍيً [. ظؼ ایٓ ؼاقتب ثب اٌگ5-4اقت ] ؼقبٔعٖ
٘ب، اثؿاؼ ِسبقجبتي قؽیؼتؽي ظؼ زٛؾٖ زً  ِٛظاي قبؾٖ

٘بي غيؽظائُ ِبظْٚ صٛت، تست ػٕٛاْ اٌگٛ٘بي ؼتجٗ  خؽیبْ
 [. 1وبقتٗ ثؽ ِجٕبي ؼٚل اخؿاي ِؽؾي، ایدبظ نعٖ اقت]

٘بي ِطتٍف  ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ظؼ زً خؽیبْ ظؼ ؼژیُ
صٛت   ْ ِبفٛقثبنع. ظؼ ایٓ ثيٓ تسٍيً خؽیب لبثً اقتفبظٖ ِي

ٚیژٖ ظؼ تسٍيً ِكبئً  ظٌيً کبؼثؽظ٘بي ثكيبؼ ؾیبظ آْ ثٗ ثٗ 
صٛت ّ٘ٛاؼٖ ِٛؼظ تٛخٗ ثكيبؼي اؾ  آیؽٚالاقتيكيتٗ ِبفٛق 

ظٌيً ایٕکٗ خؽیبْ پتبٔكيً ِبفٛق  ثٗ  ِسمميٓ ثٛظٖ اقت.
صٛت ظؼ ػيٓ ظانتٓ ِسعٚظیت آیؿٔتؽٚپيک ثٛظْ خؽیبْ ظؼ 

٘بي ِٕبقت  خٛاةعيف ٚقيؼي اؾ ِكبئً ِٕٙعقي ظاؼاي 
٘بي ِطتٍف  ٘ب ثٗ ؼٚل ، اؾ ظیؽ ثبؾ تسٍيً ایٓ خؽیبْ ثبنٕع ِي

ظٌيً ِب٘يت پيچيعٖ  ثٗ  [.6-8اقت] ِٛؼظ ثسث ٚالغ نعٖ
صٛت، زتي ثب ظؼ ٔظؽگؽفتٓ خؽیبْ   ٘بي ِبفٛق خؽیبْ

٘ب  پتبٔكيً، ثبؾ ُ٘ ِهکلات ِتؼعظي ظؼ تسٍيً ایٓ خؽیبْ
قبؾي ثكيبؼي ٔيؿ  ظٖثٗ ّ٘يٓ ظٌيً فؽضيبت قب  ٚخٛظ ظاؼظ.

صٛت ثٗ   ٘بي پتبٔكيً غيؽظائُ ِبفٛق ثؽاي تسٍيً خؽیبْ
تؽیٓ آٔٙب فؽضيٗ  نعٖ اقت کٗ نٕبضتٗ ِكئٍٗ اضبفٗ نعٖ

٘ؽ زبي ثؽاي ِسبقجٗ ثبؼ٘بي  ثٗ  ثبنع. پيكتْٛ ِي
ثؼعي پيچيعٖ تئٛؼي  آیؽٚظیٕبِيک ثؽاي تسٍيً اخكبَ قٗ

ت اؾ یک ؼٚل پيكتْٛ ثٗ ٘يچ ٚخٗ خٛاثگٛ ٔجٛظٖ ٚ لاؾَ اق
ظؼ ایٓ ؼاقتب ػلاٖٚ   تؽ ٚ ظؼ ػيٓ زبي کبؼآ اقتفبظٖ ّٔٛظ. خبِغ

٘بي ظیگؽي ٔيؿ ِبٕٔع اخؿاي  ثؽ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي، ؼٚل
ِسعٚظ، وٕتؽي ِسعٚظ ٚ یب تؽويت آٔٙب ثؽاي تسٍيً خؽیبْ 

[. ّ٘چٕيٓ ؼٚل ظیٕبِيه 9اقت] صٛت اقتفبظٖ نعٖ ِبفٛق
-ؼبظلات ٔبٚیؽ( ثؽ پبیٗ زً CFDِقيبلات ِسبقجبتي )

وبؼ گؽفتٗ  اقتٛوف ٚ اٚیٍؽ ٔيؿ ظؼ ایٓ ؼاقتب ثٗ
٘بي  ٘بي ػعظي ِػوٛؼ ؼٚل [. ظؼ وٕبؼ ؼٚل52اقت] نعٖ

ظقت آِعٖ اؾ ٔتبیح  ظیگؽي ٔيؿ ثؽ پبیٗ  پؽظاؾل اعلاػبت ثٗ
تٛاْ  أع. ثٗ عٛؼ ِثبي، ِي آؾِبیهگب٘ي اثعاع ٚ اقتفبظٖ نعٖ

ّٔٛظ. ایهبْ یه انبؼٖ  1ثٗ تسميك أدبَ نعٖ تٛقظ قبٚؼیٓ
ؼٚل خعیع ثؽاي ِسبقجٗ ٔيؽٚ٘بي آیؽٚظیٕبِيىي ثؽ ِجٕبي 

ظقت آِعٖ اؾ تىٕيٕه تٛقؼٗ یبفتٗ آنىبؼقبؾي  اعلاػبت ثٗ
ِؽثٛط   صٛت ظٚثؼعي ٚ ِسبقجٗ قؽػت غؼات خؽیبْ ِبفٛق

2ثٗ ِيعاْ خؽیبْ تست ػٕٛاْ ؼٚل 
PIV  اؼائٗ ٚ ظؼ ٔٙبیت

ا ٔهبْ صست ٔتبیح ِؽثٛط ثٗ یه ایؽفٛیً ظٚوٛژي ؼ
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ػلاٖٚ ثؽ ِٛاؼظ غوؽ نعٖ ظؼ ثكيبؼي اؾ تسميمبت  [.55ظاظ]
ٔيؿ ثؽاي تسٍيً  1افؿاؼ فٍٛئٕت ظأهگب٘ي ٚ صٕؼتي اؾ ٔؽَ

 اقت. ٘بي ِطتٍف نعٖ خؽیبْ ظؼ ؼژیُ
٘عف ٔٙبیي اؾ تسميك زبضؽ ایدبظ یه وع ِسبقجبتي 

٘بي ِبفٛق  قؽیغ ثؽاي تسٍيً پبیعاؼي آیؽٚالاقتيه پؽٔعٖ
٘بي  ؽفي ثٗ ظٌيً ِب٘يت پعیعٖصٛت اقت. اؾ ع

آیؽٚالاقتيكيتٗ ٚ أعؼوٕم ظٚ ِيعاْ قبؾٖ ٚ قيبي، ٔيبؾ 
ِجؽَ ثٗ تجبظي اعلاػبت ثيٓ ایٓ ظٚ ِيعاْ ٚخٛظ ظاؼظ. 
ثٕبثؽایٓ ظؼ ایٓ ؼاقتب زٍگؽ خؽیبٔي وٗ ثب وٛپً نعْ ثٗ 

٘بي ِتٛاٌي  اي، لبظؼ ثٗ تسٍيً خؽیبْ ظؼ ؾِبْ زٍگؽ قبؾٖ

ِٕبقت ٚ تلال ِسبقجبتي وّتؽ، ثبنع ٚ ّ٘چٕيٓ اؾ ظلت 
 ظاؼا ثبنع، اؾ اّ٘يت ثكؿایي ثؽضٛؼظاؼ اقت
ػٕٛاْ یک  تٛأع ثٗ ظؼ ایٓ ؼاقتب، ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ِي

٘بي  ِٕظٛؼ ِسبقجبت قؽیغ ِيعاْ ؼٚل خبِغ ٚ کبؼآ ثٗ
زبي اػّبي ایٓ   ظؼ ػيٓ  صٛت ثکبؼ گؽفتٗ نٛظ. خؽیبْ ِبفٛق 

  يبؼي ِٛاخٗ اقت.٘بي ؼیبضي ٚ ػعظي ثك ؼٚل ثب پيچيعگي
ٔبني   تٛاْ ثٗ زضٛؼ ضؽایت أتگؽاٌي تىيٓ خٍّٗ ِي وٗ اؾ آْ

اؾ لغغ اخؿاء ِسبقجبتي تٛقظ ِطؽٚط ِبش ظؼ قيكتُ 
٘بي  ِؼبظلات زبوُ انبؼٖ ّٔٛظ کٗ ثب اقتفبظٖ اؾ تکٕيک

ثبنٕع. ظؼ  ِهطصي ِبٕٔع گٛـ ٚ تجعیً تٍف لبثً ؼفغ ِي
٘بي پتبٔكيً ْ اظاِٗ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ثؽاي تسٍيً خؽیب

صٛت ِؼؽفي ٚ ٔسٖٛ اػّبي آْ ثٗ ایٓ ٔٛع خؽیبْ اؼائٗ   ِبفٛق
نٛظ. ظؼ ٔٙبیت ثب اقتفبظٖ اؾ ؼٚل ِػکٛؼ تسٍيً خؽیبْ  ِي

چٕعیٓ ِثبي  پتبٔكيً ِبفٛق صٛت ظؼ زبٌت ظایُ ثؽاي 
 نٛٔع. ِهطص أدبَ ٚ ٔتبیح ِؽثٛعٗ اػتجبؼ قٕدي ِي

 

 صوت جزيان پتانسيل تزاکم پذيز مافوق  .2
 اقت اؾ:  پػیؽ ػجبؼت ؼبظٌٗ زبکُ ثؽ خؽیبْ پتبٔكيً تؽاکُِ
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اگؽ ظقتگبٖ ِؽخغ   ثبنع. قؽػت صٛت ِي aکٗ ظؼ آْ، 
¥Vٔسٛي أتطبة نٛظ کٗ قؽػت خؽیبْ آؾاظ،  ثٗ

، ظؼ خٙت 
تٛاْ ثؽ زكت تبثغ  ثبنع، قؽػت صٛت ؼا ِي xِسٛؼ 

  [:7]ثٗ نکً ؾیؽ ٔٛنت  Fپتبٔكيً 
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1
 FLUENT 

تبثغ پتبٔكيً قؽػت   ٔكجت گؽِبي ٚیژٖ اقت. gکٗ ظؼ آْ،  
، ٚ پتبٔكيً صٛؼت ِدّٛع پتبٔكيً اغتهبني، تٛاْ ثٗ ؼا ِي

 صٛؼت ؾیؽ ثيبْ ّٔٛظ: خؽیبْ آؾاظ ثٗ
(8)  .V x     

٘بي  ثب تؽکيت قٗ ؼاثغٗ اضيؽ ٚ ثب خعا قبؾي ػجبؼت
ضغي ٚ غيؽ ضغي، ؼاثغٗ ؾیؽ ثؽ زكت پتبٔكيً اغتهبني 

 آیع: ظقت ِي ثٗ

(4)  
2

2

2

1
( , , , ) .V Q x y z t

a t x
 



  
     

  
 

٘بي غيؽضغي اقت.  غٗ فٛق ثيبٔگؽ ػجبؼتقّت ؼاقت ؼاث
٘ب لبثً  پػیؽ ظؼ تّبَ ؼژیُ ایٓ ؼاثغٗ ثؽاي خؽیبْ تؽاوُ

اقتفبظٖ اقت. اِب ثؽاي اػّبي ؼٚنبخؿاي ِؽؾي ٔيبؾ ثٗ تؼييٓ 
ظقت آٚؼظْ  ثبنع. ٌػا ثؽاي ثٗ خٛاة اقبقي ِؼبظٌٗ فٛق ِي

ثبیع  (3)پػیؽ ثب تٛخٗ ثٗ ؼاثغٗ  خٛاة اقبقي خؽیبْ تؽاکُ

 ٌٗ ؾیؽ ؼا زً ّٔٛظ.:ِؼبظ

(1)  
2

2

0 02

1
( , ) ,G V G x x t t

a t x




  
       

  
 

ِجيٓ خٛاة اقبقي،  Gکٗ ظؼ آْ 
0t  ؾِبْ اػّبي ثبؼ

ِتّؽکؿ ٚ 
0x .پف اؾ أدبَ   ثيبٔگؽ ِسً ثبؼگػاؼي اقت

ً ِطتصبت ٚ چٕعیٓ ػٍّيبت ؼیبضي، اقتفبظٖ اؾ تجعی
قبؾي ِؼبظلات ظؼ ٔٙبیت خٛاة اقبقي خؽیبْ ِبفٛق  قبظٖ

 نٛظ: صٛت ثٗ نىً ؾیؽ اقتطؽاج ِي

(6)  0 0( ) ( ) ,
4

H
G t t t t

r
   



 
         

 نٛظ: صٛؼت ؾیؽ تؼؽیف ِي ٔيؿ ثٗ Hوٗ ظؼ آْ ضؽیت 

(7)  
     

     

1
2 2 2

1
2 2 2

1 ,

0 ,

x x y y z z
H

x x y y z z





  

  


       

 
        

 

٘بي فٛق ِطتصبت ظؼ ػجبؼت * * *, ,x y z ِؼؽف ٔمغٗ وٕتؽٌي
 ٚ2 1M   ُپػیؽي اقت.  ٔهبْ ظٕ٘عٖ ضؽیت تؽاو

 نٛظ: صٛؼت ؾیؽ ثيبْ ِي ثٗ rّ٘چٕيٓ 

(8)   
1

2 2 2 2 2 .r x y z       
   

ِطتصبت  ٘بي ِؼؽف اضتلاف ثيٓ ٌِٛفٗ ظؼ ایٕدب ّٔبظ 
ثبنع. ّ٘چٕيٓ  ٔمغٗ وٕتؽٌي ٚ ٔمغٗ ؼاـ ِطؽٚط ِبش ِي

  ٘بي ؾِبٔي ثٛظٖ ٚ ػجبؼت اقت اؾ: ٔهبْ ظٕ٘عٖ تبضيؽ 

(9)   
1

2 2 2 2 2

2
.

M x x y z

a
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صٛت ٔمغٗ   ٘بي ِبفٛق ایٓ ثعاْ ِؼٕي اقت کٗ ظؼ خؽیبْ
x ؽ ، یک ثبؼ ثب تبضي   اِٛاج پيهؽٚ( ٚ یک ثبؼ ثب تبضيؽ(
   ٗاِٛاج پكؽٚ( تست تبثيؽ ٔمغ(x خٛاة   گيؽظ. لؽاؼ ِي

 ظ٘ع. ضٛثي ٔهبْ ِي ظقت آِعٖ ایٓ ٚالؼيت ؼا ثٗ اقبقي ثٗ
ي ظؼ ؼاثغٗ ٘بي غيؽ ضغ ٔظؽ اؾ ػجبؼت ظؼ اظاِٗ، ثب صؽف

قبؾي  ، اػّبي لضيٗ گؽیٓ ٚ أدبَ ػٍّيبت خجؽي ٚ قبظٖ(4)

آٔٙب، ؼاثغٗ أتگؽاي ِؽؾي ؾیؽ ثؽاي ِسبقجٗ پتبٔكيً 
-ٚ ظؼ ظقتگبٖ ِطتصبت پؽأعتً x*، ظؼ ِسً اغتهبني، 

  نٛظ: اقتطؽاج ِي 1گلاؼت

 

(01)  

    

    

4

.

c

c c

H
E d

R

H
d

N R

H
d

N N R

 

 



 



 
 

 

 

 



 

      



    



  
              







 

خؿئيبت ثيهتؽ خٙت اقتطؽاج ؼاثغٗ فٛق، ّٔبظ٘ب ٚ ػلائُ 

٘بي  آِعٖ اقت. ثب زػف ػجبؼت[ 8و 7]اقتفبظٖ نعٖ ظؼ  

تٛاْ ِؼبظٌٗ أتگؽاي ِؽؾي ؼا  ٚاثكتٗ ثٗ ؾِبْ اؾ ؼاثغٗ فٛق ِي
 صٛؼت ؾیؽ ثيبْ ّٔٛظ: ظؼ زبٌت ظائُ ثٗ

(55)  * 0* 0 02 .
c

B B

H H
E d d

r N r


 

 
        
   

   

صٛؼت ؾیؽ اقتطؽاج  ثؽ نؽط ِؽؾي ثٗ ّ٘چٕيٓ ِؼبظٌٗ زبکُ
 نٛظ: ِي

(50)  0 .xN


    

ثؼع ظؼ زبٌت  پتبٔكيً اغتهبني ثعْٚ  *0ظؼ ؼٚاثظ فٛق 

ٚالغ ثؽ  Nثؽظاؼ ػّٛظ ثؽٚٔكٛي  2ٔؽِبي ثؽظاؼ ُ٘ cNظائُ ٚ 
Brبي اقت. ِؽؾ خكُ ٚ قي   ْٔيؿ ّ٘بBr  ٖظؼ ظقتگب
تبثؼي اؾ   E*ثبنع. ّ٘چٕيٓ  گلاؼت ِي-ِطتصبت پؽأعتً

ٕ٘عقٗ ٚ ِٛلؼيت ٔمغٗ ِسبقجبتي ِٛؼظ ٔظؽ ثٛظٖ ٚ ثب تٛخٗ 
ٔيؿ ٔهبْ ظٕ٘عٖ قغر  [. 7نٛظ] ثٗ کيفيت ِؽؾ تؼييٓ ِي

ثيبٔگؽ تبثيؽ  Hازبعٗ نعٖ خكُ تٛقظ قيبي اقت. ضؽیت 
ثبنع. ظؼ صٛؼتي کٗ  ِسعٚظٖ ِطؽٚط ِبش ؼٚي زً ِي

گيؽي ظاضً ِسعٚظٖ ِبش ٚالغ ثبنع ایٓ  ي ِسعٚظٖ أتگؽا
 ثبنع. ضؽیت ِؼبظي یک ٚ ظؼ غيؽ ایٕصٛؼت، صفؽ ِي

 

                                                 
1

  Prandtl-Glauert 
2
 Conormal 

 روش اجشای مزسی .3
ٓ لكّت ٔسٖٛ زً ػعظي یب اٌگٛي ِسبقجبتي ؼاثغٗ ظؼ ای

ثب اقتفبظٖ اؾ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي تهؽیر  (11)أتگؽاٌي 

ظؼ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ِيعاْ ِسبقجبتي ِٛؼظ ٔظؽ   نٛظ. ِي
نٛظ. قپف ثب ِسبقجٗ  ثٗ اخؿاي وٛچىتؽي تمكيُ ِي

ثٗ پيٛقتگي  ضؽایت أتگؽاٌي ِؽثٛط ثٗ ٘ؽ خؿء ٚ ثب تٛخٗ
٘بي ِهتؽن ثب یىعیگؽ، ِبتؽیف ضؽایت  اخؿاء اؾ عؽیك گؽٖ

ِؽثٛط ثٗ وً ِيعاْ ِسبقجبتي ِٛٔتبژ نعٖ ٚ ظؼ ٔٙبیت 
 نٛظ.  ظقتگبٖ ِؼبظلات گككتٗ زبصً ِي

نبیبْ غوؽ اقت کٗ ظؼ اکثؽ ِكبئً ِٕٙعقي، ٌجٗ فؽاؼ 
ؼبظلات أتگؽاٌي یبظ ظؼ ِ Sثبنع، ٌػا  صٛت ِي  ثبي، ِبفٛق

گلاؼت -نعٖ، ِؽؾ ثبي ثٗ تٕٙبیي ظؼ ِطتصبت پؽأعتً
  [.8ثبنع، ؾیؽا ظٔجبٌٗ ظؼْٚ ٔبزيٗ تبثيؽ لؽاؼ ٔطٛا٘ع گؽفت] ِي

اي ثب  ٘بي ِؽؾي، اؾ اخؿاي چٙبؼ گؽٖ ثؽاي ِسبقجٗ أتگؽاي
تٛاثغ نکً )ظؼٚٔيبة( ِؽتجٗ اٚي ثٗ نىً ؾیؽ اقتفبظٖ 

 اقت: نعٖ

(58)  
     

     

1 2

3 4

1 1
1 1 , 1 1 ,

4 4

1 1
1 1 , 1 1 ,

4 4

N N

N N

   

   

     

     

 

ثبنٕع.  ِطتصبت ِسٍي خؿء ِسبقجبتي ِي   ٚظؼ ایٕدب،
 0  ٚتٛاْ ِتغيؽ٘بي  ثب تٛخٗ ثٗ تؼؽیف تٛاثغ نىً ِي

بظیؽ ِؽثٛعٗ ؼا ؼٚي ٘ؽ خؿء اؾ نجىٗ ِسبقجبتي ثؽ زكت ِم
 صٛؼت ؾیؽ ظؼٚٔيبثي ّٔٛظ: ٘ب ثٗ ظؼ ٘ؽ وعاَ اؾ گؽٖ

(54)  
4 4

1 1

, .i i i i

i i

N N
 

         

اٌٚيٓ  (12)ثب تٛخٗ ثٗ نؽط ِؽؾي ظاظٖ نعٖ ظؼ ؼاثغٗ 

ثبنع.  ِهطص ِي( 11)ػجبؼت ِٛخٛظ ظؼ قّت ؼاقت ؼاثغٗ 

تٛاْ ضؽایت أتگؽاٌي  ِي (14( و )13)ٌػا ثب اقتفبظٖ اؾ ؼٚاثظ 

 ( ؼا ثٗ نىً ؾیؽ ِسبقجٗ ّٔٛظ:55)ؼاثغٗ 

(51)  
1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

,

,

j

j

j

B

jc

B

H
d g g g g

r

H
d h h h h

N r





          


 
       

  





 

صٛؼت ؾیؽ  وٗ ظؼ آْ ضؽایت ِؼٍَٛ ِتٕبظؽ ثب ٘ؽ گؽٖ ثٗ
 نٛظ: تؼؽیف ِي
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(56)  

,

, 1,...,4 .

j

j

i i j

B

i i jc

B

H
g N d

r

H
h N d i

N r





 


 
   

  





 

زبٌت ؾیؽ  ٕ٘گبَ ِسبقجٗ ضؽایت أتگؽاٌي فٛق قٗ
 ِّکٓ اقت ؼٚي ظ٘ع:

ؼ ظاضً ظؼ صٛؼت ٚالغ نعْ خؿء ِؽؾي ظ -اٌف
ِؼبظي ثب یه أتطبة  Hِسعٚظٖ ِطؽٚط ِبش ِمعاؼ ضؽیت 

 نٛظ، ِي
ظؼ صٛؼت ٚالغ نعْ خؿء ِؽؾي ظؼ ظاضً ِسعٚظٖ  -ة

نٛظ  ِؼبظي ثب صفؽ أتطبة ِي Hِطؽٚط ِبش ِمعاؼ ضؽیت 

ٚ 
ظؼ ایٓ زبٌت لكّتي اؾ خؿء ظاضً ٚ ِبثمي آْ  -ج

ؼج اؾ ِطؽٚط ِبش لؽاؼ گيؽظ، ظؼ اصغلاذ خؿء ِؽؾي ضب
 نٛظ. تٛقظ ِطؽٚط ِبش لغغ نعٖ ٚ زبٌت تىيٕگي ایدبظ ِي

اگؽ تّبِي خؿء ظؼ ِطؽٚط ِبش ٚالغ ثبنع، ٕ٘گبَ 
  ثبنع. ِسبقجٗ ضؽایت أتگؽاي تکٕيک ضبصي ِٛؼظ ٔيبؾ ّٔي

تٛقظ ؼٚل گٛـ لبثً  ig  ٚihٌػا ضؽایت أتگؽاٌي 
اگؽ تّبَ خؿء ضبؼج اؾ ِطؽٚط ِبش لؽاؼ   ثبنٕع. ِسبقجٗ ِي

٘بي یبظ نعٖ  گؽفتٗ ثبنع، ثعیٙي اقت کٗ زبصً أتگؽاي
اِب پيچيعگي ِسبقجٗ   ؼٚي خؿء ِؿثٛؼ ثؽاثؽ صفؽ ضٛا٘ع ثٛظ.

٘ب ٕ٘گبِي اقت کٗ خؿء ِٛؼظ ٔظؽ تٛقظ ِؽؾ  ایٓ أتگؽاي
صٛؼت ِهکً ِسبقجٗ   عٖ ثبنع کٗ ظؼایِٓطؽٚط ِبش لغغ ن

Brظٌيً ایٕکٗ ِمعاؼ  ثٗ  نٛظ. ٘بي تکيٓ ایدبظ ِي أتگؽاي  
٘بي یبظ  ثبنع، ٌػا أتگؽاي ؼٚي ِؽؾ ِطؽٚط ِبش ثؽاثؽ صفؽ ِي

نعٖ ظؼ ایٓ ِسً ثٗ تؽتيت ظاؼاي تکيٕگي ضؼيف ٚ ثكيبؼ 
بط ثب ایٓ ِٛضٛع ظؼ خؿئيبت ثيهتؽ ظؼ اؼتج  ثبنٕع. لٛي ِي

 اقت. [ غوؽ نع8ٖ]
 اوْٕٛ ثب تٛخٗ ثٗ تٛضيسبت ِغؽذ نعٖ ظؼ ثبلا ؼاثغٗ

ثٗ یک ظقتگبٖ ِؼبظلات ضغي ثؽ زكت ِمبظیؽ ِدٙٛي  (11)

 نٛظ: صٛؼت ؾیؽ تجعیً ِي ثٗ 0اي  گؽٖ
(57)  ,0AΦ B  

ثؽظاؼي ِؼٍَٛ ٚ  Bِبتؽیف ضؽایت تبثيؽ ٚ  Aکٗ ظؼ آْ 
 ثبنع. ٔبني اؾ نؽایظ ِؽؾي ِي

پف اؾ زً ِؼبظٌٗ فٛق ٚ تؼييٓ پتبٔكيً اغتهبني 
اي ٚالغ ثؽ قغر ثبي، ثب اقتفبظٖ اؾ ؼاثغٗ  ؼٚي ٔمبط گؽٖ

تٛاْ تٛؾیغ  ثؽٌٔٛي ضغي نعٖ ثؽاي اغتهبنبت کٛچک ِي

صٛؼت  ؽایت ٔيؽٚ٘بي آیؽٚظیٕبِيکي ؼا ثٗفهبؼ ٚ ظؼ ٔتيدٗ ض
 [:9ؾیؽ اقتطؽاج ّٔٛظ ]

(58)  2
,p

u
C

V


  

ثبنع. ظؼ  ٌِٛفٗ قؽػت اغتهبني ظؼ ٘ؽ گؽٖ ِي uکٗ ظؼ آْ، 
اظاِٗ ثب اقتفبظٖ اؾ ضؽیت فهبؼ ِسبقجٗ نعٖ ؼٚي قغر 

 سبقجٗ ّٔٛظ.تٛاْ ضؽایت ٔيؽٚي آیؽٚظیٕبِيىي ؼا ِ خكُ ِي
 

 نتايج .4
ظؼ ایٓ لكّت، ِسبقجبت ِيعاْ خؽیبْ ِبفٛق صٛت ظائُ 

ثؽاي چٕعیٓ ِثبي ِطتٍف ثب اقتفبظٖ اؾ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي 
ثؽؼقي نعٖ ٚ ٔتبیح اضػ نعٖ اؾ عؽیك زً ظليك یب ٔتبیح 

أع. ظؼ اثتعا یه ثبي  ِٛخٛظ ظؼ ِؽاخغ ِؼتجؽ ثؽؼقي نعٖ
ٔكجت ضطبِت ، 8ِكتغيً نکً ظٚکٛژي ثب ضؽیت ِٕظؽي 

   ٚ ثب ؾاٚیٗ زٍّٗ صفؽ ظؼخٗ ظؼ ٔظؽ گؽفتٗ نعٖ اقت. 21/2
ثؽاي تٌٛيع نجىٗ ِسبقجبتي، قغر ٘ؽ ٔيّٗ ثبي ظؼ خٙت ٚتؽ 

ّ٘چٕيٓ    لكّت تمكيُ نعٖ اقت. 7ٚ عٛي آْ ٘ؽ کعاَ ثٗ 
ظؼ خٙت ٚتؽ ٚ  8ثٕعي ظیگؽي ٔيؿ ثب تؼعاظ تمكيّبت  نجکٗ

 اقت. عٛي آْ ظؼ ٔظؽ گؽفتٗ نعٖ

ثؼعي ظؼ ٚتؽ  ٔتبیح زبصً اؾ زً خؽیبْ قٗ 1 نىً

ثٕعي غکؽ  ( ثبي ظٚکٛژي ِؿثٛؼ ؼا ثب ظٚ نجک0yِٗؽکؿي )
نٛظ ٔتبیح  . ّ٘بٔغٛؼ وٗ ِلازظٗ ِيظ٘ع نعٖ ٔهبْ ِي

ِؽثٛط ثٗ نجىٗ ثٕعي ظَٚ وبِلا ثؽ زً ظليك ِٕغجك اقت. 
ت ٘ب تس اؾ آٔدب وٗ ضظ ِؽکؿي ثبي تٛقظ ِطؽٚط ِبش ٌجٗ

گيؽظ، ٌػا ایٓ ضظ ظليمب ثبیع ِغبثك ثب یک  تبثيؽ لؽاؼ ّٔي
ایؽفٛیً ظٚثؼعي ػًّ ّٔبیع. ٌػا زً ظليك ّ٘بْ زً 

ثؼعي ثب ٔكجت ضطبِت غکؽ نعٖ اقت. ػلاٖٚ ثؽ  ایؽفٛیً ظٚ
[ ٔيؿ ظؼ نکً 7ٔتبیح ِؽثٛط ثٗ زً ظليك، ٔتبیح ِٛخٛظ ظؼ ]

ِٛاؼظ  ِؿثٛؼ آٚؼظٖ نعٖ اقت کٗ ِمبیكٗ ٔتبیح ؼٚل زبضؽ ثب
ؼا ٔهبْ  ضٛثي صست ِسبقجبت أدبَ نعٖ  انبؼٖ نعٖ ثٗ

 ظ٘ع. ِي
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Exact Solution

Ref. 7 (6X6)

Ref. 7 (7X7)

Present Method (7X7)

Present Method (8X8)

 
پتبٔكيً اغتهبني ظائُ ظؼ عٛي ٚتؽ  تٛؾیغ (:1 )شكل

 ِؽکؿي ثبي

XY

Z

PHI

0.02

0.015

0.01

0.005

0

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

M




 
 پتبٔكيً اغتهبني ظائُ ؼٚي قغر ثبي تٛؾیغ (:2)شكل

 

تٛؾیغ پتبٔكيً اغتهبني ِسبقجٗ نعٖ  2 نکًظؼ 

ثٕعي  نجىٗ ّ٘ؽاٖ تٛقظ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ؼٚي قغر ثبي ثٗ
اقت. ػٍت  ٔهبْ ظاظٖ نعٖ 8/5ٚ ظؼ ػعظ ِبش  02×02

افؿایم تؼعاظ اخؿا ظؼ ایٓ نىً خٙت تهطيص ثٙتؽ تبثيؽ 
٘ب ؼٚي ٔتبیح اقت. ّ٘بٔغٛؼ وٗ ظؼ ایٓ  ِسعٚظٖ ِبش ٌجٗ
نٛظ، ِسعٚظٖ ِؽوؿي ثبي ضبؼج اؾ تبثيؽ  نىً ظیعٖ ِي
 ٘ب لؽاؼ ظاؼظ. ِطؽٚط ِبش ٌجٗ

قجٗ نعٖ اؾ ایٓ ؼٚل ٚ زً ّ٘چٕيٓ، تٛؾیغ فهبؼ ِسب

اقت.  ٔهبْ ظاظٖ نعٖ 3ظليك ؼٚي ضظ ِؽوؿي ثبي ظؼ نىً 

ّ٘بٔغٛؼ وٗ ظؼ ثبلا تٛضير ظاظٖ نع، ضظ ِؽوؿي ثبي ضبؼج 
اؾ ِطؽٚط ِبش ثٛظٖ ٚ ٔهبْ ظٕ٘عٖ یه زبٌت ظٚثؼعي اقت. 
ٌػا ثؽاي ایؽفٛیً ظٚوٛژي ظؼ خؽیبْ ِبفٛق صٛت، ضؽیت 

اؾ ؼاثغٗ تسٍيً ؾیؽ لبثً  فهبؼ ظؼ ٘ؽ ٔمغٗ اؾ قغر ایؽفٛیً
 [:50ِسبقجٗ اقت]

(59)  2
i

i
PC




  

ثيبٔگؽ ؾاٚیٗ ثيٓ ضظ ِّبـ ثؽ قغر ایؽفٛیً  iوٗ ظؼ آْ، 

 4 نىً ثب ضظ خؽیبْ اقت. ّ٘بٔغٛؼ وٗ ظؼ iظؼ ٔمغٗ 
ؾ ؼٚل اخؿاي ِؽؾي نٛظ ٔتبیح ثٗ ظقت آِعٖ ا ِلازظٗ ِي

ظٕ٘ع.  ٘بي ظليك ٔهبْ ِي تغبثك ضٛثي ؼا ظؼ ِمبیكٗ ثب خٛاة
تٛاْ ثب ؼیؿتؽ  ٘بي ثبي ؼا ِي اٌجتٗ ضغبي أعن ِؽثٛط ثٗ ٌجٗ

ّٔٛظْ اخؿاي ِسبقجبتي ظؼ آْ ِٕبعك وب٘م ظاظ. ظؼ ایٓ 
ضٛثي  ٘ب ثٗ نىً تغييؽ ضؽیت فهبؼ ٔبني ِسعٚظٖ ِبش ٌجٗ

 ِهٙٛظ اقت.

XY

Z

CP

0.2

0.15

0.1

0.05

0

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45

-0.5

-0.55

-0.6

-0.65

 
 ضؽیت فهبؼ ِسبقجٗ نعٖ ظؼ قغر ثبي تٛؾیغ (:3)شكل

 
ظؼ اظاِٗ یه ثبي ِكتغيً نکً ِكغر ثب ضؽیت 

   ظؼخٗ، ظؼ ٔظؽ گؽفتٗ نعٖ اقت. 0ٚ ؾاٚیٗ زٍّٗ  8ِٕظؽي 
ثؽاي تٌٛيع نجىٗ ِسبقجبتي، قغر ٘ؽ ٔيّٗ ثبي ظؼ خٙت ٚتؽ 

ظؼ    لكّت تمكيُ نعٖ اقت. 02ٚ عٛي آْ ٘ؽ کعاَ ثٗ 
خؿء چٙبؼگٛل  822ٔتيدٗ قغر کً ثبي ِؽثٛعٗ ثٗ 

   اقت. ثٕعي نعٖ تمكيُ
ثؼعي ؼٚي ثبي ِؿثٛؼ ظؼ  ٔتبیح زبصً اؾ زً خؽیبْ قٗ

2Mػعظ ِبش    ً5أدبَ ٚ تٛؾیغ فهبؼ ِؽثٛعٗ ظؼ نى 
ضٛثي ضغٛط فهبؼ ثبثت  ظؼ ایٓ نىً ثٗ. اقت ٔهبْ ظاظٖ نعٖ

ِٛخٛظ  ٘بي ثبي ِهطص ثٛظٖ ٚ ثب ٔتبیح ٚ ِسعٚظٖ ِبش ظؼ ٌجٗ
[ کبِلا ِغبثمت ظاؼظ. ثب تٛخٗ ثٗ نىً، ؾاٚیٗ ِطؽٚط 58ظؼ ]

ثبنع وٗ ثب ؼاثغٗ ؼیبضي ِسبقجٗ  ظؼخٗ ِي 41٘ب  ِبش ٌجٗ
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1ؾاٚیٗ ِطؽٚط ِبش 1
( sin )

M
   وبِلا ّ٘طٛأي ظاؼظ. ظؼ

ٔتيدٗ ظؼ ایٓ نىً، ضظ ِؽکؿي ثبي تٛقظ ِطؽٚط ِبش 
ٌػا ایٓ ضظ ظليمب ثبیع  ٘ب تست تبثيؽ لؽاؼ ّٔي گيؽظ، ٌجٗ

ِغبثك ثب یک ایؽفٛیً ظٚثؼعي ػًّ ّٔبیع. ٌػا ثب اقتفبظٖ اؾ 
نٛظ. ثب  ِسبقجٗ ِي -269/2(، ِمعاؼ ضؽیت فهبؼ 59ؼاثغٗ )

تٛخٗ ثٗ ٔتبیح اؼائٗ نعٖ ِمعاؼ ضغبي ؼٚل زبضؽ ٔكجت ثٗ 
تٛأع ٔبني  ثبنع وٗ ایٓ ضغب ٔيؿ ِي ظؼصع ِي 4/5زً ظليك 

ؼ ؼٚل ػعظي زبضؽ ثبنع. اٌجتٗ ثب اؾ ضغبي ِسبقجبتي ظ
تٛاْ  افؿایم تؼعاظ اخؿا ٚ یب افؿایم ِؽتجٗ تٛاثغ نىً ٔيؿ ِي

 ِيؿاْ ضغب ؼا وب٘م ظاظ.
 

X/C

C
P

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0

0.1

0.2

0.3

Present Method (20*20)

Exact Solution

 
 ضؽیت فهبؼ ظؼ عٛي ٚتؽ ِؽکؿي ثبي تٛؾیغ(: 4)شكل

 

XY

Z

M


X

Y Z

CP

-0.038

-0.04

-0.042

-0.044

-0.046

-0.048

-0.05

-0.052

-0.054

-0.056

-0.058

-0.06

-0.062

-0.064

-0.066

-0.068

 
 تٛؾیغ ضؽیت فهبؼ ؼٚي ثبي ِكغر (: 5)شكل 

 

 گيزی نتيجه .5
ؼبظلات ظؼ ایٓ تسميك، ثب اػّبي ؼٚل اخؿاي ِؽؾي ثٗ ِ

صٛت، ِؼبظلات گككتٗ  پػیؽ ِبفٛق ضغي نعٖ خؽیبْ تؽاوُ
ِٕظٛؼ اػتجبؼ  نعٖ زبوُ ثؽ ایٓ ٔٛع خؽیبْ اقتطؽاج نع. ثٗ

قٕدي ؼٚل زبضؽ ظٚ ثبي ثب ٕ٘عقٗ ِهطص ظؼ نؽایظ 
تؼؽیف نعٖ ِٛؼظ تسٍيً ٚالغ ٚ ٔتبیح نبًِ تٛؾیغ ژتبٔكيً 

ٔتبیح اغتهبني ٚ ضؽایت آیؽٚظیٕبِيىي اقتطؽاج نع. ِمبیكٗ 
ؼٚل زبضؽ ثب ٔتبیح ِؽثٛط ثٗ زً ظليك ٚ ِؽاخغ ِؼتجؽ، 

بْ ی ثطم ؼٚل ِػوٛؼ ظؼ ِسبقجبت خؽ زبکي اؾ ظلت ؼضبیت
ثبنع. اٌجتٗ ثب اضبفٗ ّٔٛظْ لبثٍيت تسٍيً  صٛت ظائُ ِي ِبفٛق

تٛاْ کع ِسبقجبتي کبٍِي ؼا ظؼ  خؽیبْ ظؼ زبٌت غيؽظائُ ِي
يک ٚ ثبؼگػاؼي ایٓ ؾِيٕٗ ثٛیژٖ ثؽاي ِسبقجبت آیؽٚالاقت

٘بي ػعظي ظؼ ِعت  تٙيٗ ّٔٛظ کٗ ظؼ ِمبیكٗ ثب قبیؽ ؼٚل
 ظ٘ع. ؾِبْ کّتؽي ِسبقجبت ِهبثٗ ؼا أدبَ ِي
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