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  فصلنامه علمي پژوهشي
 دانش مالي تحليل اوراق بهادار

 بيست و چهارمشماره سال هفتم،  

 3131زمستـان 

 
 

 اهها و کاربردهای آنمالی: ریشه، ویژگی علوم های مولتی فرکتال درمدل

 
 1فریدون رهنمای رودپشتی 

 2مهدیه کلانتری دهقی   

 

 
 

  چكيده

 ریسک اهمیت هزینه کاهش و بهینه تصمیم اخذ منظور به سهام بازار هايبازدهی بر حاکم فرآیند تشخیص

ها اهمیت تحلیل بازارها و تلاش براي درک بهتر آن .دارد مالی گذارانسیاست و گذارانبراي سرمایه فراوانی

هاي پهن، شمول دنباله موجب شد که پس از به چالش کشیده شدن مفروضات بازار کارا و کشف حقایق جهان

هاي با خواص کاملاً تصادفی با توزیع نرمال به گران از مدلهاي زمانی مالی، تحلیلبندي نوسانات در سريخوشه

هاي مولتی فرکتالی هاي لوي و مولتی فرکتالی متمایل شوند. همین امر سبب گسترش استفاده از مدلسمت مدل

هاي اخیر براي پیش بینی و له به مرور روش مولتی فرکتال که در سالاین مقاهاي مختلف بازار شد. در بخش

هاي مشابه ابتدا ریشه این روش که از مدلدر . خته استپردا، گسترش یافته 1مدلسازي نوسان پذیري قیمت

در فیزیک آماري، نشأت گرفته شده است معرفی و سپس جزئیاتی در مورد مشخصات و  2جریانات آشفته

ها و وضعیت هاي در دسترس براي تخمین آنهاي سري زمانی مولتی فرکتالی در مالی، روشلهاي مدویژگی

دهد که پویایی بازار سرمایه موجب شده نتایج پژوهش نشان می شود.ها ذکر میکنونی کاربردهاي تجربی این مدل

-بندي نوسانات سريخوشه هاي تحلیل بازار در حال تحول باشد، همچنین درها و مدلاست که رویکردها، شیوه

 .گیردهاي کوچکتر مدنظر قرار میهاي زمانی مالی، مقیاس

 

 .بینیپذیري تصادفی، پیشفرکتال، معیارهاي تصادفی، نوسانفرآیندهاي مولتی کليدی: های هواژ
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 مقدمه -1

مالی مدلسازي  یکی از مهمترین وظایف اقتصاد

هاي ریسکی است. بینی نوسانات قیمت داراییو پیش

پذیري گذاران نوسانگران و سیاستاز نظر تحلیل

 3قیمت یک متغیر کلیدي است که به درک نوسانات

گران نیاز دارند تا کند. بنابراین، تحلیلبازار کمک می

پذیري قیمت به عنوان یک بینی درستی از نوسانپیش

وري براي انجام وظایفی چون مدیریت ورودي ضر

ریسک، تخصیص پرتفو، ارزیابی ارزش در معرض 

گذاري اختیار معامله و قراردادهاي آتی خطر و قیمت

پذیري بازار دارایی نیز نقش داشته باشند. نوسان

کند. عواقب هاي پولی بازي میمهمی را در سیاست

بحران مالی اخیر بر اقتصاد جهانی نشان داد که 

پذیري بازارهاي مالی در اجراي سیاست چقدر نوسان

 مهم است.  ،پولی موثر

معیاري  قیمت پذیريدر بازارهاي مالی، نوسان

براي سنجش نوسانات قیمت یک ابزار مالی در طول 

طور مستقیم هتوان بپذیري را نمیزمان است. نوسان

معیارهاي  با استفاده ازباید  آن را مشاهده کرد، بلکه

گذاري مناسب یا به عنوان جزئی از یک مدل قیمت

تخمین زد. به عنوان جزئی از یک  4دارایی تصادفی

پذیري ممکن است خود یک متغیر مدل، نوسان

-هاي نوسان)همانطور که در مدل 5تصادفی پنهان

هاي مولتی پذیري تصادفی و همچنین در اکثر مدل

باشد  tزمان  فرکتال است( یا یک متغیر قطعی در

است(.  GARCHهایی از نوع )همانطور که در مدل

سادگی از هپذیري، بهاي تجربی، نوسانبراي داده

طریق واریانس نمونه یا انحراف استاندارد نمونه 

-گیري نوسانشود. راه دیگر براي اندازهمیمحاسبه 

ها یا هر گونه پذیري روزانه استفاده از مربع بازده

هاي هاست. در واقع، توانبازده از 6توان مطلق

-دهد و مدلهاي متفاوتی را نشان میمتفاوت ویژگی

دامنه کاملی از  چیره شدن برفرکتال براي هاي مولتی

 طراحی شده است.  7رفتار گشتاورهاي مطلق

( مفهوم 2001) 8اخیراً، اندرسون و همکاران

( را به عنوان یک RV) 9یافتهپذیري تحققنوسان

ها پذیري قیمت داراییجایگزین براي نوسانمعیار 

-براي تخمین نوسان RVاند. در حقیقت توسعه داده

هاي روزانه پذیري روزانه از جمع مجذور بازده

کند. مبناي این روش را تئوري تغییرات استفاده می

دهد. بر اساس این تئوري، تشکیل می 10درجه دوم

RV گار و زن ناپارامتریک سازمنجر به یک تخمین

ها در یک با کارایی بالا براي نوسانات بازده دارایی

فاصله زمانی گسسته و تحت مفروضات نسبتاً 

بازارهاي  پذیريشود. معیارهاي نوسانمی 11اندک

دهند که از اي را نشان میهاي برجستهمالی ویژگی

شود، این ها به عنوان حقایق تجربی نام برده میآن

، عدم 12بندي نوساناتحقایق عبارتند از: خوشه

، حرکت 14و برگشت بازده به میانگین 13تقارن

ها و بازارهاي مالی، پذیري داراییهمزمان نوسان

هاي خام، تر نوسانات نسبت به بازدههمبستگی قوي

ها، رفتار توزیع بازده 15هاي )نیمه( سنگیندنباله

ها ، تغییر شکل توزیع بازده16بندي غیرعاديمقیاس

زمانی مختلف، اثرات اهرمی و فصلی هاي در افق

این مفاهیم به تفصیل توضیح داده  3در بخش .17بودن

 شوند. می

هاي گذشته، بخش عظیمی از در طول دهه

مطالعات تئوریک و تجربی صرف فرموله کردن 

. با مطالعه استپذیري مناسب شده هاي نوسانمدل

هاي پنبه معروف مندلبرت بر روي نوسانات قیمت

(، اکنون 181963یل دهه شصت )مندلبرت در اوا

دانند که حرکت برونی هندسی اقتصاددانان می

( مطرح شد 1900) 20که بوسیله باچلیر 19استاندارد
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قادر به توضیح این حقایق تجربی نیست. به 

خصوص، دنباله پهن و همبستگی قوي مشاهده شده 

در نوسانات که در تناقض شدید با نوسانات 

21ملایم"ناهمبسته 
اي است که بطور ضمنی توسط "

هاي تصادفی برونی مطرح شده است. مدلسازي مدل

-هاي داراي نوساناقتصادي تغییرات قیمت دارایی

پذیري متغیر در طول زمان، با خانواده واریانس 

 22ناهمسانی شرطی خود اتورگرسیو عمومی

(GARCH) هاي نشأت گرفته از آن آغاز شد و مدل

 (.  23،1982)انگل

این مقاله بر ارائه یک راه جایگزین و  تمرکز

جدید براي مدلسازي و پیش بینی نوسانات است که 

و  شده سال گذشته در ادبیات معرفی 15در طول 

هاي قبلی، منبع بسط یافته است. برخلاف مدل

هاي جدید از تغییر زمانی ناهمگنی نوسانات در مدل

نظم محلی در مسیر قیمت ناشی می شود )فیشر و 

ها، تئوري (.  پیش زمینه این مدل1997 ،24همکاران

است که توسط مندلبرت  25معیارهاي مولتی فرکتال

( براي مدلسازي جریانات آشفته مطرح شد. 1974)

فرآیندهاي مولتی فرکتالی جریان گسترده اي از 

و مفاهیم  دادبیات را از فیزیک آماري وارد مالی کردن

 .هاي اساسی را توسعه دادندو مدل

هاي مسلم کارهاي اولیه بیشتر به شباهت

این در  .انداشاره داشته 26نوسانات و تلاطم سیال

فرکتال در حالی است که استفاده از مفهوم مولتی

مدلسازي مالی پس از مطالعه مندلبرت در سال 

 آغاز شد.  1997

 27هافرکتال بازده داراییپس از مدل مولتی

(MMAR) آن که توسط هاي نشأت گرفته از و مدل

هاي مندلبرت، کالوت و فیشر معرفی شدند، مدل

ی، تکرارشونده با اصول طراحی مشابه مانند مدل لّع

و مدل  (MSM) 28سوئیچینگ-فرکتال مارکوفمولتی

مطرح شدند.  (MRW) 29فرکتالگشت تصادفی مولتی

هاي مولتی فرکتال را ها نسل دوم مدلاین مدل

دهند و در کاربردهاي تجربی تا حدي تشکیل می

)لوکس و  شدند MMARجایگزین نسل اولیه 

 (.2013سگنون، 

دهی شده ادامه این مقاله به شکل زیر سازمان

روش شناسی پژوهش مورد  2در بخش است. 

مبانی علمی و  3بخش بررسی قرار می گیرد. در 

شامل مروري بر پیشینه پژوهش بحث می شود که 

هاي مالی و بحث در مورد ادهحقایق تجربی د

و  GARCHهاي پتانسیل طبقات مختلف مدل

پذیري تصادفی براي چیره شدن بر این حقایق نوسان

مفهوم پایه معیارها و  علاوه بر اینتجربی است. 

فرکتالی معرفی و مروري بر فرآیندهاي مولتی

فرکتال  پذیري مولتیهاي نوسانمشخصات مدل

هاي مختلفی روش 4 صورت خواهد گرفت. بخش

بینی هاي مولتی فرکتال و پیشرا براي تخمین مدل

مروري بر  5کند. بخش نوسانات آینده معرفی می

-هاي مولتینتایج تجربی کاربرد و عملکرد مدل

گیري پرداخته به نتیجه 6فرکتالی دارد و در بخش 

 شود. می

 

 روش شناسی پژوهش  -2

پژوهش حاضر به روش توصیفی مبتنی بر 

رویکرد شناخت تاریخی با استفاده از مبانی علمی و 

تحقیقات پیشین ضمن بهره گیري از مقالات پایان 

نامه هاي موجود به شیوه کتابخانه اي اجرا شده 

است که هدف آن ارتقاء دانش در حوزه علوم مالی 

 است. 
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 مبانی علمی و پيشينه پژوهش -3

 های مالیقایق تجربی دادهح -1-3

هاي از دهه شصت میلادي با دسترسی به سري

براي بسیاري از بازارهاي مالی،  با فرکانس بالازمانی 

ها موضوع مورد بررسی در هاي آماري آنویژگی

بخش وسیعی از ادبیات شد. دو ویژگی جهان شمول 

که پژوهشگران در طی  "حقیقت تجربی"اصلی یا 

بیان می کنند  ،ها دست یافتنده آنهاي خود ببررسی

دنباله "که در عمل هر سري زمانی داراي دو ویژگی  

30پهن
است. در حقیقت  "خوشه بندي نوسانات"و  "

هاي مولتی فرکتال تا حد انگیزه اصلی استفاده از مدل

زیادي ناشی از این دو ویژگی است، اما ویژگی 

 تري است که از دههمولتی فرکتالی ویژگی ظریف

نود به تدریج به عنوان یک حقیقت تجربی اضافی 

مروري کوتاه بر به ظهور کرده است. در ادامه 

ها تاریخچه پیدایش این دانش و تعریف این ویژگی

هاي آماري کمتر شناخته و همچنین برخی از ویژگی

هاي مالی بطور معمول یافت می شده که در بازده

 .پرداخته خواهد شدشوند، 

 دنباله پهن -1-1-3

این ویژگی مربوط به شکل توزیع غیرشرطی 

در مورد  "فرضیه"است. اولین  هاسري زمانی بازده

( فرموله 1900توزیع تغییرات قیمت بوسیله باچیلیر )

بندي شد، وي در تز دکتري خود فرض کرد که 

تغییرات قیمت به صورت نرمال توزیع شده اند. این 

عداد بزرگ توجیه فرض را می توان بوسیله قانون ا

در حالی که این ایده به نظر قابل قبول و باور  .کرد

می رسد و توزیع گوسی حاصل براي بسیاري از 

اهداف کاربردي به سهولت قابل استفاده می باشد، 

-( اولین کسی بود که نشان داد داده1963مندلبرت )

هاي تجربی بطور قابل تشخیصی غیرگوسی هستند و 

ا داراي کشیدگی بیش از حد و هنمودار آماري آن

ها، نسبت هاي آنجرم احتمال بالاتر در مرکز و دنباله

به توزیع نرمال است. این مسأله را می توان با هر 

مجموعه داده از بازار سهام، ارز خارجی یا هر داده 

مالی دیگر که به اندازه کافی طولانی باشد آزمون و 

شه با اهمیت اثبات کرد که توزیع گوسی تقریباً همی

 آماري بالا رد می شود. 

( در نتیجه 1963) 31( و فاما1963مندلبرت )

هاي پهن، هاي خود براي توضیح دنبالهپژوهش

می گفتند،  32پایداري لوي قانونمفهومی را که به آن 

پیشنهاد دادند. این قانون از این حقیقت نشأت می 

 ،گرفت که در نسخه تعمیم یافته از قانون حد مرکزي

که از فرض گشتاور دوم محدود صرف نظر می کند، 

جمع متغیرهاي تصادفی مستقل و یکسان توزیع شده 

شوند. براي نزدیک تر همگرا میهاي کلیبه توزیع

به سه دهه مدل پایداري لوي بدون چون و چرا 

هاي پابرجا باقی ماند )اگرچه در برخی از زمینه

دادند  ترجیح میاقتصاد مالی پژوهشگران همچنان 

 شان استفادهاز فرض نرمال بودن در مدل کاريکه 

هاي (، و اقتصاددانان بسیاري براي توسعه تکینککنند

هاي لوي مشارکت آماري تخمین پارامترهاي توزیع

هاي (. هرچند پیشرفت1971 33،کردند )فاما و رول

اخیر در مالی تجربی اجازه رد این فرضیه دیرینه را 

 داده است.

جدید اساساً ناشی از یک دیدگاه هاي بینش

متفاوت است: این دیدگاه به جاي تلاش براي 

ها دنباله"مدلسازي کل توزیع، اجازه می دهد که 

. مبانی ریاضی این روش را "خودشان صحبت کنند

تشکیل می دهد. ایده  34تئوري مقادیر حدي آماري

اي از  ها در نمونهاصلی این تئوري این است که دنباله

رهاي تصادفی مستقل و یکسان توزیع شده از متغی

کنند: بطور نمایی یکی از قوانین زیر پیروي می
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کاهش می  35کاهش می یابند یا بر اساس قانون توانی

هاي پهن اغلب به عنوان مترادف براي یابند. دنباله

هایی که بر اساس قانون توانی کاهش می یابند دنباله

 استفاده می شود.

می توانند توسط شاخص دنباله  هاکلیه توزیع 

(α که این شاخص در محدوده ،)α قرار  (   ) 

هایی که داراي دارد، فهرست بندي شوند. تمام توزیع

هستند، حاصل جمع شان  2شاخص دنباله کمتر از 

به توزیع پایداري لوي همگرا می شوند در حالی که 

 αهایی که داراي شاخص دنباله حاصل جمع توزیع

به توزیع گوسی همگرا می  می باشند 2بزرگتر از 

 شوند. 

( 1996) 37( و لوکس1991) 36جنسن و دوریز

 90هایی از مطالعاتی هستند که در طول دهه مثال

هاي نیمه پارامتریک صورت گرفتند و از مدل

بدون آنکه  ،استنتاجی براي تخمین شاخص دنباله

فرض خاصی براي شکل کل توزیع داشته باشند، 

استفاده کردند. نتیجه این مطالعات و مطالعات دیگر 

 4تا  3در دامنه  αنشان می دهد که شاخص دنباله 

قرار دارد، که در حال حاضر این مسأله به عنوان یک 

واقعیت تجربی شناخته شده است )گویلام و 

نتایج، فرضیه  اینبر مبناي (. 1997 38،همکاران

مطالعات چرا که پایداري لوي می تواند رد شود )

 باشد را رد کردند(.  2کوچکتر از  αامکان اینکه 

هاي ترکیبی از توزیع ،حجم زیادي از ادبیات

هاي تعمیم یافته را نرمال و دامنه وسیعی از توزیع

( نتایج بدست 1995 39،اند )ابرلین و کلرآزمون کرده

هاي روزانه، کاملاً دهند که توزیع بازدهآمده نشان می

 است 3با درجه آزادي  t-studentنزدیک به توزیع 

 (.     1992 40،)کودیجک و همکاران

        

 خوشه بندی نوسانات -2-1-3

ها به توزیع هاي زمانی بازدههمگرایی کند سري

ها توان به وجود وابستگی در این سرينرمال را می

با کاهش چشمگیر  ،واقع، وابستگینسبت داد. در 

سرعت همگرایی، منجر به طولانی شدن رفتار پیش 

این وابستگی در بسیاري از  شود. مجانبی می

مطالعات رسماً بیان شده است و در حقیقت، 

بسادگی در قدر مطلق بازده، مجذور بازده، یا هر 

نوسان پذیري( قابل  اندازه گیري دیگر از نوسانات )

هاي زمانی به اندازه کافی سري در مشاهده است.

هاي روزانه( تا زمانی )داده هايوقفهطولانی، براي 

را خودهمبستگی با اهمیت توان میچند سال نیز 

یا   اتبا عنوان خوشه بندي نوسان مسأله. این یافت

-هاي آشفته )آرام( با احتمال زیاد بوسیله دورهدوره"

 "برعکسهاي آشفته )آرام( دنبال می شوند یا 

اولین کسی بود که به  41هرستتوصیف شده است. 

 ساخت وژهپر وجود این واقعیت پی برد. وي در

)در نتیجه تحقیقات خود به نیل  رود روي بر يسد

 نتیجه ینا بهمنظور تخمین میزان آب ورودي به سد( 

میزان آب ورودي از فرآیند تصادفی پیروي  که سیدر

 توسط میانگین از گترربز يهانطغیا بلکه کندنمی

 کوچکتر يهانطغیا و دشومی لنباد مشابه يهانطغیا

 از کوچکتر) مشابه يهانطغیا توسط میانگین از

)رهنماي رودپشتی و پرهام،  دشومی لنباد( میانگین

1391.) 

 1999در سال  42مطالعه اوسلوس و همکاران

در اي است که چنین اثراتی را از مطالعهی مثال

اي در مطالعه 43اند. لوشناسایی کردهبازارهاي مالی 

براي بررسی  ي راآزمون آماري دشوار 1991در سال 

 ها پیشنهاد داد که در اکثرمدت در بازدهوابستگی بلند

وجود حافظه بلندمدت را براي بازده خام تأیید  موارد
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، اما بطور قوي شواهد مهمی از وجود حافظه کردنمی

. با یافتزده کامل یا بابازده بلندمدت در مجذور 

توجه به طبقه بندي انواع رفتار دنباله، حافظه کوتاه 

مدت با کاهش نمایی تابع خود همبستگی پدیدار می 

شود درحالی که زمانی که از حافظه بلندمدت 

صحبت می شود، این کاهش از تابع توانی پیروي می 

  (.2013)لوکس و سگنون، کند. 

 سانات تصادفیهای پایه: گارچ و نومدل -3-1-3

بندي نوسانات حجم وسیعی از خوشه 80از دهه 

ادبیات اقتصادسنجی مالی که در ارتباط با طبقه جدید 

وابستگی بر  فرآیندهاي تصادفی است )که

( را تشکیل دادند. چیره می شوندگشتاورهاي دوم 

)مدل ناهمواریانسی  ARCH( روش 1982انگل )

به  44ولرسلوشرطی اتورگرسیو( را که بعدها توسط ب

توسعه پیدا کرد، معرفی کرد. پس از  GARCHمدل 

را به  GARCHمدل  بولرسلو پژوهشگران دیگر

. توسعه دادندمنظور در بر گرفتن بهتر حقایق تجربی 

هاي زیر اشاره کرد: ها می توان به مدلدر میان آن

( که توسط EGARCHنمایی ) GARCHمدل 

( به منظور در نظر گرفتن رفتار 1991) 45نلسون

 46آستانه GARCHها معرفی شد، مدل نامتقارن بازده

(TGARCHرابمنانجارا و زاکویان )( که 1993) 47

اثرات اهرمی را در محاسبات به حساب می آورد، 

که  RS-GARCH 48تغییر رژیم GARCHمدل 

 GARCH( توسعه یافت، و 1994) 49توسط کاي

توسط انگل و بولرسلو  که IGARCH 50یکپارچه

( به منظور در بر گرفتن پایداري بالایی که در 1986)

ها مشاهده شده است، معرفی هاي زمانی بازدهسري

 شد. 

هاي تصادفی فرآیند براي چیره شدن بر شوک

هاي اي از مدل( طبقه1986) 51واریانس، تیلور

این  ( را معرفی کرد.SV) 52پذیري تصادفینوسان

پالایش و در بسیاري از طرق گسترده روش به خوبی 

)نوسان پذیري تصادفی( بسیار  SVشد. فرآیند 

است و بخاطر  GARCHتر از مدل منعطف

 ها،بازدهو  قیمت پذیريها با نوسانهمزیستی شوک

کند )گاوریشچاکا و ترکیبات بیشتري را فراهم می

هاي آماري، یکی . از لحاظ ویژگی(2003 53،گانگولی

کاهش  SVو  ARCHهاي مهم فرمول از اشکالات

پذیري است نمایی خودهمبستگی معیارهاي نوسان

بلندمدتی است که  که در تعارض با خودهمبستگی

در . بودذکر شده توسط پژوهشگران بسیاري  قبلاً

پایه بیشتر  SVپایه و هم مدل  GARCHهم واقع 

وابستگی کوتاه مدت را در بر می گیرند تا وابستگی 

  بلندمدت.

هاي براي در برگرفتن حافظه بلندمدت، مدل

GARCH  وSV  در نظر گرفتن تعداد نامحدودي با

هاي نوسان با وقفه، به جاي تعداد محدودي از دوره

ها وجود دارد، توسعه ها که در فرمول پایه آناز وقفه

اند. براي رسیدن به ویژگی حافظه بلندمدت یک یافته

استفاده شده است عملگر تفاضلی کسري در هر دو 

یکپارچه کسري  GARCHکه منجر به ایجاد مدل 

(FIGARCHبیلی و همکاران )( و مدل 1996) 54

نوسان پذیري تصادفی حافظه بلندمدت بریدت و 

( شده است. بسط دیگري از مدل 1998) 55همکاران

ARCH  که به آن مدلARCH ( ناهمگنHARCH )

معرفی ( 1998می گویند توسط دکورگنا و همکاران )

شد. این مدل بر اساس این یافته که نوسانات در 

در یک دامنه  ،ندنتواهاي زمانی کوچک میمقیاس

د و نتوسط نوسانات کلان توضیح داده شو ،بزرگ تر

 56،)مولر و همکاران برعکس، توسعه یافته است

هاي مولتی (. همانطور که خواهیم دید مدل1997

اما سلسه مراتب  دارند یفرکتال ساختار نسبتاً مرتبط
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اي متفاوت مدلسازي ها به گونهاجزاء نوسان در آن

 شوند.می

 یک حقيقت تجربی جدید: مولتی فرکتال -4-1-3

کاهش هذلولی شکل تابع توزیع احتمال 

غیرشرطی و همچنین کاهش هذلولی شکل 

پذیري خودهمبستگی بسیاري از معیارهاي نوسان

قوانین  حوزهدر  ،)قدر مطلق بازده، مجذور بازده(

گیرند. شناسایی بندي علوم طبیعی قرار میمقیاس

اي بندي جهان شمولی در زمینهچنین قوانین مقیاس

مانند مالی علایق دانشمندان علوم طبیعی را براي 

هاي مالی و توسعه جستجوي بیشتر در رفتار داده

 ها برانگیختهایی براي توضیح این ویژگیمدل

ها، (. بدنبال این بررسی1996 57،)منتگنا و استنلی

بندي بندي چندگانه یا مقیاسفرکتالی، مقیاسمولتی

غیرعادي )نامتشابه( به تدریج در قرن نوزدهم به 

هاي مالی ظهور کرد عنوان یک مشخصه نافذتر داده

هاي ایجاد شده براي و منجر به تطابق مکانیزم

از علوم طبیعی در مالی  ،فرآیندهاي مولتی فرکتال

 جربی شد. ت

پیش از تعریف مولتی فرکتالی یا مقیاس بندي 

چندگانه، ابتدا مفهوم پایه فرکتالی یا مقیاس بندي 

تعریف می شود. ویژگی فرکتالی، عبارت است از 

ها تحت فرآیندهاي عدم تغییر برخی از ویژگی

خودتکراري مناسب. ویژگی فرکتالی بیان می کند که 

ثبات مقیاس هستند.  ها داراي ویژگیبرخی از توزیع

-ها در طول مقیاساین بدین معنی است که رفتار آن

هاي مناسب، حفظ می هاي مختلف، تحت تبدیل

تر، یک فرآیند باید از قانونی شبیه شود. به بیان کلی

قانون زیر پیروي کند تا به عنوان یک فرآیند با 

 مقیاس ثابت شناخته شود:

(1                              )  (  )     ( ) 

بندي است معیار مناسب مقیاس tدر این فرمول 

)براي مثال زمان یا فاصله(. یک مثال از فرآیندهایی 

کنند، حرکت که از اصل ثبات مقیاس تبعیت می

سري مشاهداتی  x(t)برونی جزئی است که در آن 

شاخص هرست  H .است H>0<1است که در آن 

دهد. زمانی که می است که درجه پایداري را نشان

H>0.5  ،سري پایدارH<0.5  سري ناپایدار وH=0.5 

قانون بالا ساختاري  .نشان دهنده حرکت برونی است

که تک مقیاسی یا یونی فرکتالی  دهدرا نشان می

پذیري تصادفی شود. براي مثال مدل نوساننامیده می

( نمونه 1998حافظه بلندمدت بریدت و همکاران )

 هاست.مدلاي از این 

مولتی فرکتالی یا مقیاس بندي غیر عادي 

)نامتشابه( اجازه می دهد تا تنها با اضافه کردن رابطه 

در میان  ،تر زیر، تغییري غنی در رفتار فرآیندکلی

 هاي مختلف، ایجاد شود: مقیاس

(2             ) (  )   
   ( ) ( )    ( ) ( ) 

 

یک  ،M(c)در این فرمول عامل مقیاس بندي 

هاي متفاوت تابع تصادفی است که براي مقیاس

   هاي مختلف است و داراي شکل
مشخص کننده   

شباهت و برابري در توزیع است. آخرین مساوي 

بندي دهد که تغییر قوانین مقیاسمعادله بالا نشان می

 Hتبدیل شود، بنابراین  Hتواند به تغییر شاخص می

عادله ماهیت فزاینده دیگر ثابت نیست. در این م

چرا شود: می دیدههاي مختلف تغییرات بین مقیاس

حرکت از یک مقیاس به مقیاس دیگر از طریق که 

گیرد. در صورت می M(c)ضرب با عامل تصادفی 

که معیارها و فرآیندهاي  مشاهده خواهد شدزیر 

فرکتال دقیقاً از طریق تأکید ضمنی بر ماهیت مولتی

 شوند. این فرآیندها ایجاد میی ترکیبی و غیرعلّ
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از طریق  هاي تجربی معمولاًچند مقیاسی در داده

بندي گشتاورهاي مختلف تفاوت رفتار مقیاس

 شود:شناسایی می

(3) 
 [| (    )| ]   ( )    ( )    ( )   ( )   

 

 c(q)و  x(t,∆t)= x(t) – x(t-∆t)این فرمول که در 

باشند. می qتوابع جبري تقریبی گشتاور  ( )𝜏و 

توان براي فرآیندهاي تک اي مشابه نیز میمعادله

 مقیاسه، براي مثال حرکت برونی جزئی ارائه کرد:

(4                  ) [| (    )| ]           

 

فرآیندهاي بنابراین، برحسب رفتار گشتاورها، 

از طریق  (58غیرمتشابهبندي مولتی فرکتالی )مقیاس

بندي شان )معمولاً مقعر( از مقیاسشکل غیرخطی

خطی فرآیندهاي خود متشابه یونی فرکتال قابل تمایز 

استاندارد براي تشخیص  هايابزار یکی از است.

بندي تجربی فرکتالی، بازبینی رفتار مقیاسمولتی

 گشتاورها در مجموع است. 

اي تر بریک روش جایگزین و شاید جامع

در  H(q)شناسایی مولتی فرکتالی، نگاه به ضرایب 

 Hاست. درحالیکه ضریب منحصر به فرد  3معادله 

در  H، شودنامیده میضریب هرست  4در معادله 

کثرت و تعدد که داراي  فرکتالفرآیندهاي مولتی

شود. در می شناختهبه عنوان اجزاء هولدر است 

بندي عمومی منحصر به فرد ویژگی مقیاس Hحالیکه 

کند، اجزاء هولدر گیري میفرآیند اصلی را اندازه

-که بر بخش باشندمی بندي محلیهاي مقیاسنرخ

-منجر میهستند و هاي مختلف سري زمانی حاکم 

ها ناهمگن )یا متناوب( به د که ظاهر این سرينشو

 H، مولتی فرکتالی به جاي رد در واقعنظر برسد. 

دهاي یونی فرکتال، بدنبال منحصر به فرد براي فرآین

 اي از چنین اجزائی است. شناسایی دامنه

فرکتالی تعمیمی از یافته ، مولتیدر حقیقت

: این یافته استمعروف وابستگی بلندمدت نوسانات 

از پذیري کند که معیارهاي متفاوت نوسانبیان می

که رفتار  ،درجات متفاوت وابستگی بلندمدتطریق 

فرکتالی را منعکس ندهاي مولتیغیرعادي معمول فرآی

شوند. پذیرش چنین رفتاري به کنند، مشخص میمی

عنوان یک حقیقت تجربی جدید، گام بعدي براي 

توانند بر این طراحی فرآیندهایی خواهد بود که می

یافته جهان شمول به همراه دیگر حقایق تجربی 

هاي مالی چیره شوند. براي این شناخته شده داده

چراکه  ،هاي جدیدي نیاز خواهد بودلمنظور مد

هاي موجود با این نوع رفتار سازگار کدام از مدلهیچ

تنها کاهش نمایی  SVو  GARCHهاي نیستند: مدل

ها )وابستگی هاي مطلق بازدهخودهمبستگی توان

گیرند در حالی که همتاهاي مدت( را در بر میکوتاه

 ,LMSV)آنان که بر حافظه بلندمدت تأکید دارند 

FIGARCH) فرکتال مشخص بندي یونیبا مقیاس

 (.2013)لوکس و سگنون،  اندشده

هرچند هنوز بر سر این موضوع که آیا تابع 

بندي و تحلیل طیف هولدر شواهد کافی را مقیاس

کند یا خیر، فراهم می لیفرکتابراي رفتار مولتی

 انداز مقالات نشان داده برخیاختلاف است. تاحدي 

تواند به بندي در گشتاورهاي بالاتر میکه مقیاس

آسانی و به صورت ساختگی و بدون هیچ رفتار 

پراکندگی غیرعادي اساسی بدست آید. بسیار محتمل 

به  پذیري استاندارد منجرهاي نوساناست که مدل

شود مقیاسی ظاهري شوند که موجب می چند

تشخیص مولتی فرکتالی واقعی و درست از طریق 

زارهاي تشخیصی که در بالا ذکر شد دشوار شود. اب

بدون  ،ظاهراً، این امکان وجود دارد که فرآیندهایی
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طراحی شوند  ،( مقیاسی-نوع خاصی از رفتار )چند

درست و "( مقیاسی -که بسیار نزدیک به )چند

بطوریکه این انحرافات هرگز با  ،باشند "واقعی

ص داده استفاده از ابزارهاي تشخیصی مربوطه تشخی

 کندها را محدود مید شد و دسترسی به دادهننخواه

 .(2001 ،لوکس و 2001 ،)لبارون

از طرف دیگر، اگر بخواهیم چندمقیاسی درست 

-را لحاظ کنیم، تاکنون هیچ راهی براي تجهیز مدل

با این ویژگی، شناخته نشده  SVیا  GARCHهاي 

هاي موجود هاي مدلمعرفی اصلاحیهبعلاوه،  است.

(GARCH, SV ،براي تطابق با حقایق تجربی جدید )

شود و منجر به تنظیمات به شدت پارامتري می

-هاي بازارهاي مختلف بکار میکه براي دادهزمانی

هاي رود، فاقد پایداري است، در حالیکه مکانیزم

در دسترس است  یفرکتالاي براي رفتار مولتیساده

هاي ویژگی، تمام طیف مجموعتواند، در که می

روشی  بههاي زمانی که در بالا ذکر شدند را سري

رسد که صرفه دربرگیرد. از این رو، به نظر میبه

هاي مولد شناخته شده براي تطبیق برخی مکانیزم

فرکتال به طریقی مناسب، تنها راه در رفتار مولتی

هایی را ایجاد کند که تواند مدلدسترس است که می

هایی را دربرگیرد و مشترکاً ژگیبطور جامع چنین وی

ها را ایجاد کنند. هاي داراییتمام حقایق تجربی بازده

-هاي بعدي که در توسعه مدلدر بخش بعدي گام

گذاري  هاي مولتی فرکتالی براي کاربردهاي قیمت

 شوند. ها صورت گرفته است، بیان میدارایی

 

 معيارها و فرآیندهای مولتی فرکتال -2-3

ابتدا ساختار یک معیار مولتی فرکتال  در ادامه،

 که هنکت ساده توضیح داده می شود و سپس این

چگونه می توان آن را در ابعاد مختلف تعمیم داد، 

 ،بیان می گردد. بعد از آن فرآیندهاي مولتی فرکتالی

هاي مالی طراحی که به عنوان مدل هایی براي بازده

 شوند.شده است، معرفی می

 ای مولتی فرکتالمعياره -1-2-3

نسبتاً فرکتالی سابقه تاریخی معیارهاي مولتی

ها به اوایل دهه سابقه آن. طولانی در فیزیک دارند

زمانی که مندلبرت یک  ، درستددگرهفتاد بر می

روش احتمالی براي توزیع انرژي پیشنهاد داد 

هاي ابتدایی براي (. بر مبناي مدل1974 ،)مندلبرت

 59فبوسیله کولموگروکه انرژي  توزیع

معرفی شده  (1962) 60( و اوبوخو1962و1941)

 بر اساس، مندلبرت پیشنهاد کرد که انرژي باید بودند

فرکتالی از بر روي مجموعه مولتی ،آبشاري يفرآیند

پراکنده شود. ساخت  (،تا کوتاه )طولانی هامقیاس

یک آبشار مولتی فرکتال با اختصاص احتمال 

د. وشمیشروع  دارکرانه یکنواخت به یک فاصل

[(. در گام نخست، این 0،1)براي مثال فاصله واحد ]

به ترتیب  و شودتجزیه می فاصله به دو فاصله فرعی

 فاصله کل جرم احتمالیاز  را m0-1و   m0کسرهاي

کنند. در دریافت میدار اولیه( کران فاصلهمادر )

طول یکسان  ترین مورد، هر دو فاصله فرعیساده

دیگر نیز محتمل  هايحالت(، اما 0.5دارند )هر دو 

هستند. در گام بعدي، دو فاصله فرعی مرحله اول 

-ه میزیدوباره به دو فاصله فرعی مشابه تج ،آبشار

جرم را از   m0 -1و   m0شوند و دوباره کسرهاي

کنند. در شان دریافت می"مادر"هاي احتمالی فاصله

شود. با این تکرار می داباصل، این رویه تا 

دستورالعمل، یک توزیع فرکتالی ناهمگن از جرم 

ترین راي سادهبکه حتی  آیدبدست می احتمالی کلی

هاي سري براي کنندهموارد داراي تشابه بصري گیج

 روشدر بازارهاي مالی است. این  پذیرنوسانزمانی 
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هاي انرژي از مقیاس توزیعایده اساسی  حبطور واض

را  هاي ریزترهاي مادر( به مقیاس)فاصلهبزرگ 

که تأثیر مشترک تمام سطوح سلسله  ،کندمنعکس می

 کند. مراتبی قبلی را در ساختمان این آبشار حفظ می

مکانیزم مولد هاي مشابه مکانیزمبسیاري از انواع 

را  بیان شد، بالا که در اي سادهفرکتالی دوجملهمولتی

تغییراتی مشابه موارد زیر، ایجاد توان با ایجاد می

سمت  اولادبه  m0جاي آنکه همیشه احتمال به :کرد

 تواند بهچپ تخصیص داده شود، این تخصیص می

توان براین، می. علاوهصورت تصادفی صورت گیرد

در هر گام بیش از دو فاصله فرعی ایجاد کرد )منجر 

 بهاعداد تصادفی  از شود( یابه آبشار چندگانه می

. کرد استفاده m0ثابت یکسان براي  هايجاي ارزش

فرکتال ، مدل مولتیاخیریک مثال رایج از تعمیم 

جرم تخصیص داده شده در آن باشد که لگنرمال می

پیروي هاي جدید آبشار از توزیع لگنرمال به شاخه

 (. 1974:1990،)مندلبرتکند می

 مدل های مولتی فرکتال -2-2-3

مولتی فرکتال پيوسته مدل های  -1-2-2-3

 )زمانی( یک متغيره

مدل های مولتی فرکتال بازده های  -1-1-2-2-3

 دارایی

مدلسازي قیمت  به منظورفرکتال معیارهاي مولتی

مندلبرت و اند. پژوهش ها، تطبیق داده شدهدارایی

اي بود که از ایجاد اولین مقاله (1997)همکاران 

بندي مقیاس بههاي مالی نزدیکی پدیدارشناسی داده

فرکتال ها مدل مولتیفرکتالی فراتر رفته بود. آنمولتی

، که در آن کردند را ابداع ،MMAR 61دارایی بازده

معرفی  3-2-1ی را که در بخش فرکتالمعیار مولتی

در . ی به کار گرفتندزمان مبدلبه عنوان یک  شد،

فرآیند  r(t)ها کند که بازدهفرض می MMAR، واقع

 کنند:ترکیبی زیر را دنبال می

(5                     ) ( )    [ ( )] 

 

یک حرکت برونی با  [ ]   این فرمولکه در 

تابع توزیع  ازتابعی که است،  Hشاخص هرست 

مشاهده شده در  مدل قواعداین  است. θ(t)تجمعی 

و حافظه  پهنهاي زمانی مالی شامل دنباله سري

که هر دو از  گیرد،نوسانات را در بر میمدت بلند

زمان تقویمی  انتقالبراي  که θ(t) فرکتالمعیار مولتی

 اند. ریشه گرفته به کار رفته، "زمان کسب و کار"به 

 1997 در پژوهشی در سال مندلبرت و همکاران

-زمانی مولتی مبدلبندي که رفتار مقیاس ندنشان داد

( که از تابع 5) فرآیند ترکیبی از طریق فرکتالی

( )τ بنديمقیاس  𝜏 (  ) به کندتبعیت می ،

در  بطور مشابه، شکل طیفشود. ها منتقل میبازده

فرآیندي ترکیبی و با استفاده از رابطه ساده 

  ( )    (  ⁄ ها منتقل از مبدل زمانی به بازده  (

-معیار مولتیضرورتاً  MMAR، واقع در. شودمی

وابستگی زمانی و  چیره شدن بر براي را فرکتالی

 . گیردنوسانات به کار میناهمگنی 

ی که مندلبرت و دیگر پژوهشگران هایتمام مثال

بر مبناي یک آبشار ند در نظر گرفتشان هایدر مقاله

فاصله زمانی مورد نظر در آن است که بوده دوتایی 

تجزیه  ، به فاصله هاي فرعی با طول مساويمکرراً

فاصله هاي فرعی بدست آمده شده است. به 

از  با استفادهکسرهایی از جرم احتمالی فاصله مادر 

انواع مختلف توزیعات تصادفی اختصاص داده شده 

-توزیع 2002 در سال کالوت و فیشر مقاله است. در

-اي، لگنرمال، پواسن و گاما بحث شدههاي دوجمله

و  ( )  و ( )𝜏که هر کدام  منجر به یک تابع  ندا
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ی که در بی مطابق با روابطیتار مشابه فرآیند ترکرف

  .شوند، میتوضیح داده شده است بالا

نشان داد که  2004در سال مستندات لوکس  

حتی بعد از تصادفی کردن  ( )  و ( )𝜏نوسانات 

معیار قابل اطمینانی براي  ، چندانهاي اساسیداده

 توانمیهنوز و باشد، نمی MMARتعیین پارامترهاي 

-هنشان ،غیرخطی ( )  و ( )𝜏 با استفاده از شکل

. بدست آوردبندي موقتی از ساختار مقیاس هایی

توان را میهایی زنعملکرد ضعیف چنین تخمین

نسبت داد  هاهاي آنبدلیل همگرایی کند واریانس

 (.2013)لوکس و سگنون، 

اما در ادبیات بعدي دنبال نشد،  MMAR هرچند

از با استفاده  ینزفرکتال جایگهاي مولتیتخمین مدل

هاي دیگر تکنیک وهاي گشتاوري کارا زنتخمین

. اشکال اصلی صورت گرفتآماري استاندارد 

MMAR هاي تصادفیاین است که با وجود ویژگی 

بدلیل ماهیت  آنجذابش، قابلیت کاربرد عملی 

آن، بدلیل  و نامانا بودن θ(t)ترکیبی تبعیت کننده 

پایین  ،دارت این معیار براي یک فاصله کرانمحدودی

زمانی هاي سريمدل توسطها . این محدودیتاست

و  2001توسط کالوت و فیشر ) اي کهتکرارشونده

و لوکس  62. لوويمعرفی شدند از بین رفت( 2004

پیشنهاد  MMARاز  ي( اخیراً تفسیر مجدد2012)

مولتی اند که در آن توالی نامحدود آبشارهاي داده

کند، و دار غلبه میفرکتال بر محدودیت فاصله کران

یک ثابت  صورتتواند به در نتیجه فرآیند کلی می

 مشاهده شود. 

2-1-2-2-3- MMAR  زمانی مولتی  مبدلبا

 فرکتال پوآسون 

 2001در سال  لوت و فیشراک ی کهدر پژوهش

فرکتال مولتی هايمدل زا ينوع جدیدانجام دادند 

 MMARهاي که بر برخی از محدودیت معرفی شد

( پیشنهاد شده 1997که بوسیله مندلبرت و همکاران )

ساختار رسمی  . در آغاز، این مدلچیره شد بود،

 تجزیهبه جاي  بود، ولیرا حفظ کرده  تبعیفرآیند 

به بیان )یا  اصلیفاصله  ماتریسباینري مبتنی بر 

فاصله یکسان هر فاصله مادر به تعداد  تجزیهتر، کلی

، بدون استفاده از θ(t) ها فرض کردند کهفرعی(، آن

تعیین یک دنباله پواسن از نقاط  ماتریس و از طریق

تغییر براي ضرایب در هر سطح سلسله مراتبی از 

بدست آمده است. ضرایب خودشان ممکن  ،آبشار

اي، لگنرمال یا هر توزیع است از یک توزیع دوجمله

یک تصویر      قطه تغییردر هر نپیروي کنند. دیگري 

   جدید
از توزیع  ، با استفادهآبشار iاز سطح    

برآورده براي اطمینان از  که شودمی ایجاد ضرایب

   ] شدن شرط
 ] شود )لوکس استاندارد می    

 (.2013و سگنون، 

 ماتریسی MMAR مدل نسبت بهاهمیت این 

را به سمت  مسیري مدلکه این  است محدود این

-کند )یا مدلفرکتال فراهم میهاي مولتیایجاد مدل

هاي فرکتالهایی که بطور قراردادي به مولتی

تر که از نظر آماري منعطفنزدیک هستند(  "واقعی"

 ماتریسی MMARبا  مقایسه. بخصوص، در هستند

فرکتالی پوآسون داراي یک ساختار محدود، مولتی

یک توزیع نمایی  از     باشد. زمانی کهمارکوف می

مستقل از  tدر هر  هاي، احتمال ورودکندتبعیت می

، نتیجه اولیه این مفهوم این است کهگذشته است. 

یک فاصله زمانی یعنی وجود محدودیت اولیه آن 

که زمانی که چرا واقعا لازم نیست،  [T,0]دار کران

 تواند با استفاده ازمی رسدمی t=Tفرآیند به مرز 

ایجاد شده است  [T,0]اکاتی که درون فاصله ادر

اش ساختار تصادفی ی بهقطع و شکست هیچبدون 

مبتنی بر ماتریس براي روش  امکان. این دهدادامه 
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 t=Tیک آبشار جدید بعد از وجود ندارد که بتواند 

به  .اضافه کندبا آبشار قبلی(  ناهمبسته هرچند، کاملاً)

فرکتال پوآسون پیوسته زمانی ، مولتییک مقالهغیر از 

در کاربردهاي تجربی استفاده نشده است، اما انگیزه 

سوئیچینگ گسسته -فرکتال مارکوفمدل مولتیایجاد 

(MSM)  که پرکاربردترین نسخه کرده است  فراهمرا

هاي مولتی فرکتال در مالی تجربی است. این مدل

 بحث خواهد شد. 3-2-2-2مفهوم در بخش 

های مولتی فرکتال گسسته  مدل -2-2-2-3

 )زمانی(

-مدل های مولتی فرکتال مارکوف -1-2-2-2-3

 سوئيچينگ

فرکتال پوآسون پیوسته زمانی، همراه با مولتی

( نسخه گسسته این مدل را 2001کالوت و فیشر )

اي از خانواده معرفی کردند، که تبدیل به نسخه

ها در ادبیات مالی تجربی شد که به فرکتالمولتی

. این نسخه گسسته، مورد استفاده قرار گرفتات رّک

-به عنوان یک فرآیند مارکوفرا پویایی نوسانات 

ها سوئیچینگ گسسته زمانی با تعداد زیادي از حالت

 به صورتها . در روش آنها، بازدهکندمیتفسیر 

از یک    ، که در آن اندمدلسازي شده 6 معادله

و کند پیروي می N(0,1)توزیع نرمال استاندارد 

از حاصل ضرب  ايلحظه اتنوسان

  ضرایب
( )
   

( )
     

( )
 σ عامل ثابت در   

 شود:تعیین می

(6)                                          

 با 

(7)   
    ∏   

  
                           

 

  اجزاء نوسان
پایدار هستند و    

  ] شرط
 ] براین، کنند. علاوهبرآورده میرا     

فرض شده است که اجزاء نوسان 

  
( )
   

( )
     

آماري  به لحاظ tدر زمان  ( )

بسته به  tمستقل هستند. هر جزء نوسان در زمان 

تجدید     اش درون سلسله ضرایب با احتمالرتبه

ها . آنماندمیبدون تغییر       و با احتمالشود می

ان دادند که با مشخصات احتمالات انتقال زیر بین نش

فرکتال پوآسون هاي زمانی عدد صحیح، مولتیگام

 :گسسته به حد زمانی پیوسته همگراست

(8)                   (    )
(    ) 

 

فرکانس ترین جزء با پایین    که در این فرمول

باشد می  𝜆پوآسون چگالیکه شامل پارامتر  است

 . (   )   و   [   ]   

   براي توزیع ضرایب
در ادبیات از توزیع   

استفاده شده است )لیو    و λ لگنرمال با پارامترهاي

 . (2008 لوکس و  2008، و لوکس 63دي متیو

(9                  )  
( )   (     ) 

 

      در این فرمول فرض 

  ]  شرط
 ] . مقایسه کندرا برآورده می    

فرکتال هاي مولتیهاي آماري مدلعملکرد و ویژگی

نتایج  اي و لگنرمال تقریباًضرایب دوجملهتوزیع با 

(. 2007، مشابهی را نشان داد. )لیو دي متیو و لوکس

اي دوجملهتوزیع رسد که انتخاب بنابراین، به نظر می

نوسان متفاوت( به اندازه کافی  وضعیت 2k)با 

توان به آسانی از طریق پذیر است و نمیانعطاف

 بدست آورد.  توزیع پیوسته ضرایب عملکرد بهتري

 هاي آبشاربراي تعداد گام ی کهبدلیل محدودیت

چندگانه بندي مقیاس به عنوان MSM، وجود دارد

هرچند بطور قراردادي و با . شودنمی شناختهمجانبی 

توان این مدل را بسط داد. می kافزایش تعداد اجزاء 
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فرآیند ساختگی  نایفرکتال هاي مولتیژگیوی اما

توان بطور قراردادي و آن هم بر و تنها می ،است

بندي به مقیاسهاي طولی محدود، آن را روي مقیاس

 . نزدیک کرد واقعیچندگانه 

 گشت تصادفی مولتی فرکتال -2-2-2-2-3

از  یفیزیک، نوع متفاوت-در ادبیات اقتصاد

 ها، که به آنشده استمطرح  شوندهتکرار هايفرآیند

64فرکتالتصادفی مولتی گشت"
" (MRWمی ) .گویند

بندي یک فرآیند گوسی با مقیاس MRWدر اصل،

یک تابع که با استفاده از است  یفرکتالمولتی

ایجاد  ،مناسب تعریف شدهکه به طور همبستگی 

هاي مختلف توان از توزیعد. در حالی که میشومی

 استفاده MRWهاي مختلفضرایب براي ایجاد نسخه

شان ی خاصکرد تا با ساختارهاي خودهمبستگ

شود، ادبیات منحصراً بر توزیع لگنرمال  هماهنگ

 است. تمرکز کرده

را یک  MRW( 2001) 65بکري و همکاران

فرآیند گوسی با واریانس تصادفی به صورت زیر 

 :اندتعریف کرده

(10          )   (𝜏)   
   ( )   (𝜏) 

 

 ( )   یک گام گسسته کوچک، ∆tکه در آن 

 یک متغیر گوسی با میانگین صفر و واریانس

 𝜏لگاریتم واریانس تصادفی و   ( )   ،    

 . است در طول محور زمان ∆tمضربی از 

معرفی شده توسط کالوت و  MSMتفاوت 

از  MRWاین است که  MRWمدل با (2001فیشتر )

با وجود کند. پیروي نمیبندي دقیق یک تابع مقیاس

 هاي مجانبیهر دو مدل داراي ویژگیاین تفاوت، 

که کاربرد بسیاري از ابزارهاي استاندارد  هستند

  کنند. استنباط آماري را تسهیل می

( و بکري و همکاران 2006میوزي و همکاران )

هاي نتایجی براي توزیع غیرشرطی بازدهبه ( 2013)

. آنها دست یافتند MRWبدست آمده از فرآیند 

پهن هاي دنبالهاین توزیع داراي تشریح کردند که 

 شود.با گذشت زمان پهناي دنباله آن کم میو  است

 هايزنها نشان دادند که تخمینهمچنین آن

هایی که از براي داده ،هاي دنبالهاستاندارد شاخص

بدرستی  ،آیندبدست می MRWفرآیند ایجاد داده 

چراکه مشاهدات مجاور وابستگی کنند مین رفتاري

هاي که شاخصزیادي به یکدیگر دارند. درحالی

شده  زدهدنباله تئوریک با پارامترهاي تخمین

ی را هاي بطور غیرعادي بزرگارزش، MRWمعمول

درنظر گرفتن وابستگی در با (، 10<) دهندنشان می

ی ( تجربی اریب-هاي )شبهتخمین ،هاي محدودنمونه

دهد. هاي کمتري نشان میارزش که آیدبدست می

و  تئوریکهاي دنباله عدم تطابق مشابه بین شاخص

فرکتال هاي مولتیتجربی بکار رفته براي دیگر مدل

 تواند به طریق مشابه توضیح داده شود.می نیز

مدل های مولتی فرکتال تک متغيره  -3-2-2-2-3

 نامتقارن

هاي قبلی با فرض وجود تقارن کامل تمام مدل

-، میدر حالیکهطراحی شده بودند.  اهبازده توزیع

دانیم نوسانات قیمت در بازارهاي دارایی بدلیل 

 گشت. مدل تا حدي نامتقارن هستنداثرات اهرمی 

( DSMRW) 66تصادفی مولتی فرکتال چوله گسسته

مطرح شد ( 2002) 67که توسط پوچارت و بوچد

است که چنین عدم  MRWفته نسخه توسعه یا

د. این مدل مشابه همان کنلحاظ میهایی را تقارن

تعریف  MRWبراي  10مدلی است که در معادله 

 :شد

(11)      ̃  ( )     ( )  ∑  (   )      ( ) 
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-یک مدل مولتینیز ( 2012بکري و همکاران ) 

ها فرکتال چوله پیوسته را پیشنهاد دادند که اثر اهرم

( 2004) 68ایزلر و کرتسز گرفت.را نیز در نظر می

ها را به طریق مشابه بسط دادند. آن MSMمدل 

را با  شده این مدل را که عدم تقارنپالایشنسخه 

در نظر  کردمیاحتمالات تجدید شده وارد  استفاده از

براي در نظر  11معادله  از بر این گرفتند و علاوه

 وتلگرفتن خودهمبستگی اهرمی استفاده کردند. کا

را نامتقارن  MSMیک مدل نیز ( 2013و همکاران )

 . کردندمعرفی 

 مدل های مولتی فرکتال دو متغيره -4-2-2-2-3

اولین بار توسط براي فرکتال دومتغیره مدل مولتی

( معرفی شد. یک پرتفو از 2006کالوت و همکاران )

 را در نظر بگیرید. حال اجازه دهید βو  αدو دارایی 

   عنوان لگاریتم بازده پرتفو ورا به    تا 
   و  

را    

هاي دو دارایی تعریف کنیم. به ترتیب لگاریتم بازده

به پیروي از کالوت و همکاران بازده پرتفو به 

 شود:صورت زیر مدلسازي می

(12          )   [ (  )]
  ⁄     

 

2 یک بردار  (  )  در این معادله و است  1 

     بردارهاي ستونی
بردارهاي مستقل و یکسان   

∑  ) گوسی  توزیع شده با ماتریس کوواریانس  ( 

 : هستندزیر 

(13)            ∑   [
  
       

        
 ]    

 

-نشان دهنده همبستگی غیرشرطی باقی مانده    

است.  هابه عنوان اولین منبع همبستگی میان بازده ،ها

،    بوسیله ماتریس  tوضعیت نوسانات دوره 

تعریف شده و بردار  (                )   

    )     ام( i)    فرکانس اجزاء در 
      

 
) 

غیرمنفی هستند و      ست. بردارهاي نوسانات ا

    ]  شرط
 ]   .دنکنرا برآورده می    

فرکتال دومتغیره ( یک مدل مولتی2008) 69لیو

بر مبناي این فرض که دو سري  رامرتبط  نسبتاً

 مشاع بطورزمانی تعداد معینی از سطوح آبشار 

بطور مستقل  که مابقی آنهامشترک دارند، در حالی 

اند، ایجاد کرد. سپس بازده را به صورت انتخاب شده

 زیر مدلسازي کرد:

(14)       [(∏     
 
 )(∏     

 
     )]

 
 ⁄     

 

اشاره به دو سري زمانی دارد،  q=1,2که در آن 

سطح از آبشار نوسانات  nداراي تعداد سري هر دو 

از سطوح آبشار را به  سطح kهستند، و آنها تعداد 

قدرت همبستگی  دهندهنشانگذارند که اشتراک می

دهنده بزرگتر، نشان kنوساناتشان است. بطور واضح، 

هاي نوسانات هر دو همبستگی بیشتر میان پویایی

 سري است. 

تعریف شده  14معادله  ، همانطور که در   

از توزیع نرمال استاندارد دو متغیره با پارامتر است، 

تواند به . این مدل میکندپیروي می    همبستگی

یافته از ی تعمیمعنوان موردي خاص از نسخه کمّ

لیو و  .( دیده شود2006کالوت و همکاران )مدل 

بین نشان دادند که تمایز  2013در سال لوکس 

در واقع  ،نوسانات درجات مختلف همبستگی

-دومتغیره را بهبود می MSMشایستگی و عملکرد 

افراطی  ویژگی این مدل همچنین توانسته است دهد

تغییر متناوب بین وابستگی کامل و )( 2008مدل لیو )

تر یک روش منعطف را با استفاده از (همبستگیعدم

 (.2013)لوکس و سگنون، از میان بردارد 
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 مدلهای مولتی فرکتال با بعد بالاتر -5-2-2-2-3

معرفی  بخش قبلاي که در هاي دو متغیرهمدل

توانند براي بیش از دو دارایی به طرق شدند می

می را ( 2008مختلف تعمیم داده شوند. روش لیو )

 بعدي Nبراي فرآیند بازده هاي دارایی  مستقیماً توان

سري زمانی  Nتعمیم داد. اگر فرض شود که  نیز

که قدرت همبستگی  ،آبشار مشترک را jتعداد 

، به اشتراک بگذارند نشان می دهد،نوساناتشان را 

تعداد دلخواهی از  برايهمبستگی نوسانات می تواند 

دارایی ها بدون اضافه کردن پارامتر جدید در بخش 

 نوسانات مدل تعمیم داده شود. 

مشابه توسط  روشیبه  MRWاز ري دیگتعمیم 

ها به ( پیشنهاد شد. آن2000بکري و همکاران )

مدل را به  MRWمدل  ،منظور مدلسازي رفتار پرتفو

 ،(MMRWفرکتال چند متغیره )گشت تصادفی مولتی

  .دادندگسترش 

 

های آزمون، تخمين و پيش بينی کننده مدل -4

 مولتی فرکتال

 به منظور ،کاراهاي تخمین دسترسی به رویه

گذاري دارایی تئوریک براي هاي قیمتکاربرد مدل

شکل غیر در ابتدا ضروري است.  ،اهداف عملی

در  را هاییفرکتال شکهاي مولتیاستاندارد مدل

مورد قابلیت کاربرد بسیاري از ابزارهاي آماري 

هاي نوسانات شناخته شده این خانواده از مدل

رسد که نسل دوم ظر می. خوشبختانه، به نانگیختبر

 بخصوص (MRWو MSM) فرکتالهاي مولتیمدل

خیلی  ،در شرایطی که رفتار آماري مجانبی است

-مقیاسهاي روشهستند. کاربرد بیشتر قابل کاربرد 

هاي خیلی نوسانی و اریبی بندي بطور بالقوه تخمین

هاي کند، و بدلیل دنبالههاي مالی، ایجاد میدادهبراي 

 ، اینسازي، حتی بعد از تصادفیهاي مالیداده پهن

فرکتالی را ساختار مولتی همچنانهاي زمانی سري

 اي براي یافتناین کمبودها انگیزه. دهندمینشان 

 شد. مناسب يهاي آمارمدل

-مارکوف یافتهتوسعه فرکتالمدل مولتی

فرکتال داراي سوئیچینگ و گشت تصادفی مولتی

قبلی  هايمدل تر از"مناسب"هاي مجانبی ویژگی

اجازه کاربرد بسیاري از ابزارهاي ، و این مسأله است

ها آن میزان نزدیکیحال، دهند. با اینرا می یاستنباط

به حافظه بلندمدت واقعی ممکن است یک نگرانی و 

 ياحتیاط در کابردها رعایت جانباي براي انگیزه

 (.2013)لوکس و سگنون،  تجربی باشد

 

 70اکثر درستنماییتخمين حد -1-4

تخمین حداکثر درستنمایی دقیق در ابتدا براي 

گسسته با توزیع گسسته اجزاء نوسانات  MSMمدل 

( یک 2004و ضرایب ایجاد شد. کالوت و فیشر )

-روش تخمین حداکثر درستنمایی براي مدل مولتی

 (BMSM)اي سوئیچینگ دوجمله-فرکتال مارکوف

ه چگونه تخمین معرفی کردند. براي نشان دادن اینک

کند، تابع حداکثر درستنمایی در این زمینه عمل می

لگاریتم حداکثر درستنمایی براي یک سري از 

   {  } مشاهدات
ترین شکل به در عمومیرا   

 :در نظر بگیریدصورت زیر 

(15 )
 (         )  ∑    ( 

     |           ) 
 

تابع درستنمایی  (           |  )  که در آن

  سوئیچینگ است، و -فرکتال مارکوفمدل مولتی

-هاي مارکوفبردار پارامترهاست. براي مدل

 صورت تواند بهسوئیچینگ، تابع درستنمایی می
 (  |           )    (  |    

   )(     )  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 فریدون رهنماي رودپشتی و مهدیه کلانتري دهقی

 شماره بيست و چهارم فصلنامه علمي پژوهشي دانش مالي تحليل اوراق بهادار /   33 

به صورت زیر این معادله سه جزء تجزیه شود. 

    |  )  ند: شومی تعریف
   بردار  (   

مشاهده شده براي    هاي شرطی هر چگالی يبعد

ماتریس انتقالی  Aو است    هاي نوسانات رژیم

      )      است که داراي اجزاء
 |   

است    است. آخرین جزء تابع درستنمایی بالا  (  

که بردار احتمالات شرطی حالات نوسانات 

  مشاهدات معین 
   (    

 |         ) 

-تواند از طریق تکنیک بهاست. احتمالات شرطی می

 :رسانی بیزین بدست آیدروز

(16)           
  (  |    

   ) (     )

∑  (  |    
   ) (     )

 

 

مایی این است که، به ندرست مزیت روش حداکثر

با تري بینی بهینهعنوان یک محصول فرعی، پیش

رسانی بیزین احتمالات شرطی روزروش به استفاده از

  
   (    

براي حالات  (         | 

. دارد ،        ،     نوسانات مشاهده نشده

هاي ین حداکثر درستنمایی در نمونهمتخدقت 

(. 2004، )کالوت و فیشربسیار خوب است محدود 

ی هایحلراهبه  2013لوکس در پژوهشی در سال 

چگالی دست یافت که امکان تخمین پارامترهاي 

را با استفاده از پوآسون پیوسته  MMARناپایدار 

  دهد. میمایی دقیق نحداکثر درستروش 

کاربرد الگوریتم حداکثر  در این روشاگرچه 

هاي ان قابل توجهی تخمین مدلمایی به میزندرست

MSM  ،هایی را یتمحدود امارا تسهیل کرده است

در  روش بدین معنی که ایننیز ایجاد کرده است، 

قابل هاي ضرایب گسسته عمل تنها براي توزیع

هاي لگنرمال است و بنابراین براي مثلاً توزیع کاربرد

علاوه بر این، این روش قابل کاربرد نیست. 

طلبد. محاسباتی بسیار زیادي را میتقاضاهاي 

حالت متمایز باید در نظر  2k)چراکه انتقالات بین 

از جنبه محاسباتی، قابلیت کاربرد روش گرفته شود(. 

-فرکتال چندهاي مولتیحداکثر درستنمایی براي مدل

براي  یهایتلاشاخیراً  .تر استمتغیره حتی محدود

ستنمایی با استفاده از روش در MRWتخمین مدل 

( روش 2012) 71شده است. لوسلتن و ریپدال

با استفاده را  MRWحداکثر درستنمایی تقریبی براي 

 کردند.  معرفیتابع درستنمایی  72از تقریب لپلیس

 

 حداکثر درست نمایی شبيه سازی شده -2-4

این روش بطور گسترده هم براي توزیع هاي 

براي پیوسته قابل کاربرد است. هم ضرایب گسسته و 

محدودیت محاسباتی و مفهومی  رب نچیره شد

دقیق، کالوت و  (MLحداکثر درستنمایی ) تخمین

شبیه سازي شده را  ML( روش 2006همکاران )

آنها یک فیلتر  معرفی کردند، در مدل پیشنهادي

براي تخمین عددي تابع درستنمایی پیشنهاد  73جزئی

 . شده است

ي هاشده تخمین مدل سازيشبیه MLروش 

MSM هاي همچنین مدل و با توزیع ضرایب پیوسته

متغیره و چند متغیره با تعداد حالات اي تکدوجمله

. با سازدرا ممکن میدقیق  MLخیلی زیاد براي 

 SML، تقاضاهاي محاسباتی الذکرفوقوجود مزیت 

هنوز قابل  N مخصوصاً براي تعداد زیادي از اجزاء 

 (.2013)لوکس و سگنون،  ملاحظه هستند

 

 GMMتخمين  -3-4

ضرایب توزیع براي کلی، این روش هم بطور

. براي چیره استپیوسته قابل کاربرد هم گسسته و 

، MLتخمین  يکاربرد هايمحدودیتشدن بر 

-گشتاورهاي تعمیمروش زن تخمین( 2008لوکس )
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-مدل انواع( را معرفی کرد که براي GMM) 74یافته

)توزیع گسسته یا پیوسته ضرایب،  MSM هاي

گوسی، تی استیودنت یا توزیع هاي دیگر( قابل 

 MLدر تمام مواردي که روش ین اکاربرد است. 

-قابل کاربرد نبود یا از نظر محاسباتی عملی نبود می

در این روش تواند مورد استفاده قرار گیرد. 

و مستقل از  SMLتقاضاهاي محاسباتی کمتر از 

-براي مدل GMMاست. چارچوب مشخصات مدل 

بردار به این صورت است که ، MSMهاي 

حداقل کردن فاصله  از طریق  پارامترهاي 

شان بدست اورهاي تجربی از همتاهاي تئوریکتگش

 ( .1999 75،آید )هریس و متیاسمی

که  MSMهاي به مدل نزدیک شدنبه منظور 

، لوکس هستند مدتحافظه بلند داراي ویژگی

شنهاد استفاده از تفاوت لگاریتم قدرمطلق ( پی2008)

را  ،تحلیلی مربوط يها همراه با شرایط گشتاوربازده

 دادند.

را  GMMروش  2013و  2008در سال بکري 

 با استفاده از MRWبراي تخمین پارامترهاي 

 به کار برد. ،(2008گشتاورهاي مشابه مدل لوکس )

زن ( تخمین2010) 76ساتارهفعلاوه بر بکري، 

GMM  را برايMRW، یبا استفاده از الگوریتم 

تعدیل کرد.  ،کاراتر براي تخمین ماتریس کوواریانس

دو  MSMرا براي مدل  GMM( روش 2008لیو )

( 2013لئووي )و  متغیره و سه متغیره تطبیق داد

 77سازي شدهي شبیهتاورهاشروش گزن تخمین

(SMMرا براي مدل مولتی ) فرکتال پواسون پیوسته

 ( توسعه داد. 2001نی کالوت و فیشر )زما

هاي گشتاوري زندر فیزیک آماري تخمین اخیراً

فرکتال ساده براي استخراج پارامترهاي متناوب مولتی

 به کارهاي متلاطم جریانحاصل از هاي از داده

(.  لوي و 2007 ،)کیوتو و همکاران است شده گرفته

براي  GMMزن ( عملکرد تخمین2012لوکس )

هاي زنبا تخمینرا فرکتال متلاطم هاي مولتیمدل

مختلف پیشنهاد شده در ادبیات مربوط مقایسه کردند 

بدلیل استخراج  GMMو نشان دادند که روش 

سیستماتیک اطلاعات موجود در گشتاورهاي 

-تري را فراهم میهاي دقیقمعمولاً تخمین ،مختلف

 کند. 

 

 پيش بينی -4-4

، SMLو داکثر درستنمایی( )ح MLبا تخمین 

، با MLاست: با تخمین  نسبتاً راحتبینی پیش

بینی به پیشتوان میاستفاده از ماتریس انتقال 

مورد نظر افق زمانی  در هراحتمالات شرطی 

 یتقریب ،، تعامل اجزاءنیز SML. در مورد پرداخت

-از آنجاییاما کند. براي چگالی پیشگویانه فراهم می

احتمالات شرطی  در مورداتی اطلاع GMMکه 

روز رسانی بیزین ممکن نیست و کند، بهفراهم نمی

بینی با یک الگوریتم پیش GMMباید تخمین 

متفاوت تکمیل شود. براي این منظور، لوکس 

بینی خطی را )براکول و ( بهترین پیش2008)

-( همراه با الگوریتم لوینسون1991 78،دیویس

 80تعمیم یافته که توسط براکول و دالوس 79دوربین

 پیشنهاد دادند.  ،شد معرفی( 2004)

 

 کاربردهای تجربینتایج پژوهش حاصل از  -5

 های مولتی فرکتال در علوم مالیمدل

مدل  بینی( عملکرد پیش2004کالوت و فیشر )

MSM هاي را با مدلGARCH ،MS-GARCH  و

FIGARCH  .از چهار سري ها آنمقایسه  کردند

یافتند که در کردند و زمانی نرخ ارز روزانه استفاده 
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تقریباً عملکرد  MSMمدت هاي زمانی کوتاهافق

 دهدمشابه و گاهی اوقات بهتر از همتایانش نشان می

بطور  MSMهاي زمانی طولانی مدت در افقو 

هاي تر عملکرد بهتري نسبت به تمام مدلواضح

را با  GMM( روش 2008جایگزین دارد. لوکس )

هاي نی خطی ترکیب کرد و مدلیببهترین پیش

 MSMاي و دوجمله MSMرا ) MSMمختلف 

و  GARCHلگنرمال با تعداد مختلفی از ضرایب( با 

FIGARCH ( 2008مقایسه کرد. لوکس ) تأیید کرد

و  GARCHنسبت به  MSMهاي مدلکه 

FIGARCH هاي ارز بینی نوسانات نرخدر پیش

. بطور مشابه دهندعملکرد بهتري نشان میخارجی 

 عملکرد 2013و  2008بکري و همکارانش در سال 

بینی نوسانات و ارزش در در پیش را MRWبهتر مدل

. بکري و همکاران کردندمعرض خطر گزارش 

با استفاده بینی نوسانات خطی ( یافتند که پیش2008)

هاي عملکرد بهتري نسبت به مدل MRWمدل  از

GARCH(1,1) نشان دادند  هادارد. علاوه بر این، آن

با استفاده از هاي ارزش در معرض خطر بینیکه پیش

MRW  در هر مقیاس زمانی و هر افق زمانی از پیش

)نرمال یا تی استیودنت(  GARCH(1,1)هاي  بینی

هاي سهام قابل هاي ارز خارجی و شاخصبراي نرخ

  تر است. اطمینان

را با  MSM( مدل 2010اریاز ) -لزلوکس و مورا

-استیودنت معرفی کردند و عملکرد پیشتی توزیع

گوسی و  توزیعبا  MSMهاي بینی آن را با مدل

FI)GARCHهاي ( مقایسه کردند. با استفاده از داده

هاي سهام، اوراق قرضه دولتی و شاخصمربوط به 

ها یافتند که هاي اوراق بهادار مستغلات، آنشاخص

نرمال نوسانات  توزیعبا  MSMمدل هاي بینیپیش

بخشد، اما در برخی موارد تاریخی را بهبود می

 توزیعبا  FIGARCH ي نسبت بهترپایینعملکرد 

 MSMهاي پهن به . با اضافه کردن دنبالهداردنرمال 

-براي پیش MSMهاي مدل عملکرد FIGARCHو 

-درحالی که عملکرد پیش هبود یافتبینی نوسانات ب

آنها  علاوه بر این بدتر شد. FIGARCH مدلبینی 

توان می MSMو  FIGARCHترکیب  با یافتند که 

 بدست آورد. تري از نوسانات هاي دقیقبینیپیش

مدل اي از ( نسخه2011لوکس و همکاران )

MSM شدهگیري نوسانات درکبراي اندازه که (RV) 

شاخص بکار بردند. آن ها از پنج  طراحی شده بود را

 CAC 40, DAX,TSE 100, NYSE and)بازار سهام 

S&P 500)  ،به این نتیجه رسیدند و استفاده کردند

هاي سهام و اکثر شاخص درکه نوسانات درک شده 

مدل  نشان از عملکرد بهترهاي زمانی در اکثر افق

MSM لگنرمال (RV-LMSM) هاي مدل نسبت به

 RV (FIGARCH, TGARCH, SV and بدون

MSM) ها همچنین خاطر نشان کردند که . آندارد

با مدل  RV-LMSMمدل  مقایسهنتایج مشابهی در 

-مدلبینی بدست آمد و پیش RV-ARFIMAرایج 

-به سختی می( RVو بدون   RV)با یترکیبهاي 

  هاي تنها را بهبود بخشد. هاي مدلبینیتوانست پیش

اي را ( مدل دو متغیره2006کالوت و همکاران )

نوسانات همزمان جفت ارزها به کار بررسی براي 

که مدل  به این نتیجه رسیدند ها بار دیگربردند. آن

بینی بهتري از نوسانات و ارزش در ها پیشآن

همبستگی  GARCH مدل معرض خطر در مقایسه با

-( فراهم می1990بولرسلو ) (CC-GARCH)ثابت 

راي شاخص ب کهدومتغیره  MSM مدل کند. با کاربرد

( نتایج 2011، ایدیر )تطبیق داده شده است سهام

( را تأیید کرد. به علاوه، 2006) شکالوت و همکاران

قابل شده او بطور  تطبیق دادهیافت که مدل دراو 

 DCCو  MSMهاي عملکرد بهتري از مدلتوجهی 

-هاي زمانی بیش از ده روز نشان میپایه براي افق
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اي براي دل دو متغیره( م2013دهد. لیو و لوکس )

 دوتایی از اي از پرتفوهايهاي روزانه مجموعهداده

شاخص سهام، ارز خارجی و اوراق قرضه خزانه یک 

به کار برد. آن یافتند که مدل  ییو دو ساله آمریکا

 ، CC-GARCHفرکتال دومتغیره نسبت به مدل مولتی

بینی بهتري از پیش ،هاي ارزبخصوص در مورد نرخ

 کند. می فراهمارزش در معرض خطر 

مدل دیرش  2013در سال  81و همکاران چن

. معرفی کردندسوئیچینگ را -فرکتال مارکوفمولتی

که از فرآیندهاي هاي دیرش سنتی با مدل مقایسهدر 

 ،، مدل جدیدالهام گرفته شده است GARCHنوع  از

( 2004توسط کالوت و فیشر ) که MSMفرآیند 

تواند کند، و بنابراین میرا استفاده میمطرح شد، 

کند. با  لحاظها را ویژگی حافظه بلندمدت دیرش

فرکتال دیرش مولتی) MSMDاستفاده از مدل 

هاي دیرش بیست براي داده( 82سوئیچینگ-مارکوف

 S&P100سهم که بطور تصادفی از میان شاخص 

اند و مقایسه آن با مدل دیرش شرطی انتخاب شده

هاي یافتند که در افقدر، آنها (ACD)اتو رگرسیو

مدت هر دو مدل منجر به نتایج تقریباً زمانی کوتاه

مدت مدل در افق زمانی بلنداما شوند یکسانی می

MSMD  بر مدلACD .برتري دارد  

مدل  ( مستقلا2012ً) 83بارونیک و همکاران

 (MSMD) یسوئیچینگ-فرکتال مارکوفدیرش مولتی

آن تاحدي متفاوت از  هايویژگیدادند که را توسعه 

( پیشنهاد 2013مدلی بود که توسط چن و همکاران )

از فرآیند معرفی شده  ها در این مدلآن. شده بود

 ،( به عنوان جزء اصلی2004توسط کالوت و فیشر )

این مدل را براي دیرش و سپس  استفاده کردند

و  قیمت سه قرارداد آتی ارز خارجی به کار بردند

و مدل  ACDبینی مدل جدید را با مدل قابلیت پیش

دئو و  (LMSD)مدت دیرش تصادفی حافظه بلند

به این نتیجه ها ( مقایسه کردند. آن2006) 84همکاران

و   LMSDهايبینیپیش بطور کلیکه  رسیدند

MSMD هاي بینیاز پیشACD میانگین  از لحاظ

مجذور خطاها و میانگین قدرمطلق خطاها بهتر بوده 

گاهی اوقات   LMSDو  MSMDهاي است. مدل

دهند و بینی مشابهی را نشان میعملکردهاي پیش

چیره   LMSD بر مدل MSMDگاهی اوقات مدل 

 شود. می

بینی ( عملکرد پیش2012و لوکس ) 85سگنون

-مدل( را با 2013چن و همکاران ) MSMD مدل 

با  ،ACD-یو لگاریتم ACDهاي استاندارد 

، لگنرمال و 86مفروضات توزیعی منعطف )وایبل

گاماي تعمیم داده شده( و آزمون نسبت درستنمایی 

-( مقایسه کردند. با استفاده از داده2001) 87برکوویتز

 شدندمیمبادله  NYSEدر  ی کههاي هشت سهام

داد. گواهی  MSMDنتایج تجربی به نفع برتري مدل 

، ACDیافتند که، در مقایسه با مدل درها همچنین آن

بر توانایی  یچندان هاي منعطف تأثیراستفاده از توزیع

  ندارد. MSMD بینی مدلپیش

نشان دادند که  2002در سال  پوچارت و بوچاد

-اند میها معرفی کردهاي که آنچوله MRWمدل 

مورد استفاده قرار گیرد.  قیمت اختیاراتتواند براي 

ریسک " MSMفرآیند  2013نیز در سال لئوي 

88خنثی
را به منظور استخراج پارامترهاي مدل  "

MSM در هاي اختیارات پیشنهاد داد. از قیمت

هاي اختیارات داده برايکه  MSMهاي ، مدلحقیقت

بینی نوسانات آینده را توانایی پیش روندکار میبه

 دهد. افزایش می

هاي از مدل اي( طبقه2013) کالوت و همکاران

ایجاد کردند که در آن تعداد  را ساختاري پویا

زده شده مستقل از تعداد پارامترهاي تخمین

 با استفاده از. این طرح استفاکتورهاي انتخاب شده 
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توالی آبشاري از فاکتورهاي دیرش ناهمگن بدست 

-مولتیهاي آمده است که در تطابق با روح مدل

هاي فرکتال مدلسازي شده است. تسلسل نرخ

برگشت به میانگین این فاکتورها از یک تصاعد 

ماهیت سلسله  پاسخگويکند که هندسی پیروي می

ست. در کاربردهاي امراتبی آبشار در این مدل 

و  LIBOR هاياي از نرخدامنهها براي آن ،تجربی

ق یک تطبی يفاکتور 15یک مدل آبشار با سوآپ، 

در  که ندبسیار نزدیک به ساختار زمانی فراهم آورد

 کند. بینی نرخ بهره بهتر عمل میپیش

 از استفاده با 1391تهرانی و همکاران نیز در سال 

 روند بدون هايهمبستگی چندفراکتالی تحلیل روش

 میان همبستگی ساختار بررسی ، به(MF-DXA)شده 

 شاخص تهران و بهادار اوراق بورس قیمت شاخص

 بیانگر پرداختند. مشاهدات، صنعت و مالی هاي

 بود ها شاخص این مقیاسی میان رابطه نوعی وجود

 هاي شاخص میان مقیاسی رابطه تفاوت شدت که

 سوي از شاخص ها بود. سایر بیش از صنعت و مالی

 شاخص در برد بلند هاي همبستگی اثر حذف دیگر،

 شاخص دو این میان رابطه بر تري اثر جدي صنعت

 درضمن گذاشت. می بازار در مالی( و فرعی )صنعت

 شاخص در تغییرات ایجاد که است شده نشان داده

 توزیع، تابع نمودن گوسی طریق از فرعی هاي

 قیمت، شاخص با ها آن همبستگی برساختار

شاخص  در تغییرات ایجاد به نسبت بیشتري اثرگذاري

 در دارد. ها همبستگی این مطالعه سپس و قیمت

 میان شاخص همبستگی ساختار بر تمرکز با حقیقت،

 امروز بازده وضعیت که شد حاصل نتیجه این ها،

 گذشته خود هايبازده وضعیت به ها شاخص

 است. وابسته نیز هاشاخص سایر و شاخص

اي از که به خلاصهدر مجموع، مطالعات تجربی 

نسبت  MFشواهد تجربی از برتري ها اشاره شد، آن

 ,MS-GARCHسنتی ) GARCHهاي به مدل

FIGRACHبینی نوسانات بلند مدت ( در زمینه پیش

. ندایجاد کرد VaRو موارد مرتبط از جمله ارزیابی 

رسد، علاوه بر این، این مدل کاملاً با ثبات به نظر می

هاي آمیزي در مدلسازي دیرشو کاربردهاي موفقیت

ري گذاهاي بهره و قیمتمالی، ساختار زمانی نرخ

 اختیارات دارد. 

 

 و بحث نتيجه گيری -6

فرکتال براي قیمت هاي مولتیانگیزه مطالعه مدل

ها نشأت می گیرد: هاي درونی آناز ویژگی هادارایی

از آنجاییکه آن ها عموماً منجر به سري هاي زمانی 

و می شوند خوشه بندي نوسانات و  با دنباله پهن

مدت بازده ها  درجات متفاوت وابستگی بلندداراي 

به همین خاطر کاربرد مدل هاي مولتی ، هستند

فرکتال کمک می کند تا بتوانیم بر این حقایق جهان 

مشاهد در مرور کاربردهاي بالا، شمول چیره شویم. 

نسبت به  يعملکرد بهتر MFهاي مدلشد که 

در  GARCHهاي از نوع تر مدلابزارهاي سنتی

دهند. نمایش می VaRبینی نوسانات و ارزیابی پیش

علاوه بر این، فرآیندهاي مولتی فرکتال نسبتاً پایدار 

براي انواع متغیرهاي مورد نظر بازارهاي هستند و 

هاي بهره( قابل ها، نرخها، حجم، دیرشمالی )بازده

در حقیقت، فرآیندهاي مولتی فرکتال  هستند.کاربرد 

ه ک نوسانات هستندهاي تنها طبقه شناخته شده مدل

 است در حالی باشند،میبندي غیرعادي مقیاسداراي 

رفتار  ،هاي قیمت گذاري دارایی سنتیکه تمام مدل

 تک مقیاس محدود دارند. 

، معرفی مدل هاي است این است که واضح آنچه

هاي تحقیقی که فعالیت ،مالیحوزه مولتی فرکتال در 

 GARCHهاي نوسانات از خانواده با استفاده از مدل
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رد در دهه گذشته صورت گرفته است را  SVیا 

فرکتال هاي مولتیکارهایی که در زمنیه مدل .کندنمی

کنند، صورت گرفته و افرادي که در این زمینه کار می

ناشی از آن  تواندمیدلیل این پرهیز  اندک هستند.

هاي مولتی فرکتال براي باشد که نسل اول مدل

. اصول استشنا بوده اقتصاددانان مالی ناآزموده و ناآ

ها در مورد ساخت ساختار سلسله ی آنغیر علّ

هاي ها به نظر خیلی متفاوت از مدلمراتبی وابستگی

که است اي سري زمانی تکرارشونده شناخته شده

تاکنون به کار رفته است. به علاوه، مولتی فرکتال 

است شامل توابع مقیاس بندي و توزیع اجزاء هولدر 

در مالی و اقتصاد شناخته شده نیست، و کاربرد که 

مدل هاي استاندارد آماري استنتاج فرآیندهاي مولتی 

فرکتال طاقت فرسا و غیرممکن به نظر می رسد. 

هرچند، تمام این موانع با ظهور نسل دوم مدل هاي 

 از لحاظکه  (MSM and MRW)مولتی فرکتال 

ی و ت علّرفتار می کند و داراي یک ماهی بهترآماري 

تکرار شونده است، از بین رفته است. در کنار 

ها ، آنتجربی هايدر کاربرد هااین مدل بهترعملکرد 

مانند داشتن تعریف واضح از  یهایمزیت داراي

که کاربرد  به گونه اي هستندمجانبیات پیوسته 

می توند در چارچوبی سازگار  آنهاپیوسته و گسسته 

 .تعبیه شود

هاي تاریخچه نسبتاً کوتاه مدلدر این مقاله، 

شناسی ها و روشویژگی وفرکتال در مالی مولتی

ها ذکر شد. در این مورد استفاده در آن استنباط آماري

نیاز ها را می توان مشخص کرد که برخی زمینهحوزه 

: توان بهمیاین نواحی به مطالعه بیشتر دارند. از 
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هاي نوسانات مثل مدل دیرش فراتر از قلمرو مدل
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