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يافته هاکوهارا از  پذير تعميم درونيابي توابع مشتق
  ي دوم مرتبه

    
  ۲* سعيد عباسبندي، ۱حسين وثوقي

 
  گروه رياضي، دانشکده علوم پايه، دانشگاه آزاد اسلامي واحد علوم و تحقيقات، تهران، ايران   )۲و۱(

  
  
 

 
 ۲۰/۰۱/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۰۲/۱۱/۹۵تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
اي بر تابع فازي  مسأله درونيابي هرميت درجه پنجم فازي تعميمي است بر درونيابي لاگرانژ فازي توسط برازش يک چندجمله

تا مرتبه دوم را نيز  ݂يافته هاکوهاراي  کند بلکه مشتقات متوالي تعميم را درونيابي مي ݂که نه تنها در هر گره مقدار  ݂مقدار 
نمايد. جواب ارائه شده در اين مقاله براي مسأله درونيابي هرميت درجه پنجم فازي بر مبناي ترکيب خطي توابع  درونيابي مي

اي درونياب هرميت  هاي درجه پنجم استوار است و همين روش جهت بيان چندجملهاي ي اصلي فضاي خطي چندجمله پايه
  يابد.  ازي نيز تعميم مياي درجه پنجم ف قطعه

شود. از آنجاکه روش ارائه شده  در ابتدا روش ساخت و مثالي براي درونياب هرميت درجه پنجم فازي بين دو گره بيان مي
اي يافته هاکوهارا از مرتبه اول نيز صادق است در ادامه طي يک مثال دو چند جمله پذير تعميم براي درونيابي توابع مشتق

هاي مشابه را مقايسه نموده و دلايل برتري روش  اي درجه سوم فازي و هرميت ساده فازي براي داده ت قطعهدرونياب هرمي
شود. استفاده از چنين اي درجه پنجم فازي ارائه مي اي درونياب هرميت قطعهنمائيم و در پايان چند جمله اي را بيان مي قطعه

اي فازي از درجه سه به پنج شرايط همواري  اي درونياب هرميت قطعهد جملهدهد که با بالا رفتن درجه چن درونيابي نشان مي
  يابد. اي درونياب بهبود مي در هسته چندجمله

  
  ي اصلي. ي دوم، توابع پايه يافته هاکوهارا از مرتبه پذيري تعميم هاي فازي، مشتق درونيابي داده هاي کليدي: واژه

                                                
  :abbasbandy@yahoo.com E-mail                                                                          دار مکاتبات:                                        . عهده*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه .۱
توسط  ۱۹۶۵مسأله درونيابي فازي نخست در سال 

  صورت زير بيان شد: ] به۱پروفسور زاده [
݊)ازاي هر يک از  فرض کنيد به + نقطه متمايز  (1
,ݔ ,ଵݔ … , متناظر  ℝℱيک مقدار فازي در  ℝدر  ݔ

با بردي از مقادير فازي  ℝتوان تابعي روي  باشد. آيا مي
݊)چنان ساخت که در  + نقطه مفروض، مقدار تابع  (1

با مقادير فازي داده شده مسأله برابر باشد و اين تابع براي 
  هموار بودن در چه شرايطي بايد صدق کند؟

براساس قضيه درونيابي  ]۲[لوئن  ۱۹۹۰در سال 
گيري از فضاي  هاي لاگرانژ قطعي و با بهره اي چندجمله

ب اي درونيا هاسدورف، وجود و پيوستگي يک چندجمله
فازي تحت متريک هاسدورف را ثابت کرد. در سال 

] با ارائه يک روش محاسباتي به منظور ۳کالوا [ ۱۹۹۴
هاي درونياب لاگرانژ فازي و  اي دست آوردن چندجمله به

هاي فازي به کار لوئن جنبه کاربردي بخشيد و  اسپلاين
  را معرفي نمود.» نبود يک گره«فازي با شرط   اسپلاين

هاي فازي توسط عباسبندي و همکاران با  دهدرونيابي دا
]، ۴[ ۱۹۹۸هاي طبيعي فازي در سال  معرفي اسپلاين

] و درونياب ۵[ ۲۰۰۱هاي کامل فازي در سال  اسپلاين
در سال ] گسترش يافت. ۶[ ۲۰۰۵زي در سال هرميت فا

هاي فازي را معرفي  ] رويه۷لودويک و سانتز [ ۲۰۰۳
قسمت دوم مسأله زاده نمودند تا شرايط هموار بودن در 

هاي درونياب  اي چندجمله ۲۰۱۶برقرار باشد. در سال 
و رده ] ۸اي مکعبي فازي [ و هرميت قطعههرميت مکعبي 

] توسط ۹اي فازي [ هاي هرميت قطعه خاصي از درونياب
  وثوقي و عباسبندي معرفي شدند. 

يافته هاکوهارا تا مرتبه دوم  در مقاله حاضر مشتقات تعميم
دليل نوع تعريف اين  شوند که به  کار گرفته مي به ]۱۰[

مشتقات، در دامنه تعريف توابع فازي مورد درونيابي نقاط 
شود که در مقالات بالا سوئيچ وجود ندارند. يادآوري مي

يافته مورد بحث نشده است. با  اشاره اي به مشتق تعميم
اي درونياب هرميت درجه پنجم  اين توضيح ابتدا چندجمله

شود و پس از آوردن  ازي بين دو نقطه دلخواه بيان ميف
هاي  اي هاي اصلي فضاي خطي چندجمله خواصي از پايه

اي درجه پنجم، درونياب فازي معرفي شده به  قطعه
اي درجه پنجم فازي  اي درونياب هرميت قطعه چندجمله

هاي درونياب  اي شود. در ادامه چندجمله داده مي  تعميم
] را ۶] و هرميت فازي [۸کعبي فازي [اي م هرميت قطعه

اي  ضمن بيان يک مثال مقايسه نموده و برتري نوع قطعه
يافته  شود. با اضافه نمودن مشتقات تعميم بيان مي

هاي مثال پيش گفته آن را  هاکوهاراي مرتبه دوم به داده
اي  هرميت قطعه  هاي درونياباي به مثالي براي چندجمله

داده و به مزيت استفاده از   درجه پنجم فازي تعميم
درونياب فازي درجه پنجم نسبت به درجه سوم اشاره 

  کنيم. مي
  
يافته  پذير تعميم . درونيابي تابع مشتق۲

  هاکوهارا از مرتبه دوم بين دو نقطه
:݂پذير از مرتبه دوم  مشتق- gHتابع  ܫ → ℝℱ  را درنظر

ܫبگيريد که  = [ܽ, بوده و نقاط  ℝاي در  بازه [ܾ
ଵݔ <   باشند. ܫمتعلق به  ଶݔ

  
:ݍتابع فازي مقدار . ۱-۲تعريف  ܫ → ℝℱ  را
در  ݂اي درونياب هرميت درجه پنجم فازي تابع  چندجمله

  ناميم اگر در شرايط زير صدق کند: مي ଶݔو  ଵݔنقاط 
(ݔ)()ݍ )۱ = ݂ு

()(ݔ) = ݅و  ݑ = و  1,2
݇ = 0,1,2. 

ݕاگر  )۲
() ∈ ℝ  ݑآنگاه = 1௬

(ೖ)  ݅و = 1,2 
݇و  = 0,1,2. 
اي درونياب هرميت درجه  چندجمله (ݔ)ஃݍاگر  )۳

ݔ)پنجم منحصربفرد گذرنده از نقاط  , (ݕ ∈ ℝଶ  باشد
ஃݍکه 

()(ݔ) = ݕ
()  ݅و = ݇و  1,2 = 0,1,2 

ݔبه ازاي هر  ݍآنگاه  ∈ ℝ (ݔ)ݍ به تابع = 1౻(௫) 
 يابد. تقليل مي

اي درونياب لاگرانژ تابع  چندجمله (ݔ)فرض کنيد 
ݔ)هاي  به ازاي داده ݂حقيقي  , ݂) , ݅ = 0,1, … , ݊ 

  هاي لاگرانژ  اي ملهباشد که براساس چندج  ݊و از درجه 
ℬ = {ℓଵ(ݔ), ℓଶ(ݔ), … , ℓ(ݔ)}                  

൯ݔℓ൫  با ويژگي = ,݅ , ߜ ݆ = 0,1, … , بطور  ݊
(ݔ)منحصربفرد به صورت  = ∑ ݂ℓ(ݔ)

ୀ 
يک پايه خاص  ℬشود. مجموعه مستقل خطي  نوشته مي

 ݊حداکثر از درجه 		هاي حقيقي اي چندجملهبراي فضاي 
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 ۱۹                                                                                                       ي دوم يافته هاکوهارا از مرتبه مپذير تعمي درونيابي توابع مشتق
 

   

که  هايي اي باشد. محاسبات رياضي روي چندجمله مي
تر  شوند ساده نوشته مي ℬصورت ترکيب خطي اعضاي  به

ها براساس  اي از همان محاسبات روي نمايش چندجمله
,1}دارد پايه استان ,ݔ … , باشد. برهمين اساس  مي {ݔ

هاي حداکثر درجه پنجم  اي اعضاي فضاي خطي چندجمله
ܫحقيقي که روي بازه  = [ܽ, تعريف شده و خارج آن  [ܾ

] بصورت ۱۱توان [ بازه خاصيت صفر شوندگي دارند را مي
  پايه ترکيب خطي اعضاي

ܥ = ଵߛ} , ,ଶߛ ,ଵߟ ,ଶߟ ,ଵߠ   {ଶߠ
,݅براي فضاي مذکور نوشت که به ازاي  ݆ = در  1,2

  کنند: شروط زير صدق مي
൯ݔ൫ߛ	 = ൯ݔᇱ൫ߟ = ൯ݔᇱᇱ൫ߠ = )                )۱ߜ  

 
൯ݔ൫′ߛ	 = ൯ݔᇱᇱ൫ߛ = ൯ݔ൫ߟ = ൯ݔᇱᇱ൫ߟ =
(ݔ)ߠ = ൯ݔᇱ൫ߠ = 0                                   )۲(  

  
در نقاط  (ݔ)ஃݍدرونياب هرميت درجه پنجم  اي چندجمله
ଵݔ < ݂براي تابع حقيقي  ଶݔ ∈ ,ܽ]ଶܥ به ازاي  [ܾ

  هاي مجموعه داده
ݔ)} , ݂ , ݂

ᇱ , ݂
ᇱᇱ)|ݔ , ݂

() ∈ ℝ, ݇ = 0,1,2 
, ݅ = 1,2}  

  طور منحصربفرد عبارتست از به
(ݔ)ஃݍ = ∑ (ݔ)ߛ) ݂ + (ݔ)ߟ ݂

ᇱ +ଶ
ୀଵ

(ݔ)ߠ ݂
ᇱᇱ)  

  
݅و  ߠ، ߟ، ߛفرض کنيد  .۱-۲قضيه  = 1,2 

هاي حداکثر از  اي هاي اصلي فضاي خطي چندجمله پايه
صورت به ازاي هر  درجه پنجم حقيقي باشند. در اين

ݔ ∈ ,ଵݔ) ݅، (ݔ)ߠو  (ݔ)ߛ، علامت (ଶݔ = و  1,2
  باشد. منفي مي (ݔ)ଶߟمثبت و علامت  (ݔ)ଵߟ

  
) حکم بديهي ۱ها براساس شروط ( با تشکيل پايه اثبات:

  باشد.  مي
 ۱ -۲اي درونياب فازي در تعريف براي ساختن چند جمله

اي درونياب  هاي مربوط به چندجمله برش-ߙبايستي 
  هرميت درجه پنجم فازي

(ݔ)ݍ = ∑ (ݔ)ߛݑ) + (ݔ)ߟଵݑ +ଶ
ୀଵ

  ((ݔ)ߠଶݑ
  سازي  را با حل دو مسأله بهينه

max,min∑ ݕ)
()ߛ(ݔ) + ݕ

(ଵ)ߟ(ݔ) +ଶ
ୀଵ

ݕ
(ଶ)ߠ(ݔ))  

  که: طوري به
ఈݑ  ≤ ݕ

() ≤ ݑ
ఈ , ݇ = 0,1,2,			0 ≤ ݅ ≤ ݊  

سازي، پهناي پائين  جواب مسأله کمينهدست آورد که  به
سازي،  و جواب مسأله بيشينه (ݔ)ఈݍيعني  (ݔ)ఈݍ

ولي نمايد  را مشخص مي (ݔ)ఈݍپهناي بالاي آن يعني 
  باشد. ار مشکل ميينه سازي بسيبه حل مسائل

علامت توابع پايه در بازه که  ۱-۲قضيه با استفاده از 
,ଵݔ] با توجه به نمايش را مشخص نموده است و  [ଶݔ

ఈݑ = ఈ݅݇ݑ] , ݑ
ఈ چند  هاي برش-ߙو مجموعه  [

  هايايجمله
(ݔ)ఈݍ = 	∑ ൫0݅ݑఈߛ(ݔ) + ଵఈݑ (ݔ)ߟ +ଶ

ୀଵ
ଶఈݑ   ൯(ݔ)ߠ

سازي را  جواب مسائل کمينه و بيشينه  توان راحتي ميبه 
  مشخص نمود. 

اي درونياب هرميت درجه  در مثال زير ابتدا چندجمله
پنجم فازي بين دو نقطه داده شده را نمايش داده سپس 

ଵيا  qଵ/ଶ(x)مجموعه 
ଶ

کنيم. در را محاسبه ميبرش آن-
 هاي درونياب و اي اين مقاله براي بدست آوردن چندجمله

محاسبات لازم از اعداد مثلثي فازي استفاده شده است که 
Lحالت خاصي از اعداد  − L باشند.  فازي مي  

  
هاي درونيابي زير داده شده  فرص کنيد داده .۱-۲مثال 
باشند 

൫0.4, (0.05,1.9,3.5), (0.3,3.2,0.8), (1,3.1,3.1)൯ 
و  

൫5, (14,13,12), (5.3,0.2,3.8), (1, −1.5,1.5)൯ .
 [0.4,5]متعلق به بازه بسته  xبه ازاي هر  ۱در شکل 

ଵها مجموعه  چين خط
ଶ

برش درونياب هرميت درجه پنجم -
را  q(x)گاه و هسته  و خطوط توپر تکيه q(x)فازي 

  دهند. نشان مي
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ها نمايش مجموعه  چين و خط (࢞)گاه و هسته  خطوط توپر تکيه. ۱شکل 


  باشند. فازي مياي درونياب  برش چندجمله- 

  

ܮعدد   برش-ߙ − ݑفازي  ܮ = (݉, ݈, صورت  به (ݎ
ఈݑ = ఈݑൣ , ఈݑاست که در آن  ఈ൧ݑ = ݉(1 −   ݎ(ߙ

ఈݑو  = ݉ + ߙ) − ߙازاي  باشند. به مي ݈(1 = ଵ
ଶ

 
ها نمايش داده شده  چين با خط ۱که در شکل  (ݔ)ଵ/ଶݍ

و نياز به جابجا  (ݔ)ଶߟاست با توجه به علامت منفي 

ଵଵݑنمودن پهناي بالا و پائين 
భ
మ صورت زير  به (ݔ)

  شود:محاسبه مي

ݍ
భ
మ(ݔ) = ∑ ݑ)

భ
మ (ݔ)ߛ + ଵݑ

భ
మ (ݔ)ߟ +ଶ

ୀଵ

ଶݑ
భ
మ ((ݔ)ߠ = ଵݑ

భ
మ (ݔ)ଵߛ + ଶݑ

భ
మ (ݔ)ଶߛ +

ଵଵݑ
భ
మ (ݔ)ଵߟ 	+ ଵଶݑ

భ
మ (ݔ)ଶߟ + ଶଵݑ

భ
మ (ݔ)ଵߠ +

ଶଶݑ
భ
మ (ݔ)ଶߠ = ቂ0.05 + ቀଵ

ଶ
− 1ቁ 	1.9, 0.05 +

ቀ1 − ଵ
ଶ
ቁ3.5ቃ (ݔ)ଵߛ + ቂ14 + ቀଵ

ଶ
− 1ቁ13, 14 +

ቀ1 − ଵ
ଶ
ቁ12ቃ (ݔ)ଶߛ + ቂ0.3 + ቀଵ

ଶ
− 1ቁ3.2, 0.3 +

ቀ1 − ଵ
ଶ
ቁ0.8ቃ (ݔ)ଵߟ + ቂ5.3 + ቀଵ

ଶ
−

1ቁ0.2, 5.3 + ቀ1 − ଵ
ଶ
ቁ3.8ቃ (ݔ)ଶߟ +

ቂ1 + ቀଵ
ଶ
− 1ቁ3.1, 1 + ቀ1 − ଵ

ଶ
ቁ 3.1ቃߠଵ(ݔ) +

ቂ1 + ቀଵ
ଶ
− 1ቁ (−1.5), 1 +

ቀ1 − ଵ
ଶ
ቁ1.5ቃ (ݔ)ଶߠ = (ݔ)ଵߛ[0.9,1.8−] +

(ݔ)ଶߛ[7.5,20] + (ݔ)ଵߟ[1.3,0.7−] +
(ݔ)ଶߟ[5.2,7.2] + (ݔ)ଵߠ[0.55,2.55−] +
(ݔ)ଶߠ[1.75,1.75] = (ݔ)ଵߛ0.9−] +
(ݔ)ଶߛ7.5 + (ݔ)ଵߟ(1.3−) + (ݔ)ଶߟ7.2 +
(ݔ)ଵߠ(0.55−) + ,(ݔ)ଶߠ1.75 (ݔ)ଵߛ1.8 +
(ݔ)ଶߛ20 + (ݔ)ଵߟ0.7 + (ݔ)ଶߟ5.2 +
(ݔ)ଵߠ2.55 + [(ݔ)ଶߠ1.75 = ݍ

భ
మ(ݔ), ݍ

భ
మ(ݔ)൨  

  
اي  هاي هرميت قطعه مقايسه درونياب .۳ 

  مکعبي فازي و هرميت فازي
:Δبه ازاي نقاط متمايز  ܽ = ݔ < ଵݔ < ⋯ < ݔ = ܾ   

ܫکه يک افراز براي بازه حقيقي  = [ܽ, است و  [ܾ
2(݊ + }داده فازي  (1 ݂}ୀ  و{݂′}ୀ 

] و ۸اي مکعبي فازي [ اي درونياب هرميت قطعه چندجمله
] را درنظر بگيريد. ۶اي درونياب هرميت فازي [ چندجمله

اي درونياب را رسم  در مثال ذيل نمودار دو چندجمله
نموده و ضمن مقايسه آنها دلايل برتري درونياب نوع 

کنيم. اين برتري دليل تعميم  اي مکعبي را بيان مي قطعه
يافته هاکوهارا  پذير تعميم اي براي توابع مشتق عهروش قط

  باشد. از مرتبه دوم مي
  

هاي درونيابي زير داده شده  فرص کنيد داده. ۱-۳مثال 
  باشند

൫1, (0,2,1), (1,0,3)൯ ،൫1.3, (5,1,2), (0,2,1)൯ ،
൫2.2, (1,0,3), (4,4,3)൯ ،൫3, (4,4,3), (5,1,2)൯ ،
൫3.5, (0,3,2), (1,1,1)൯ و   ൫4, (1,1,1), (0,3,2)൯  

  
ݔ)صورت  که به , ݂ , ݂

ᇱ)  بوده و هر يک از اعداد فازي
݂ , ݂

ᇱ  ܮبه صورت عدد مثلثي − ݉)فازي  ܮ , ݈ ,  (ݎ
اي درونياب هرميت  چندجمله ۲اند. شکل  بيان شده

اي درونياب  چندجمله ۳اي مکعبي فازي و شکل  قطعه
دهند. در هر دو  هاي بالا را نشان مي هرميت فازي داده
ଵچين مجموعه  شکل خطوط خط

ଶ
و خطوط توپر  برش-

 [1,4]اي درونياب در بازه  گاه و هسته چندجمله تکيه
منظور ه اي را ب نمودار هر دو چندجمله ۴هستند. شکل 

گاه و  دهد و تنها شامل تکيه طور توأم نشان مي مقايسه به
ଵاي بدون مجموعه  هسته دو چندجمله

ଶ
برش آنها -

  باشد. مي

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 

 ۲۱                                                                                                       ي دوم يافته هاکوهارا از مرتبه مپذير تعمي درونيابي توابع مشتق
 

   

  
ها نمايش مجموعه  چين خط. ۲ شکل


اي مکعبي فازي و خطوط توپر نمايش  اي درونياب هرميت قطعه برش چندجمله-
  باشند. اي درونياب مي گاه و هسته چندجمله تکيه

  
ها نمايش مجموعه  چين خط .۳شکل 


گاه و هسته  تکيهاي درونياب هرميت فازي و خطوط توپر نمايش  برش چندجمله-

  باشند. اي درونياب مي چندجمله
  

 
گاه و هسته  اي درونياب هرميت فازي و خطوط توپر نمايش تکيه گاه و هسته چندجمله ها نمايش تکيه چين خط .۴شکل 

  باشند. اي مکعبي فازي مي اي درونياب هرميت قطعه چندجمله
  

  هاي يک درونياب خوب نوسانات کمتر بين از مزيت
ر درونيابي ترجيح داده به همين دليل د باشد وها ميگره
از مشتقات توابع استفاده گردد. با توجه به  شود تامي

اي درونياب از  توان ديد که هسته چندجمله مي ۴شکل 

اي فازي در طول بازه درونيابي نوسان  نوع هرميت قطعه
اي درونياب هرميت  ه چندجملهکمتري نسبت به هست

فازي دارد. اين ويژگي در فاصله بين دو گره انتهايي 
  نمودار و بين گره هاي دوم و سوم ابتدايي  سمت راست
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  شود. در سمت چپ نمودار بوضوح ديده مي
هاي درونياب  اي با استفاده از چندجملهدر حالت غير فازي 

پنجم و با اي درجه کم مانند درجه سوم يا  هرميت قطعه
طور يکنواخت به  هاي زياد خطاي درونيابي به تعداد گره

هاي  اي کند. اين ويژگي در مورد چندجمله صفر ميل مي
درونياب هرميت صادق نيست. از آنجا که طبق تعريف 

هاي درونياب فازي، هسته هر  اي چندجملهدر  ۲-۱
اي درونياب  اي درونياب فازي در واقع چندجمله چندجمله

باشد بنابراين   لت غير فازي همان روش درونيابي ميدر حا
اي درونياب هرميت  درستي اين مطلب که هسته چندجمله

اي  اي مکعبي فازي نسبت به هسته چندجمله قطعه
توان استدلال  ميباشد را درونياب فازي تقريب بهتري مي

  مشهود است. ۴شکل که در  نمود
بازه درونياب  زکه در هر نقطه ا ديگر در صورتي از طرف 

اي درونياب را برش چندجمله-ߙطول بازه بسته  [1,4]
تفاضل پهناي پايين از پهناي بالا در همان نقطه تعريف 

برش -  ߙگاه يا مجموعه  توان ديد که طول تکيه کنيم مي
از طول  [1,4]اي در اغلب نقاط بازه  درونياب نوع قطعه

گاه درونياب هرميت فازي کمتر است و اين از  تکيه
  باشد.  اي مي مزاياي درونياب نوع قطعه

  
يافته  پذير تعميم درونيابي تابع مشتق .۴

)هاکوهارا از مرتبه دوم در  + ) گره  
پذير از مرتبه دوم مي  براي درونيابي توابع فازي مشتق

اي از درجه  طعههاي درونياب هرميت ق اي توان چندجمله
اي  کار برد. در حالت قطعي چندجمله پنجم فازي را به

اي درجه پنجم براي تابع حقيقي  درونياب هرميت قطعه
݂ ∈ ,ܽ]ଶܥ ݔهاي  و در گره [ܾ < ଶݔ < ⋯ <  ݔ

  هاي به ازاي مجموعه داده

 ቊ(ݔ , ݂ , ݂
ᇱ , ݂

ᇱᇱ)ቤ ݔ , ݂
() ∈ ℝ,

݇ = 0,1,2,0 ≤ ݅ ≤ ݊
ቋ  

 عبارتست ازطور منحصربفرد  به
ܳஃ(ݔ) = ∑ ∑ ݂()(ݔ)߶(ݔ)ଶ

ୀ

ୀ   

  
Fکه در آن  = {߶(ݔ)}ୀ,ୀ

,ଶ هاي  مجموعه پايه
اي درجه پنجم  هاي قطعهاي اصلي فضاي خطي چندجمله

:Δبه ازاي افراز  ܽ = ݔ < ଵݔ < ⋯ < ݔ = ܾ 

] از تعريف زير ۱۱هستند که با مراجعه به [ ܫبراي بازه 
  آيند: دست مي به

൯ݔ߶൫ܦ = ߜߜ ,			0 ≤ ݇, ݈ ≤ 2,		 
	0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊, ܦ = ௗ

ௗ௫
                              )۳(  

  
را  ܨهاي اصلي  اعضاي مجموعه پايه. ۱- ۴قضيه 

  هاي زير هستند: درنظر بگيريد. اين توابع داراي ويژگي
ݔالف) به ازاي هر  ∈ ݔ) , ݅و  (ାଵݔ = 0,1,… , ݊ − 1 ،

߶	(ݔ) + ߶ାଵ	(ݔ) = 1.  
ݔب) به ازاي هر  ∈ ,ିଵݔ) ݅و  (ݔ = 1,2,… , ݊ ،

߶	ଵ(ݔ) < 0 .  
ݔج) به ازاي هر  ∈ ݔ) , ݅و  (ାଵݔ = 0,1,… , ݊ − 1 

݇و  = 0,1,2  ،߶	(ݔ) > 0.  
  

) حکم ۲ها طبق تعريف رابطه ( با تشکيل پايه اثبات.
  ∎بديهي است.      

  
:ܳتابع فازي مقدار . ۱-۴تعريف  ܫ → ℝℱ  را
اي درجه پنجم  فازي  اي درونياب هرميت قطعه چندجمله

هاي  به ازاي گره ݂پذير از مرتبه دوم  مشتق- gHتابع 
ܽ:Δمتمايز و حقيقي افراز  = ݔ < ଵݔ < ⋯ < ݔ = ܾ 

ܫبراي  = [ܽ, که در شرايط  ناميم در صورتي مي [ܾ
݅صدق کند. در اين تعريف  ۱-۲تعريف  = 0,1,… , ݊ 

  شود. نشان داده مي ஃܳبا  ܳ قطعيفرض شده و حالت 
توان به نمايشي  مي (ݔ)ܳهاي  برش- ߙبا استفاده از 

اي درجه  درونياب هرميت قطعه  اي صريح از چندجمله
  پنجم فازي مورد نظر رسيد. 

ܳఈ(ݔ) =

ቊݐ ∈ ℝቤݐ = ܳ{௬బ,௬బᇲ ,௬బᇲᇲ,…,௬,௬ᇲ ,௬ᇲᇲ}(ݔ), ݕ
() ∈ ఈݑ , ݇ =

0,1,2,0 ≤ ݅ ≤ ݊
ቋ =

∑ ∑ ߶ఈݑ ଶ.(ݔ)
ୀ


ୀ   

  
൛௬బ,௬బᇲܳکه در آن ,௬బᇲᇲ,…,௬,௬ᇲ ,௬ᇲᇲൟ(ݔ) = ܳஃ(ݔ)	  و

0 ≤ ߙ ≤  [0,1]متعلق به  ߙباشند. به ازاي هر مي 1
  رابطه بالا برقرار است بنابراين

(ݔ)ܳ  = ∑ ∑ ଶ.(ݔ)߶ݑ
ୀ


ୀ   

ܳఈ(ݔ) :جواب دو مسأله بيشينه و کمينه سازي زير است  
݊݅݉&ݔܽ݉ 				 ∑ ∑ ݕ

()߶(ݔ)ଶ
ୀ


ୀ   
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  که طوري به
ఈݑ  ≤ ݕ

() ≤ ݑ
ఈ , ݇ = 0,1,2,			0 ≤ ݅ ≤ ݊ 

  سازي: بيشينه

ݕ
() = ቊݑ

ఈ , ݂݅		߶(ݔ) ≥ 0
ఈݑ , ݂݅		߶(ݔ) < 0,			݇ =

0,1,2,			0 ≤ ݅ ≤ ݊		  
  سازي: کمينه

ݕ
() = ቊ

ఈݑ , ݂݅		߶(ݔ) ≥ 0
ݑ
ఈ , ݂݅		߶(ݔ) < 0

,			݇ =

0,1,2,			0 ≤ ݅ ≤ ݊	  
  

اي درونياب  چندجمله (ݔ)ܳفرض کنيد  .۲-۴قضيه
 ݔاي درجه پنجم فازي است. به ازاي هر  هرميت قطعه

ݔ)متعلق به  ,  [0,1]هاي متعلق به  ߙو تمامي  (ାଵݔ
در هر نقطه بين دو گره گفته شده  (ݔ)ܳبرش -ߙطول 

  برش در هر يک از دو گره ناکمتر است. -ߙاز طول 
  

(ݔ)ఈܳ: با فرض اثبات = ቂܳఈ(ݔ), ܳ
ఈ
و  ቃ(ݔ)

Q(x)	len تعريف = Q

(x) − Q(x)  نشان

  دهيم رابطه زير برقرار است: مي
݈݁݊	ܳఈ(ݔ) ≥ ݉݅݊{݈݁݊	ܳఈ(ݔ) , ݈݁݊	ܳఈ(ݔାଵ)}  

ها باعث  و اينکه جمع زدن بازه ۱-۴از قسمت الف قضيه 
  شود داريم: اصل نميکم شدن طول بازه ح

݈݁݊	ܳఈ(ݔ) =
݈݁݊	 ∑ ∑ ఈݑ ߶(ݔ) ≥ଶ

ୀ

ୀ

∑ ∑ ߶(ݔ)݈݁݊	ݑఈ ≥ଶ
ୀ


ୀ

∑ ߶(ݔ)݈݁݊	ݑఈ ≥ ߶(ݔ)
ୀ ݈݁݊ ఈݑ +

߶ାଵ	݈݁݊	ݑାଵఈ ≥
ఈݑ	݈݊݁	}݊݅݉ , ାଵఈݑ	݈݊݁ } (߶	(ݔ) +
߶ାଵ	(ݔ)) ≥ ఈݑ	݈݊݁	}݊݅݉ , ାଵఈݑ	݈݊݁ } =
݉݅݊{	݈݁݊	ܳఈ(ݔ), ݈݁݊	ܳఈ(ݔାଵ)}.	  

	 

  هاي درونيابي زير را درنظر بگيريد.  داده .۱- ۴مثال 
൫1, (0,2,1), (1,0,3), (4,4,3)൯، 
൫1.3, (5,1,2), (0,2,1), (1,0,3)൯  ،  
൫2.2, (1,0,3), (4,4,3), (5,1,2)൯   ،
൫3, (4,4,3), (5,1,2), (0,2,1)൯،
൫3.5, (0,3,2), (1,1,1), (0,3,2)൯ و  
൫4, (1,1,1), (0,3,2), (1,1,1)൯ . 

اي درجه  اي درونياب هرميت قطعه چندجمله ۵شکل 
  دهد.های درونيابی را نشان ميداده پنجم فازي
به دليل استفاده از مشتق دوم شعاع انحناء  ۵در شکل 

اند و نمودار  هاي نمودار با دقت بيشتري رسم شده قوس
اي مکعبي  هسته درونياب نسبت به هسته درونياب قطعه

باشد.  تري مي هاي ملايم هتداراي نوسان کمتر و تغيير ج
ଵدر نقاط گره نمودار 
ଶ

خصوص در دو  گاه به برش و تکيه-
اند و در کل نمودار درجه  سر نمودار هموارتر رسم شده

از  ݂پنجم با توجه به همگرايي بهتر هسته آن به تابع 
  دقت بيشتري برخوردار است. 

  
  گيري نتيجه

بين دو اي درونياب هرميت درجه پنجم فازي  چندجمله
 پنجماي درجه  اي درونياب هرميت قطعه نقطه و چندجمله

݊)ازاي  فازي به + پذير  مشتق-gHگره براي توابع  (1
هاي مربوطه بيان شدند و  از مرتبه دوم به همراه مثال

اي مکعبي فازي بر  اي هرميت قطعه برتري چندجمله
با ارائه مثالي براي توابع ] ۶هرميت فازي [اي  چندجمله

gH -کارهاي  برايپذير از مرتبه اول آورده شد.  مشتق
روي نقاط سوئيچ حاصل از ساير تعريف هاي  آتي مطالعه

  شود. پذيري توابع فازي توصيه مي مشتق

   

  
چين مجموعه   . خطوط خط۵شکل 


,]اي در بازه  گاه و هسته چندجمله برش و خطوط توپر تکيه- ] باشند. مي  
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