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  هاي وينر به کمک توابع بلاک پالسبسط سري انتگرال
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 ۲۱/۰۱/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۳/۱۱/۹۵تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
هاي وينري که جواب دقيق آنها در دسترس نيست يا پيدا کردن انتگرال در اين مقاله يک روش عددي مناسب براي تقريب

شود. تحليل خطاي روش ارائه اي بلاک پالس معرفي ميبا استفاده از توابع پايه بسيار مشکلي استجواب دقيق آنها فرآيند 
باشد. مزيت روش عددي مورد مي اين است که اين روش از دقت مطلوبي برخوردار مبين هاي عددي ارائه شدهمثال گردد.مي

  بحث، انعطاف پذيري و سادگي استفاده آن است.
  
  
  

  هاي وينر، توابع بلاک پالس.حرکت براوني، انتگرال :هاي کليدي واژه
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  مقدمه - ۱
  ، انتگرالي به شکل۱انتگرال وينر

∫ 	 ,ݐ)ܤ݀	(ݐ)݂ ߱), )۱(                                     
  

وابسته (به  ، تابعي قطعي(ݐ)݂که تابع است، بطوري
,ݐ)ܤو نيست) . در اين ]۱[يک حرکت براوني است (߱

هاي وينر توسط بسط سري مقاله به دنبال تقريب انتگرال
 ۲اي متعامدپايهتوابع بلاک پالس هستيم که اين توابع، 

2],[براي فضاي هيلبرت baL.است 
کنيم. در ابتدا تابع در اين مقاله روند زير را دنبال مي

توابع  ۴هاي وينر را به کمک بسط سريانتگرال ۳انتگرالده
2],[فضاي هيلبرت ۵متعامد يکه baL زنيم تقريب مي

مقدار واقعي انتگرال و سپس همگرايي سري فوق را به 
کنيم. سپس با معرفي توابع بلاک پالس، از بررسي مي

گيريم، ها کمک ميآنها به منظور تقريب اين انتگرال
بخصوص نوع خاصي از اين دسته که داراي جواب دقيق 
نيستند. سپس در ادامه کران خطاي روش عددي را 

کنيم نرخ همگرايي روش از بدست آورده و اثبات مي
  است.hO)(ه مرتب

 
هاي وينر توسط توابع بسط سري انتگرال - ۲

  متعامد يکه
اي متعامد يکه براي فضاي هيلبرتپايه ،ୀஶ{߮}اگر
],[2 baL ݂باشد، هر ∈ ,ܽ]ଶܮ که تابعي  [ܾ

,ܽ]انتگرالپذير مربعي در بازه  توان به است را مي [ܾ
  شکل سري زير بسط داد:

݂ = ∑ 	ஶ
ୀଵ < ݂,߮ > ߮,  )۲(                       

 
.>که , . ,ܽ]ଶܮضرب داخلي در فضاي < است و به  [ܾ

  شکل

< ݂, ݃ >= න 	




 .ݔ݀(ݔ)݃(ݔ)݂

  شود.تعريف مي
  را به شکل زير داريم: ۶ما اتحاد پارسوال

∥ ݂ ∥ଶ= ∑ 	ஶ
ୀଵ < ݂,߮ >ଶ .,  )۳(                   

انتگرال وينر بگيريم و ترتيب ) ۲اگر از طرفين رابطه (
  انتگرالگيري و جمع را عوض کنيم، خواهيم داشت:

∫ 	 (ݐ)ܤ݀(ݐ)݂ = ∑ 	ஶ
ୀଵ < ݂,߮ >

∫ 	 ߮(ݐ)݀۴( .(ݐ)ܤ(                                       
٧  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  

  
اي متعامد پايه ୀଵஶ{߮}فرض کنيد ]۱[ - ۱قضيه 

2],[يکه براي فضاي baL  باشد، آنگاه براي هر
݂ ∈ ,ܽ]ଶܮ ، داراي ۱، با احتمال ݂، انتگرال وينر [ܾ

  بسط سري زير است:
∫ 	 (ݐ)ܤ݀(ݐ)݂ = ∑ 	ஶ

ୀଵ < ݂,߮ >

∫ 	 ߮(ݐ)݀۵( ,(ݐ)ܤ(                                       
  

که اين سري تصادفي داراي همگرايي تقريباً حتمي 
 ٨ .۷(a.s)است

اي ) (که پايه۴با جايگزيني توابع بلاک پالس در سري (
2],[متعامد براي فضاي هيلبرت  baL  است) و با

)، همگرايي انتگرال وينر به مقدار ۱استفاده از قضيه (
  ، خواهد بود.(a.s)واقعي آن تقريباً حتمي 

  
  توابع بلاک پالس - ۳

، ٩(BPFs)۸مجموعه توابع بلاک پالس ]۲[-۱تعريف 

߶(ݐ) به ازاي ،݅ = 1,2, . . . ,   روي بازه، ݉
ݐ ∈ [0,   شوند:به شکل زير تعريف مي ،(ܶ

߶(ݐ) = ൜1 					(݅ − 1)ℎ ≤ ݐ	 < ݅ℎ	,
0 ,			݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ  

ℎکه = ்


.  
߬با جايگذاري  = (ି)௧

்
+ که ، بطوريܽ

ݐ ∈ [0, به بازه  با توجه BPFs، تعريف مشابهي از (ܶ
,ܽ]دلخواه   داريم. (ܾ

  :]۲[عبارتند از  BPFsبرخي از خواص مهم توابع 

                                                
1. Wiener integrals 
2. orthogonal functions 
3. integrand 
4. series expansion 
5. orthonormal functions 
6. Parseval identity 
7. almost surely 
8. Block pulse functions 
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 ۲۷                                                                                                              توابع بلاک پالس هاي وينر به کمکبسط سري انتگرال
 

   

 :جدايي پذيري  
߶(ݐ)߶(ݐ) = ൜߶(ݐ) ݅ = ݆	,

0 ݅ ≠ 		݆	, 
,݅که  ݆ = 0,1,2, . . . , ݉. 
  :تعامد 

න 	
்



߶(ݐ)߶(ݐ)݀ݐ = ൜ℎ ݅ = ݆,
0 ݅ ≠ 		݆	, 

,݅که  ݆ = 1,2, . . . , ݉.  
 :݉وقتي  کامل بودن → ، براي هر ∞

݂ ∈ ,ଶ[0ܮ  داريم: (ܶ

න 	
்



݂ଶ(ݐ)݀ݐ =	
ஶ

ୀଵ
݂
ଶ ∥ ߶(ݐ) ∥ଶ, 

  که
݂ =

ଵ
 ∫ 	் ,ݐ݀(ݐ)߶(ݐ)݂  )۶(                           

  
∥هستند و (ݐ)߶با توجه به  BPFsضرايب  ߶(ݐ) ∥

= ቀ∫ 	் ߶ଶ(ݐ)݀ݐቁ
భ
మ  نرم تابع߶(ݐ) .است  

متعامد يکه نيستند. به همين  BPFsدر تعريف بالا توابع 
با تقسيم  ୀଵஶ{߮}دليل مجموعه توابع متعامد يکه 

{߶}ୀଵஶ گردند. بنابراين داريم:بر نرمشان حاصل مي  

߮(ݐ) =
1
√ℎ

߶(ݐ). 

توان ، ميୀଵஶ{߮}از ويژگي متعامد يکه بودن توابع 
تقريب زد. بنابراين  بلاک پالستوابع دلخواه را با سري 

که انتگرالپذير (ݐ)݂	هر تابع دلخواه کراندار حقيقي مقدار
,0]مربعي در بازه  )، با سري ۲است مطابق رابطه ( (ܶ

شود. بنابراين در اين بازه تقريب زده مي بلاک پالس
  داريم:

(ݐ)݂ ≃ መ݂(ݐ) = ∑ 	
ୀଵ < ݂,߮(ݐ) >

߮(ݐ) = ∑ 	
ୀଵ ݂߶(ݐ). )۷  (                          

  
هاي وينر بر مبناي توابع تقريب انتگرال - ۴

BPFs  
,0]هاي وينر در بازه براي تقريب انتگرال توسط  (ܶ

  ) داريم:۷با توجه به رابطه ( BPFsتوابع 
∫ 	் (ݐ)ܤ݀(ݐ)݂ ≃ ଵ


∑ 	
ୀଵ ∫ 	

(ିଵ)  ݐ݀(ݐ)߶(ݐ)݂

න 	


(ିଵ)

߶(ݐ)݀(ݐ)ܤ 

=
1
ℎ
	


ୀଵ

ቀܤ(݅ℎ) − ݅)൫ܤ − 1)ℎ൯ቁ 

න 	


(ିଵ)

 .ݐ݀(ݐ)݂

  
݉که همگرايي سري تصادفي بالا هنگامي → با  ∞

  ) تضمين شده خواهد شد.۱توجه به قضيه (
  
  تحليل خطا - ۵

هاي به منظور تقريب انتگرال BPFsاز آنجاکه از توابع 
ايم، شايسته است که کران بالاي وينر کمک گرفته

  خطاي روش تقريبي را نيز محاسبه نماييم.
  

، تابعي انتگرالپذير (ݐ)݂فرض کنيد تابع  ]۳[ - ۲قضيه 
ݐمربعي در بازه  ∈ ܫ = (ݐ)݁باشد و  (0,1] = (ݐ)݂ −

መ݂(ݐ)که ، بطوريመ݂(ݐ) = ∑ 	
ୀଵ ݂߶(ݐ)  سري

  است. آنگاه داريم: (ݐ)݂بلاک پالس تابع 
∥ (ݐ)݁ ∥≤ 

ଶ√ଷ
sup
௧∈ூ
          )         ۹( ,|(ݐ)′݂|

∥که (ݐ)݁ ∥= ቀ∫ 	ଵ ቁݐଶ݀|(ݐ)݁|
భ
మ.  

  
(ݐ)݂فرض کنيد تابع  -۳قضيه ∈ ، يک (ଶ[0,1ܮ

(݂)݁تابع دلخواه باشد و  = ∫ 	ଵ  (ݐ)ܤ݀(ݐ)݁
 BPFsخطاي تقريب عددي انتگرال وينر بر مبناي توابع 

  باشد. آنگاه داريم:
|݁(݂)| ≤

ெ×
ଶ√ଷ

sup
௧∈ூୀ[,ଵ)

)۱۰(         ,|(ݐ)′݂|  

  است. |(1)ܤ|کران بالاي  ܯکه 
  اثبات:

  توانيم بنويسيم:مي

|݁(݂)| = |න 	
ଵ



 ,|(ݐ)ܤ݀(ݐ)݁

  بنابراين
|݁(݂)| ≤∥ (ݐ)݁ ∥ஶ×  ,|(1)ܤ|

  که
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∥ (ݐ)݁ ∥ஶ= sup
௧∈ூୀ[,ଵ)

 .|(ݐ)݁|

، آنگاه (0,1)ܰ~(1)ܤاز آنجاکه 
ܲ{߱: ,1)ܤ| ߱)| < {ܯ = ܯکه ، بطوري1 ≥ 4 ،

کراندار (1)ܤ، (a.s)تقريباً يک بنابراين با احتمال 
 ) داريم:۲است. از قضيه (

|݁(݂)| ≤
ܯ × ℎ
2√3

sup
௧∈ூ

 .|(ݐ)′݂|

) را ۶رابطه (BPFs برخي مواقع ناچاريم که ضرايب 
هايي هستند که مقادير تقريب بزنيم، زيرا که انتگرال

بنابراين يک روش عددي مناسب  .دقيق آنها معلوم نيست
از قاعده توانيم کنيم. به عنوان مثال ميرا انتخاب مي

-بدين ترتيب دچار خطايي مي استفاده کنيم. ۱ايذوزنقه
شويم که کران خطاي ايجاد شده را در لم زير بدست 

  ايم.آورده
  

در BPFs بوسيله توابع  (ݐ)݂فرض کنيد تابع  - ۱لم 
  به شکل زير تقريب زده شده باشد: (I=[0, 1 بازه 

መ݂(ݐ) =	


ୀଵ
݂߶(ݐ), 

باشد، قرار  ݂، به عنوان تقريب ݂̅اي، و با قاعده ذوزنقه
  دهيم:مي

݂̅(ݐ) =	


ୀଵ

݂̅߶(ݐ). 

  بنابراين داريم:

∥ መ݂(ݐ) − ݂̅(ݐ) ∥≤
ℎଶ

12
sup
௧∈ூ

 .|(ݐ)′′݂|

  داريم: BPFsبوسيله توابع  اثبات:

∥ መ݂(ݐ) − ݂̅(ݐ) ∥ଶ= න	
ଵ



൭	


ୀଵ

൫ ݂ − ݂̅൯߶(ݐ)൱
ଶ

ݐ݀

=	


ୀଵ

( ݂ − ݂̅)ଶቌන	
ଵ



߶(ݐ)ଶ݀ݐቍ

=	


ୀଵ

ℎ( ݂ − ݂̅)ଶ ≤ ቆ
ℎଶ

12 sup௧∈ூ
ቇ|(ݐ)′′݂|

ଶ

,

 

  يا

∥ መ݂(ݐ) − ݂̅(ݐ) ∥≤
ℎଶ

12
sup
௧∈ூ

 .|(ݐ)′′݂|

هاي را با برخي از روشBPFs فرض کنيد ضرايب 
تقريب نهايي  (ݐ)݂̅عددي تقريب زده باشيم، بنابراين 

  است. آنگاه داريم: (ݐ)݂
∥ (ݐ)݂ − ݂̅(ݐ) ∥≤∥ (ݐ)݂ − መ݂(ݐ) ∥ +

∥ መ݂(ݐ) − ݂̅(ݐ) ∥. 
 با توجه به رابطه بالا، اگر به عنوان مثال از قاعده ذوزنقه

  ماند.باقي ميhO)(اي استفاده کنيم، نرخ تقريب 
  
  ١٠هاي عدديبرخي مثال - ۶

وريم که آهاي زير را ميبه منطور تبيين بهتر روش، مثال
m  تعداد توابعBPFs  است. نتايج با نرم افزار

Mathematica 9 .بدست آمده است  
  
  ۱مثال  - ۱- ۶

۲شود که داراي جواب تحليليدر زير مثالي آورده مي
١١ 

∫ 	ଵ را در نظر بگيريد. به منظور  (ݐ)ܤ݀		(ݐ)݊݅ܵ
  داريم: ]۴[محاسبه مقدار آن، توسط فرمول ايتو 

න	
ଵ



(ݏ)ܤ݀	(ݏ)݊݅ܵ = 

(1)݊݅ܵ(1)ܤ − න 	
ଵ



 ,ݏ݀		(ݏ)ݏܥ(ݏ)ܤ

∫که  	ଵ ۳را با مجموع ريمان ݏ݀(ݏ)ݏܥ(ݏ)ܤ
محاسبه  ١٢

 کنيم. بنابراين داريم:مي

න 	
ଵ



ݏ݀		(ݏ)ݏܥ(ݏ)ܤ

=	


ୀଵ

ାଵݐ)((ݐ)ݏܥ(ݐ)ܤ) −  .(ݐ

از طرف ديگر با استفاده از روش ارائه شده در اين مقاله، 
∫مقدار 	ଵ   به شکل زير محاسبه  (ݐ)ܤ݀		(ݐ)݊݅ܵ

  شود:مي

න 	
ଵ



(ݐ)ܤ݀	(ݐ)݊݅ܵ ≃ 

                                                
1. Trapezoidal rule 
2. Analytical solution 
3. Riemann sum 
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1
ℎ
 	


ୀଵ

ቀܤ(݊ℎ) − ݊)൫ܤ − 1)ℎ൯ቁ 

න 	


(ିଵ)

 .ݐ݀		(ݐ)݊݅ܵ

  
ميانگين خطاي قدر مطلق به ازاي تعداد متفاوتي از توابع 

BPFs  آورده شده ۱تکرار در جدول ( ۱۰۰۰و به ازاي (
  است.

 
  ۲مثال  - ۲- ۶

∫ 	ଵ بگيريد که جواب را در نظر  (ݐ)ܤ݀	(ଶݐ)݊݅ܵ
باشد. بنابراين مقدار آن را با روش دقيق آن موجود نمي

  زنيم:اين مقاله به شکل زير تقريب مي
  

න 	
ଵ



(ݐ)ܤ݀	(ଶݐ)݊݅ܵ ≃ 

1
ℎ
 	


ୀଵ

ቀܤ(݊ℎ) − ݊)൫ܤ − 1)ℎ൯ቁ 

න 	


(ିଵ)

 .ݐ݀		(ଶݐ)݊݅ܵ

  
به منظور تقريب جواب، ما همچنين نياز داريم که ضرايب 

BPFs  .اي اگر از قاعده ذوزنقهرا نيز تقريب بزنيم
 استفاده کنيم، نتايج را به ازاي تعداد متفاوتي از توابع

BPFs  کنيد ) مشاهده مي۲تکرار در جدول ( ۱۰۰۰۰و با
  انحراف معياراست. ܵ ميانگين جواب و തܺکه 
 

  تکرار.۱۰۰۰با  ۱اطمينان براي ميانگين خطاي مثال ، و فاصله ࡱࡿ، انحراف معيار خطا ،ࡱഥࢄميانگين خطا، - ۱جدول 
% براي ميانگين خطا۹۵فاصله اطمينان      

m തܺா ܵா  کران بالا کران پايين 
16 0.013604961 0.010775999 0.012936259 0.014273662 
32 0.007012443 0.005351982 0.006680327 0.007344558 
64 0.003338795 0.002563374 0.003179726 0.003497864 

256 0.000877757 0.000657816 0.000836937 0.000918578 
512 0.000422929 0.000312831 0.000403516 0.000442341 

  
  تکرار.۱۰۰۰۰با  ۲و فاصله اطمينان براي ميانگين جواب مثال  ࡿ	، انحراف معيار،ഥࢄميانگين، - ۲جدول 

ميانگين جواب% براي ۹۵فاصله اطمينان      
m തܺ ܵ کران بالا کران پايين 
16 0.000001238 0.001376020 -0.000025735 0.000028210 
32 0.000000632 0.000346126 -0.000006153 0.000007416 
64 0.000000883 0.000086040 -0.000000804 0.000002569 

128 -0.000000337 0.000021459 -0.000000758 0.000000083 
256 -0.000000017 0.000005342 -0.000000121 0.000000088 
512 -0.000000005 0.000001335 -0.000000031 0.000000021 

 
  ۳مثال  - ۳- ۶

∫جواب دقيق  	ଵ

షభ


௧మ
موجود نيست. مقدار آن را  (ݐ)ܤ݀

  به شکل زير بدست آورد: BPFsتوان با استفاده از مي

න 	
ଵ



݁
షభ


ଶݐ
(ݐ)ܤ݀ ≃

1
ℎ
 	


ୀଵ

(ℎ݊)ܤ) − 

݊))ܤ − 1)ℎ)) න 	


(ିଵ)

݁
షభ


ଶݐ
 .ݐ݀

به منظور تقريب جواب ما همچنين نياز داريم که ضرايب 
BPFs اي را نيز تقريب بزنيم. اگر از قاعده ذوزنقه

استفاده کنيم، نتايج را به ازاي تعداد متفاوتي از توابع 
BPFs  کنيد.) مشاهده مي۳(تکرار در جدول  ۱۰۰۰۰و با  
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  تکرار.۱۰۰۰۰با  ۳و فاصله اطمينان براي ميانگين جواب مثال  ࡿ	، انحراف معيار،ഥࢄميانگين، - ۳جدول 
% براي ميانگين جواب۹۵فاصله اطمينان      

m തܺ ܵ کران بالا کران پايين 
16 -0.000012767 0.001596980 -0.000044070 0.000018537 
32 -0.000000825 0.000397130 -0.000008609 0.000006959 
64 -0.000001193 0.000101704 -0.000003187 0.000000800 

128 -0.000000016 0.000025079 -0.000000508 0.000000475 
256 0.000000013 0.000006294 -0.000000109 0.000000137 
512 0.000000006 0.000001576 -0.000000024 0.000000037 

  
 گيرينتيجه - ۷

بعضي مواقع سخت يا غيرممکن است که بتوان جواب 
هاي وينر را پيدا کرد. در اين مقاله با دقيق انتگرال

جواب تقريبي آنها را يافتيم. BPFs استفاده از توابع 
نشاندهنده دقت ها تحليل خطاي روش در کنار مثال

  روش ماست.
  

   

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 

 ۳۱                                                                                                              توابع بلاک پالس هاي وينر به کمکبسط سري انتگرال
 

   

  فهرست منابع 
  

[1] H. Kuo, Introduction to Stochastic 
Integration, Universitext (UTX), 
Springer, New York, 2006. 
 
[2] Z.H. Jiang, W. Schaufelberger, Block 
Pulse Functions and their Applications 
in Control Systems, Springer-Verlag, 
1992. 
 
[3] M. Khodabin, K. Maleknejad, M. 
Rostami, M. Nouri, Numerical approach 
for solving stochastic Volterra-
Fredholm integral equations by 
stochastic operational matrix, 
Computers and Mathematics with 
Applications, 64 (2012), 1903-1913. 
 
[4] B. Oksendal, Stochastic Differential 
Equations, 5th edition, Springer, 2000. 

  
  

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


  ۳۲                                                         ۱۳۹۶ بهار، نهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  بنت الهدا هاشمي
 

 

 

  

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir

