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هاي تصادفي فازي در با داده امکان -احتمالي DEAمدل
 نرمال -حضور توزيع چوله

 
  

  *۱محمدحسن بهزادي، ۱بهرخ مهرآسا
 

  
  گروه آمار، دانشگاه آزاد اسلامي واحد علوم و تحقيقات، تهران، ايران )   ۱(

  
  
 

 ۰۵/۰۳/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۸/۰۱/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
در باشد. ) ميDMUگيري () يک روش رياضي براي بررسي عملکرد واحدهاي تحت تصميمDEAها (تحليل پوششي داده

صورت قطعي هاي ورودي و خروجي بهبراي ارزيابي عملکرد يک سازمان فرض بر اين است که داده DEAي کلاسيک نظريه
باشند. توزيع نرمال يک توزيع پيوسته ها مبهم و تصادفي ميباشند. در حالي که در دنياي واقعي اغلب ورودي و خروجيمي

هاي اي در آمار برخوردار است. در بسياري از موارد فرض شده است که دادهويژههايش از اهميت است که با توجه به ويژگي
تصادفي فازي داراي توزيع متقارن نرمال هستند اما در عمل ممکن است چنين فرضي برقرار نباشد. بنابراين استفاده از توزيع 

ي را در حالت امکان در حضور توزيع چوله تصادفي فاز DEAگيري غلط خواهد شد. در اين مقاله مدل نرمال منجر به نتيجه
شود. در نهايت مدل بيان شده را هاي قبلي را شامل ميايم. اين روش در يک حالت خاص روشنرمال مورد بررسي قرار داده

  ايم.در يک مثال عددي نشان داده
  

  ر تصادفي فازي.نرمال، متغي –گيري، توزيع چولهها، واحد تصميم تحليل پوششي داده هاي کليدي: واژه

                                                
                                                                                                          Email: Behzadi@srbiau.ac.irدار مکاتبات:عهده. *

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  ۴۲                                                          ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  بهرخ مهرآسا
 
 

 

 مقدمه  - ۱
يتحلها داده يل پوششDEA ِتوانمند يابزار يابِيارزِ يبرا 
يِيکارا يواحدها ميتصمرنده يگDMU ها و يبا ورود

 يهااز مدل يکِي CCRچندگانه است. مدل  يهايخروجِ
در  ياساسDEA ۱[ ن بار توسط چارنزياست که اول[ 
شده است. از آن زمان تاکنون به يمعرفِيل استفادهيدل 

در  يمتعدد يهال گوناگون، مدليدر مساDEA فراوان 
ياين زمکاربرد دادهه شده است. در ينه ارايها و  يورود

  کنون باشند. تايم يو فازِ ياغلب تصادف يخروجِ
 يهابا داده DEAحل مسائل  يبرا يمتفاوت يهاروش

، ]۳[ژو  ،]۲[و همکاران  ويوِارائه شده است.  يفازِ
۵[و همکاران  و توانا ]۴[و همکاران  ينِيماربِ-يحاتم[ 
با  يفازِ يتصادف يهايو خروجِ يورود يرا برا يِيهامدل

  اند. ع نرمال ارائه کردهياستفاده از توزِ
ل يوسته است که به دليپِ يهاعياز توزِ يکيع نرمالِ يتوزِ

ژهيت وِيمتقارن و خوش رفتار بودن آن از اهمدر آمار  يا
يع خواص زِين توزِيبرخوردار است. ادارد که باعث  ياد

يافزاآن شده است. در مدل يش کاربردهايها DEA  با
 ِيقات گذشتهي، محققان در تحقيفازِ يتصادف يهاداده

از  يو خروجِ يورود يرهاياند که متغخود فرض کرده
ممکن  يکنند اما در جهان واقعيم يروِيع نرمال پِيتوزِ

 يچولگ يها کمبرقرار نباشد و داده ين فرضياست چنِ
وجود  يع نامتقارنِيباشند، لذا اگر توزِ داشته و نامتقارن

يداشته باشد که دارا ع نرمال باشد، يمشابه توزِ يخواص
ين توزِيايع ميتواند نقش ياساس ن دادهيل چنِيدر تحليِيا 

  داشته باشد.
 ]۶[ ينِين بار توسط آزاليها که نخستعين توزِياز ا يکي

يمعرف از محققان قرار گرفته  يارِيشده و مورد توجه بس
ک پارامتر يعِ ين توزِيباشد. اينرمال م -ع چولهياست توزِ

يتنظيم چولگ ع ين مقدار، توزِيدارد که با صفر قرار دادن ا
يع چوله نرمال در برشود لذا توزِينرمال حاصل مِيرندهيگ 

 يهايرمجموع متغ يع حديز است. توزِيع نرمال نِيتوزِ
ينرمال توسط نظرِ –لهچو يتصادف و  ]۷[ يو بهزاد
ع چوله ينامتقارن با حضور توزِ يع خطاين توزِيهمچنِ

 يل پوششيدر تحل ]۸[ يو بهزاد ينرمال توسط نظرِ
مورد استفاده قرار گرفته است.  يتصادف يهاها با دادهداده
يدر ايکنِين مقاله، ما فرض ميم که متغيرها و  يورود

ع چوله نرمال يهستند و از توزِ يفازِ يتصادف يخروجِ
امکان در  -يکنند و مدل را در حالت احتماليم يروِيپِ

ت در يم و در نهايانرمال ارائه داده -ع چولهيحضور توزِ
قرار  يرا مورد بررس يشنهاديمدل پِ يک مثال عددِي

 م.ياداده
بخش شده است. در  يدهر سازمانيمقاله به صورت زِ

يبعد ينرمال و تعارِ -ع چولهيتوزِ يبه معرفيه فازِيف اول 
امکان  -يمدل را در حالت احتمال ۳م. در بخش ياپرداخته

 ۴باشد. در بخش يان مينرمال بِ -ع چولهيدر حضور توزِ
 ِ   ان يبِ يک مثال عدديمدل بخش قبل را در قالب

يميِينماان بهيم. در پا جهيبحث و نتپرداخته يرِيگم.يا  
  
  هيف اوليتعارِ - ۲

ين بخش ابتدا چند تعرِيدر امجموعه  يه را دربارهِ يف اول
۱۰[، کافمن و گوپتا ]۹[ز و پراد ي(دوبِ يفازِ يها[ر ي، کل
و و ي(ل يفازِ ير تصارفي، متغ]۱۲[مرمن يو زِ ]۱۱[ان يوِ 
۱۴[و ]۱۳[و يل[ِو توز (ع چولهي– آزال) ينِينرمال ]۶[ (

  .آورده شده است
 

۱توزِيع چوله نرمال :۱تعرِيف 
٢  

، که ]۶[ ينِيشده توسط آزال ينرمال، معرف–ع چوله يتوزِ
ر يصورت زِهاست به عيپرکاربرد از توزِ ِي هک خانوادِي

  :شود يمف يتعرِ
نرمال با  –ع چولهيتوزِ يدارا ܼير تصادفيم متغيِيگوِ

يپارامتر حقߜيق ۲احتمال ياست هرگاه تابع چگال
آن به  ٣

  ر باشد:يصورت زِ
݂(ݖ) = )۱(                             .(ݖߜ)Φ(ݖ)߶2  

  
 يتابع چگال ِي هب نشاندهنديبه ترتΦ  و 	߶که در آن 

۳يع تجمعياحتمال و تابع توزِ
ع نرمال استاندارد است. يتوزِ ٤

ܼع که با عبارت ين توزِيا	~	(ߜ)ܰܵ ش داده ينما
ߜنرمال استاندارد با پارامتر شکل -ع چولهي، توزِشود يم 

ده ينامߜشکل. پارامتر شود يم توان پارامتر کنترل يرا م
۴يچولگ

٥ يناميد. تابع چگال يفوق به ازا ߜر مثبت يمقاد 
                                                
1. Skew-Normal distribution 
2. Probability Density Function 
3. Cumulative	Density	Function 
4. Skewnees	Control	Parameter 
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 ۴۳                                                                             نرمال -هاي تصادفي فازي در حضور توزيع چولهامکانبا داده -احتمالي DEA مدل
 

   

يچوله به راست، به ازا يمقادچوله به چپ و به  ߜ ير منف
ߜ يازا = 0 يمتقارن و به چگال ل ينرمال استاندارد تبد

۱. شکل شود يمنرمال استاندارد را به –چوله  يتابع چگال
يازا ߜر مختلف يمقاد دهد.ينشان م  

 

 
  هاي مختلفࢾ	نرمال به ازاي –تابع چگالي توزِيع چوله ۱شکل

  
 - ع چولهياس به توزِيمکان و مق يپارامتر هااضافه کردن 

ر مقدار يِيو با تغکند  يمشتر يآن را بِ يرِيپذنرمال، انعطاف
 ع داشت. با دريتوزِ يروِ يشترِيکنترل بِ توان يمپارامترها 

ܺلينظر گرفتن تبد = ߤ + ߤ			ܼߪ ∈ ℝ	, ߪ > 0  
يمتغير تصادف ܺ نرمال با  -ع چولهيتوزِ يدارايتابع چگال 

 احتمال:

݂(ݔ) =
ଶ
ఙ
߶(௫ିఓ

ఙ
)Φ(ߜ ቀ௫ିఓ

ఙ
ቁ)                )۲(  

  
,ߤ)ܰܵ	~	ܺصورت است که به ,ଶߪ نشان داده  (ߜ

يم يد رِيشود. امع يانس توزِيو وارِ ياضX  به صورت رابطه
   ) قابل محاسبه است:۳(

(ܺ)ܧ = ߤ + σߤ௭,			  
ܸ(ܺ) = ଶ(1ߪ − )௭ଶ),                               )۳ߤ  

  

௭ߤ	که در آن = ටଶ
గ
	γ و γ = ఋ

√ଵାఋమ
. 

  
 يفازِ ير تصادفي، متغيفازِ ير تصادفيمتغ :۲ تعرِيف

يتابع امکان  ياز فضا(Θ	, ܲ(Θ),  يابه مجموعه (ݏܲ
ياز متغيرها است. يتصادف  

  
  ሚܣيمحدب، مجموعه فازِ يمجموعه فازِ :۳ تعرِيف

شود اگر ويمحدب گفته م ݔ∀ يفقط اگر برا, ݕ ∈
ℛ, ߣ∀ ∈ +ݔߣ)෨ߤ ينامساوِ [0,1] (1 −  (ݕ(ߣ

≥ min൫ߤ෨(ݔ),   برقرار باشد. ൯(ݕ)෨ߤ

 يدر فضاሚ  ܣير فازِينرمال، متغ ير فازِيمتغ: ۴تعرِيف 
,	Θ)امکان  ܲ(Θ),   :نرمال است اگر (ݏܲ

(ݔ)෨ߤ	ݑܵ = 1 
  

−αبرش ( –α يهامجموعه :۵تعرِيف  cut ،(
ر يصورت زِبه ሚܣ ير فازِيک متغِي 	αسطح  ِيمجموعه

 شود:يف ميتعرِ
ఈܣ = ݔ} ∈ ℜ|ߤ෨(ݔ) ≥  {ߙ

  
 ير فازِي، متغLRاز نوع  يفازِ ير تصادفيمتغ :۶تعرِيف 

തܴ෨ = ,ߙ) ܽ(߱),  ير تصادفيک متغِي (߱)ܽکه  (ߚ
يتوزِ يداراصورت باشد و بهيع نرمال م

,(ܽ)ܧ)ܰ~ܽ ک ِي തܴ෨گاه شود. آنيش داده مينماଶ) ߪ
يت زِياست و با تابع عضوِ ير فازِيمتغش داده ير نما  

شود:يم  
(ݔ)ோത෨ߤ =

⎩
⎨

⎧ ܮ ቀ(ఠ)ି௫
ఈ

ቁ 								ܽ(߱) − ܽ < ݔ ≤ ܽ(߱)
ݔ																																																						1 = ܽ(߱)

ܴ ቀ௫ିమ
ఉ

ቁ 												ܽ(߱) < ݔ < 	ܽ(߱) + ܽ
  

  
  ديرض کنِ، ف۱فازِيحساب  :۷تعرِيف 

ሚܣ  = ,ଵ,݉ଶ݉,ߙ) ෨ܤو  ோ(ߚ = ,ത,݉ଵതതതത,݉ଶതതതതߙ)  ோ(ߚ̅
دو عدد  يجه حساب فازِيدر نت باشد، يدو عدد مثبت فازِ

  شود:يف مير تعرِيبه صورت زِ ෨ܤو ሚܣ
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  ۴۴                                                          ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  بهرخ مهرآسا
 
 

 

 جمع: 
,ଵ݉,ߙ) ݉ଶ, ோ(ߚ

+ ,ത,݉ଵതതതത,݉ଶതതതതߙ) ோ(ߚ̅ = ߙ)
+ ത,݉ଵߙ +݉ଵതതതത,݉ଶ
+݉ଶതതതത, ߚ +  ோ(ߚ̅

 ق: يتفرِ
,ଵ݉,ߙ) ݉ଶ, ோ(ߚ

− ,ത,݉ଵതതതത,݉ଶതതതതߙ) ோ(ߚ̅ = ߙ)
+ ଵ݉,ߚ̅ −݉ଶതതതത,݉ଶ
−݉ଵതതതത, ߚ +  ത)ோߙ

  ضرب:  
෨ܤ⨂ሚܣ
= ,ଵ,݉ଶ݉,ߙ) ,ത,݉ଵതതതത,݉ଶതതതതߙ)⨂ோ(ߚ ோ(ߚ̅  
≃ (݉ଵതതതതߙ +݉ଵߙത
−݉ଵതതതത	݉ଵ, ݉ଵ݉ଵതതതത,݉ଶ݉ଶതതതത,݉ଶതതതതߚ +݉ଶ̅ߚ
+  ோ(ߚ̅ߚ

  
  ن:يبنابرا رصفر باشد،يغ يقيک عدد حقِي kو اگر 

,ଵ,݉ଶ݉,ߙ)݇ ோ(ߚ
= ൜(݇ߙ, ݇݉ଵ, ݇݉ଶ, ோ(ߚ݇ 															݇ > 0

,ߚ݇−) ݇݉ଶ, ݇݉ଵ, ோ(ߙ݇− 								݇ < 0 
  

د ي، فرض کن۲ِامکان يفضا :۸تعرِيف 
(Θ	, ܲ(Θ),ܲݏ) امکان باشد، که  يفضاΘ ک ِي

ير تهِيمجموعه غ ممکن و  يشامل همه رخدادها
ܲ(Θ) ِيمجموعه توان Θ ܣهر  ياست. برا ⊆ ܲ(Θ) 

ݏܲ يعدد نامنف(A)  وجود دارد که اندازه امکان با
  شود:يده مير ناميخواص زِ

(Θ)ݏܲ	 الف) = (ϕ)ݏܲو  1 = 0 
,ܣهر  يبرا ب) ܤ ∈ ܲ(Θ)  ܣکه ⊆   جه ينت ܤ

(ܣ)ݏܲ شود که:يم ≤  (ܤ)ݏܲ
⋃)ݏܲ ج) (ܣ = ݑܵ  (ܣ)ݏܲ	
 
با  CCRامکان  -مدل تصادفي فازِي احتمالي - ۳

 نرمال -توزِيع چولهحضور 
ن بخش مدل يدر اCCR امکان با  - يرا در حالت احتمال

م. فرض بر يکنِيم ينرمال بررس - ع چولهياستفاده از توزِ
 يفازِ يتصادف يو خروجِ يورود يهاآن است که داده

  کنند.يم يروِينرمال پِ - ع چولهيهستند و از توزِ
 يکه ورود يطورِبه م.يدارِ n ،DMUد يفرض کنِ

يفازِ يتصادف i ،݅ام = 1,2, …  DMU، هر ݉,

يباشند و خروجِيمستقل از هم م يفازِ يتصادف r ،ام
ݎ = 1,2, … ,   ز مستقل از هم ينِ DMU، هر ݏ

٦باشند. يم  
෨ݔ̅	د ين فرض کنِيهمچنِ = ቀݔ 	, ఈݔ 	, ݔ

ఉ 	ቁ  که
هر  يدر آن به ازاj= 1,2,… , ݊ ،

ܺ~	ܵܥ ଵܰ,ଵ൫ߤ	, ଶߪ , ,ߜ	 0,  يورودଶ൯ ߪ
و  يفازِ يتصادف	ݕത෨ = ቀݕ 	, ఈݕ 	, ݕ

ఉ 	ቁ که 

ܻ
~		ܵܥ ଵܰ,ଵ൫ߟ 	, ߬ଶ , ߝ	 , 0, ߬ଶ ൯ ِيخروج 

يفازِ يتصادف باشند. مدل يمCCR امکان که -ياحتمال
ر يصورت زِارائه شده است به ]۵[توسط  توانا و همکاران 

باشد:  يم  
 ߮		ݔܽ݉
.ݏ   .ݐ
߮)ݏܲൣݎܲ ≤ ∑ ݑ (ത෨ݕ	 ≥ ௦ߜ

ୀଵ ൧ ≥   (݅)		ߛ
∑)ݏܲൣݎܲ ߥ ෨ݔ̅	 = 1) ≥ ᇱߜ

ୀଵ ൧ ≥ ᇱߛ 		(݅݅)   
∑)ݏܲൣݎܲ ݑ ത෨ݕ	 −∑ ߥ ෨ݔ̅	 ≤

ୀଵ
௦
ୀଵ

0) ≥ ൧ߜ ≥ ߛ ,
݆ = 1, . . . , ݊																									(݅݅݅)                  )۴(  
ݑ 	, ߥ 	≥ ݎ				,0 = 1, . . . , ݅			,ݏ = 1, . . . , ݉. 

٧  
ߛو ߜ، (݅)د يکه در ق ∈ [0	, 1]  ߜ، (݅݅)د يثابت، در ق ᇱ 

ᇱߛو  ∈ [0	, ݆هر  يبه ازا ثابت و [1 = 1, . . . , ݊ د يدر ق
ߛو ߜ، (݅݅݅) ∈ [0	, )، ۴ثابت است. در مدل (  [1

امکان و  ِيب نشان دهندهيبه ترت(0) 	Prو  (0)ݏܲ
م يکنِيباشند. حال فرض مي) م۰( شامدياحتمال پِ

يوروديها يفازِ يتصادف 	ݔ̅෨݆݅ ِيو خروجيها يتصادف 
ر يت زِيدو تابع عضوِ ِيلهيوسب بهيبه ترتത෨ ݕ يفازِ

  شوند:يممشخص 

(ݐ)	௫̅෨ೕߤ =

⎩
⎪
⎨

⎪
ܮ⎧ ൬

௫ೕ
ି௧

௫ೕ
ഀ ൰ ݐ								 ≤ ݔ

ܴቆ
௧ି௫ೕ



௫ೕ
ഁ ቇ ݐ								 ≥ ݔ

)۵(         

௬ത෨ೝೕߤ (ݐ)	 =

⎩
⎪
⎨

⎪
ܮ⎧ ൬

௬ೝೕ
ି௧

௬ೝೕ
ഀ ൰ ݐ								 ≤ ݕ

ܴቆ
௧ି௬ೝೕ



௬ೝೕ
ഁ ቇ ݐ								 ≥ ݕ

	       )۶(  

                                                
1. fuzzy arithmetic 
2. Possibility space 
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 ۴۵                                                                             نرمال -هاي تصادفي فازي در حضور توزيع چولهامکانبا داده -احتمالي DEA مدل
 

   

 يدارا ير تصادفيمتغ ݕو  ݔ)، ۶) و(۵در روابط (
نرمال هستند که به صورت  - ع چولهيتوزِ

ܵܥ	~ݔ ଵܰ,ଵ൫ߤ	, ଶߪ , ,ߜ	 0, و  ଶ൯ߪ
ܵܥ		~ݕ ଵܰ,ଵ൫ߟ 	, ߬ଶ , ߝ	 , 0, ߬ଶ ൯ ش ينما

يداده ماعداد  يع فازِيشوند. با استفاده از اصل توس
∑ ݑ ത෨௦ݕ	
ୀଵ  و∑ ߥ ෨ݔ̅	

ୀଵ ۸) و (۷توابع ( يدارا (
  هستند.

∑ߤ ఔ	௫̅෨ೕ
సభ (ݐ)		 =

⎩
⎪
⎨

⎪
ܮ⎧ ൬

∑ ఔ௫ೕ


సభ ି௧
∑ ఔ
సభ ௫ೕ

ഀ ൰ ݐ								 ≤ ∑ ݔߥ
ୀଵ

ܴ ቆ
௧ି∑ ఔ௫ೕ


సభ

∑ ఔ
సభ ௫ೕ

ഁ ቇ ݐ								 ≥ ∑ ݔߥ
ୀଵ

)۷(     

∑ߤ ௨ೝ	௬ത෨ೝೕೞ
ೝసభ (ݐ)	 =

⎩
⎪
⎨

⎪
ܮ⎧ ൬

∑ ௨ೝೞ
ೝసభ ௬ೝೕ

ି௧
∑ ௨ೝೞ
ೝసభ ௬ೝೕ

ഀ ൰ ݐ								 ≤ ∑ ௦ݑ
ୀଵ ݕ

ܴ ቆ
௧ି∑ ௨ೝೞ

ೝసభ ௬ೝೕ


∑ ௨ೝೞ
ೝసభ ௬ೝೕ

ഁ ቇ ݐ								 ≥ ∑ ௦ݑ
ୀଵ ݕ

)۸ (

            
∑ ياعداد فازِ) ۸) و (۷( با توجه به روابط ݑ ത෨௦ݕ	

ୀଵ  و
∑ ߥ ෨ݔ̅	
ୀଵ به صورت  

ቀ∑ ௦ݑ
ୀଵ ݕ 	, ∑ ௦ݑ

ୀଵ ఈݕ 	, ∑ ௦ݑ
ୀଵ ݕ

ఉ 	ቁ
ோ

∑ቀو ݔߥ
ୀଵ 	 , ∑ ఈݔߥ

ୀଵ 	 , ∑ ݔߥ
ఉ

ୀଵ 	ቁ
ோ

 
ينماشوند. ازيش داده م δ ِيبرش اعداد فاز 

∑ ݑ ത෨௦ݕ	
ୀଵ  و∑ ߥ ෨ݔ̅	

ୀଵ بازهيزِ يهاجه ير نت
شود:يم  

ቂ൫∑ ݔߥ
ୀଵ ൯ , ൫∑ ݔߥ

ୀଵ ൯ோቃ =

ቂ∑ ݔߥ
ୀଵ −

∑(ߜ)ଵିܮ ߥ
ୀଵ ఈݔ , ∑ ݔߥ

ୀଵ +
ܴିଵ(ߜ)∑ ߥ

ୀଵ ݔ
ఉ 	ቃ  

ቂ൫∑ ௦ݕݑ
ୀଵ ൯ , ൫∑ ௦ݕݑ

ୀଵ ൯ோቃ =

ቂ∑ ௦ݕݑ
ୀଵ −

∑(ߜ)ଵିܮ ఈ௦ݕݑ
ୀଵ , ∑ ௦ݕݑ

ୀଵ +
ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ௦
ୀଵ 	ቃ  

  
يزِيحل برنامه رِ يبرا ۴( امکان مدل -ياحتمالد ي) با

تيمحدودتيها به محدوديها يقطع يتبده يل شوند. قض

ارائه  ]۱۵[و ساواکا  ]۱۳[و يو و لير که توسط ليو لم زِ
يشده است، نقش مهم حل مدل دارند. يبرا  

  
و  يتصادف يک بردار فازِِي ξد يفرض کنِ :۱ي قضيه
݃ ِيتوابع پيوسته با مقدار حقيق يبرا ݆ = 1, . . . , ݊ 

  م:ير را دارِيباشند. روابط زِ
൯(߱)ߦ൫݃൫ݏܲامکان  -۱ ≤ 0, ݆ = 1, . . . , ݊൯ ک ِي

يمتغاست. ير تصادف 
ܿ݁ܰلزام  -۲ ቀ݆݃൫ߦ(߱)൯≤ 0, ݆ = 1, . . . , ݊ቁ ک ِي

يمتغاست. ير تصادف 
൯(߱)ߦ൫݃൫ݎܥاعتبار  -۳ ≤ 0, ݆ = 1, . . . , ݊൯ ک ِي

يمتغاست. ير تصادف 
  .]۱۳[برهان: 

مستقل از نوع  يدو عدد فازِ തଶߣو  തଵߣد يلم: فرض کنِ
LR م: يداده شده دارِ ߙ يباشند. برا  
തଵߣ)ݏܲالف) ≥ (തଶߣ ≥ اگر و فقط اگر داشته   ߙ
م:يباش  

ଵ,ఈߣ
ோ

≥ ଶ,ఈߣ


 

തଵߣ)ܿ݁ܰب) ≥ (തଶߣ ≥ اگر و فقط اگر داشته   ߙ
م:يباش  

ଵ,ଵିఈߣ


≥ ଶ,ఈߣ
ோ

 

ଵ,ఈߣکه 
ோ ،ߣଶ,ఈ

 ،ߣଵ,ଵିఈ
ோ  ߣوଶ,ఈ

  مجموعه اعداد چپ و
  هستند.برش – αراست 

  .]۱۵[برهان: 
۱لم  يبر مبنا ۱ ِيهيو قض را به ۴توان مدل (يم (

  ان کرد:ي) ب۹ِصورت مدل (
 ߮		ݔܽ݉
.ݏ Pr     .ݐ ቀ߮ ≤ ∑ ௦ݕݑ

ୀଵ +

ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ
ఉ௦

ୀଵ ቁ ≥   (݅)												ߛ

ݎܲ ቂ∑ ݔ)ߥ
ୀଵ + ܴିଵ(ߜᇱ)ݔ

ఉ ) ≥ 1ቃ ≥
ᇱߛ 																															(݅݅)  
∑ൣݎܲ ݔ)ߥ

ୀଵ − ఈݔ(ᇱߜ)ଵିܮ ) ≤ 1൧ 
≥ ᇱߛ 																																	(݅݅݅)                      )۹(  
ݎܲ ቂ∑ ௦ݕ)ݑ

ୀଵ − ఈݕ(ߜ)ଵିܮ ) −

∑ ݔ)ߥ
ୀଵ + ܴିଵ(ߜ)ݔ

ఉ) ≤ 0ቃ ≥ ߛ ,  
݆ = 1, . . . ,   (ݒ݅)																																,݊
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ݑ 	, ߥ 	≥ ݎ				,0 = 1, . . . , ݅			,ݏ = 1, . . . , ݉.  
  

، DEA يهانرمال بسته در مدل-ع چولهيبا استفاده از توزِ
يميفازِ يتوان مدل تصادف CCR )۹ را به مدل (LP 

ل نمود. يتبديبدست آوردن توزِ يبراد (يع قi فرض (  
يکنِيميم به ازا ݆ = 1, . . . , ام، r يهايخروجِ ݊

ݎ	 = 1, . . . , ع يتوزِ يمستقل از هم داراDMU ، هر ݏ
ا يباشند وِ ߝ	و  ଶ݆ݎ߬،  ߟ ينرمال با پارامترها - چوله

گر يبه عبارت د  
ܵܥ		~~ݕ ଵܰ,ଵ൫ߟ 	, ߬ଶ , ߝ	 , 0, ߬ଶ ൯			 
ݎ = 1, . . . ,  				ݏ

  
ᇱܽ	با قرار دادن  = ଶݑ		ଵݑ]   م داشت:يخواه௦] ݑ	…	

ொ݂൫ݍ൯ =
2ି௦ 	߶൫ݍ; 0	, 1	൯Φ௦൫߬ை(ݑ)ࡰ

;ݍ⋆ 	, ,⋆൯ࢤ )۱۰ (  
  که در آن

ܳ =
ିఎ
ఛೀ(௨)

ܵܥ		~		 ଵܰ,௦൫0,1, ߬ை(ݑ)ࡰ
⋆ , ,ࣇ   	,⋆൯ࢤ

ܭ =
∑ ௦ݕݑ
ୀଵ + ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ −߮௦
ୀଵ  

ߟ =
∑ ௦ݑ
ୀଵ ߟ 	+ ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ −߮௦
ୀଵ 	 

(߬ை(ݑ))ଶ = ∑ ଶ߬ଶݑ 	௦
ୀଵ             )۱۱    (       

ࡰ
⋆ 	 =
ଵ

(ఛೀ(௨))మ
ଵ߬ଵଶߝଵݑൣ ௦߬௦ଶߝ௦ݑ	…			 ൧

ᇱ
,						  

ૅ = [0, 0, … ,0]ᇱ	,		         
⋆ࢤ = ቂ	ܤ

()ቃ,           
 و

ܤ
() = 1 + ଶߝ ߬ଶ −

ଶߝଶݑ ߬ସ

߬ை(ߣ)
,

ݎ = 1,2, … ,  			ݏ

ܤ	
() ܤ	=

() 	= −
߬ଶߝߝݑݑ ߬ଶ

߬ை(ߣ)
,

,ݎ ݇ = 1,2, … ,  ݏ
  

يبا استفاده از محدودن ي) و همچن۹ِ( يت اول مدل تصادف
  م:ي) دار۱۱ِ) و (۱۰روابط(

Pr ቀ∑ ௦ݕݑ
ୀଵ + ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ௦
ୀଵ −

߮ ≥ 0ቁ ≥   ߛ

ݎܲ ቀ∑ ௦ݕݑ
ୀଵ + ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ௦
ୀଵ −

߮ ≤ 0ቁ ≤ 1 −   ߛ
ܭ൫ݎܲ ≤ 0൯ ≤ 1 −   ߛ

ݎܲ ൬ିఎ
ఛೀ(௨)

≤ ିఎ
ఛೀ(௨)

൰ ≤ 1 −    ߛ

ݎܲ ൬ܳ ≤
ିఎ
ఛೀ(௨)

൰ ≤ 1 −   ߛ
ିఎ
ఛೀ(௨)

≤ Ψିଵ(1 −   (ߛ

  
Ψିଵ(1که در آن  − 1 ِيمرتبه کچند (ߛ − γ  از

۱۰( يتابع چگالر قابل محاسبه يباشد و به صورت زِي) م
  است:

∫ 2ି௦	߶൫ݍ; 0	, 1	൯
ஏ
షభ(ଵିఊ)

ିஶ …  
Φ௦൫߬ை(ݑ)ࡰ

;ݍ⋆ 	,ࢤ⋆ ൯		݀ݍ = 1 −  ߛ
  

يبنابراين فرم قطع يد اول به صورت زِيقد:يآِير بدست م  
߮ − ∑ ௦ߟݑ

ୀଵ − ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ
ఉ௦

ୀଵ   
≤ ߬ை(ݑ)	Ψିଵ(1 −   (ߛ

  
يبا روش يمشابه ميتوان قيدها )ii) و (iii را در مدل (

  ل نمود:ير تبدي) به صورت ز۹ِ(
		∑ ߥ ߤ	

ୀଵ + ܴିଵ(ߜᇱ)∑ ݔߥ
ఉ

ୀଵ +
Ψିଵ	(ߥ)ூߪ

ᇱ(1 − (ᇱߛ ≥ 1  
		∑ ߥ ߤ	

ୀଵ + ∑(ᇱߜ)ଵିܮ ఈݔߥ
ୀଵ +

Ψିଵ	(ߥ)ூߪ
ᇱ(1 − (ᇱߛ ≤ 1  

	∑ ߟݑ −௦
ୀଵ ∑ ߥ ߤ	

ୀଵ −
ቀିܮଵ൫ߜ൯∑ ఈ௦ݕݑ

ୀଵ +

ܴିଵ൫ߜ൯∑ ݔߥ
ఉ

ୀଵ ቁ −
,ݑ)ାߪ ൯ߛΨିଵ൫(ߥ ≤ 0,											  
	݆ = 1, . . . , ݊.  

  
يبنابرا۹مدل ( ين فرم قطعي) با ماهدر حضور  يت ورود
  باشد:ي) م۱۲نرمال به صورت مدل ( -ع چولهيتوزِ

  ߮		ݔܽ݉
.ݏ   .ݐ
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߮ − ∑ ௦ߟݑ
ୀଵ − ܴିଵ(ߜ)∑ ݕݑ

ఉ௦
ୀଵ ≤

߬ை(ݑ)	Ψିଵ(1 −   (ߛ
		∑ ߥ ߤ	

ୀଵ + ܴିଵ(ߜᇱ)∑ ݔߥ
ఉ

ୀଵ +
Ψିଵ	(ߥ)ூߪ

ᇱ(1 − (ᇱߛ ≥ )۱۲           (
∑ ߥ ߤ	
ୀଵ + ∑(ᇱߜ)ଵିܮ ఈݔߥ

ୀଵ +
Ψିଵ	(ߥ)ூߪ

ᇱ(1 − (ᇱߛ ≤ 1  
		∑ ߟݑ −௦

ୀଵ ∑ ߥ ߤ	
ୀଵ −

ቀିܮଵ൫ߜ൯∑ ఈ௦ݕݑ
ୀଵ +

ܴିଵ൫ߜ൯∑ ݔߥ
ఉ

ୀଵ ቁ −
,ݑ)ାߪ ൯ߛΨିଵ൫(ߥ ≤ 0,												  
݆ = 1, . . . , ݊.  
(߬ை(ݑ))ଶ = ∑ ଶ߬ଶݑ 			௦

ୀଵ   
ଶ((ߥ)ூߪ) = ܽᇱ	ܽ = ∑ ଶߪଶߥ

ୀଵ   
,ݑ)ାߪ) ଶ((ߥ = ܽᇱ	ܽ = ∑ ଶ߬ଶ௦ݑ

ୀଵ +
∑ ଶߪଶߥ
ୀଵ   

ݑ 	, ߥ , ߬ை(ݑ), ,(ߥ)ூߪ ,ݑ)ାߪ (ߥ 	≥ 0,				 
ݎ = 1, . . . , ݅			,ݏ = 1, . . . , ݉. 

يو مقادير چندک Ψିଵ(1 − Ψିଵ،  	(ߛ
ᇱ(1 −  (ᇱߛ

  ر قابل محاسبه است:يزِ يهااز انتگرال (ߛ)Ψିଵو 

∫ ொ݂൫ݍ൯		݀ݍ = 1− ஏߛ
షభ(ଵିఊ)

ିஶ           

∫ 			 ௐ݂൫ݓ൯	݀ݓ = 1 − ᇱஏߛ
షభᇲ(ଵିఊᇲ)

ିஶ      

∫ ݂ೕ൫w൯		݀w = ߛ
ஏೕ
షభ(ఊೕ)

ିஶ   
 

 ߛرنده در سطح احتمال يگميک واحد تصمِي: ۹تعرِيف 
) ۱۲کارا است اگر تابع هدف مدل ( ߜو سطح امکان 

 ين صورت ناکاراير ايک باشد، در غِي يا مساوِيبزرگترِ 
 شود.يگفته م ߜو سطح امکان  ߛسطح احتمال 

  
۴ - يمثال عدد  

ن مثال ده يدر اDMU يار دارِيدر اختسه  يم که دارا
يورود يفازِ يتصادف يو دو خروجِ يمثلث يفازِ يتصادف 
يمثلث نشان داده شده است.۱باشد که در جدول (يم ( 

رنده بر يگميتصم يواحدها يِير کاراي) مقاد۲در جدول (
يفازِ ياساس مدل تصادف امکان -ياحتمال  

ߛ) = 0.95	, ߜ = ߛ)، (0.6 = 0.95	, ߜ = 0.3) 
ߛ)و  = 0.75	, ߜ = برآورد شده است. همان  (0.6

و  ߜدر سطح امکان  ۲شود، واحد يطور که مشاهده م
ߛ يسطح خطا تنها در  ۷و  ۵ يکارا است، اما واحدها

يبعض باشند.ياز موارد کارا م  
  

  هاورودي و خروجِي .۱جدول 
 2ݐݑݐݑ 1ݐݑݐݑ 2ݐݑ݊݅ 1ݐݑ݊݅

(Sܰ(1789,85481,1), 27.8,27.8) (Sܰ(9.11,0.0004,1.2)2.8,2.8) (ܵܰ(149.85,485.32,0.5),0.9,0.9) (ܵܰ(49.6,48.02,1.9823), 6.14,6.14) 
(Sܰ(4304,60090,7)17.6,17.6) (Sܰ(10.59,0.5329,0.9)7.23,7.23) (Sܰ(50.77,80.1,1.23)3.97,3.97) (ܵܰ(73.13,13.1,2.1129), 4.23,4.23) 
(Sܰ(1729,25569,23)230,230) (Sܰ(6.71,0.8649,2.01)6.1,6.1) (Sܰ(259.91,2959.36,0.38)24.3,24.3) (ܵܰ(108.04,225.6,1.9656), 5.07,5.07) 
(S(17435,12236,12)101,101) (Sܰ(11.91,0.3025,1)8.1,8.1) (Sܰ(137.51,216.68,1.2)3.01,3.01) (ܵܰ(44.97,13.76,2.0087), 1.891,1.891) 
(Sܰ(1039,2181,43), 112,112) (Sܰ(7.02,0.0225,0.3)0.24,0.24) (Sܰ(95.9,25.2, .32),4.43,4.43) (ܵܰ(31.63,38.94,2.0201), 2.42,2.42) 
(Sܰ(1667,1086,0.4)33.7,33.7) (Sܰ(18.99,0.8836,1)0,0) (Sܰ(112.97,35.64.2.7)0.06,0.06) (ܵܰ(71.98,70.06,2), 4.43,4.43) 

(Sܰ(462,69689,2.6)54,54) (Sܰ(11.16,0.0081,076)2.07,2.07) (Sܰ(192.97,1456.18,5.2)1.78,1.78) (ܵܰ(78.05,195.72,1.9278), 5.33,5.33) 

  
 امکان -مدل تصادفي فازِي احتمالي. ۲جدول 

 probability-possibility 
DMUS ߛ = 0.95	, ߜ = ߛ 0.6 = 0.95	, ߜ = ߛ 0.3 = 0.75	, ߜ = 0.6 

1 0.3011 0.4123 0.2348 
2 1.0998 1.0992 1.0961 
3 0.6610 0.6542 0.5937 
4 0.0228 0.0412 0.0649 
5 1.0654 1.0619 0.9831 
6 0.0097 0.0001 0.0043 
7 0.4682 1.0065 1.0059 
8 0.3674 0.6438 0.7391 
9 0.4651 0.3674 0.2765 

10 0.0580 0.0321 0.0738 
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۵ - يبحث و نتيرِيجه گ  
ها فرض بر آن است که داده DEAک يه کلاسيدر نظرِ

يبه صورت قطع يهستند. پس از استفاده از تحليل پوشش 
ِ داده عملکرد  يابِيک ابزار توانمند در ارزِيها به عنوان

يواحدها ميتصمبا برنامه يرِيگيها چالش  يکاربرد
يجدوجود آمد. دادهبه يديها يورود اغلب  يواقع

يا فازِيوِ  ينامشخص، تصادف يباشد و خروجِيمآن  يها
ممکن  يواقع ِيک مسئلهين صورت است. درِ يز به همينِ

به صورت هم زمان  يو فازِ ياست با دو حالت تصادف
  فرض بر آن بود که  يقبل يارهام. در کيمواجه شوِ

کنند،  يروِيع نرمال پِياز توزِ يفازِ يتصادف يهاداده
ين توزِيچنانچه برازش اها نامناسب باشد داده يع برا

يمنجر به نتايج غلط من مقاله، فرض يشود. ما در ا
يکرديرم که متغيو خروجِ يورورِ يها يفازِ يتصادف 

کنند. مدل يم يروِينرمال پِ –چولهيع هستند و از توزِ
ياحتمال- يامکان را با اين شرام که استفاده يط برازش داد
 يبه جا يفازِ ينرمال در حالت تصادف -ع چولهياز توزِ

يروش قبل يبهتر و کليتر ميباشد. صحت اه را ين فرض
  م.ياان کردهيبِ يک مثال عدديز درِ ينِ
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 ۴۹                                                                             نرمال -هاي تصادفي فازي در حضور توزيع چولهامکانبا داده -احتمالي DEA مدل
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