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  ۱۶۸۲-۰۱۶۹شماره شاپا: 
  
 
 
  

هاي  هاي ايزومتري نيم ساده روي برخي خمينهعمل گروه
 با خميدگي نامثبت ريماني

 
  

  *۱مرضيه بختياري، ۱ميرزايي رضا
 

  
  المللي امام خميني، قزوين، ايرانگروه رياضي، دانشکده علوم پايه، دانشگاه بين    )۱(

  
  
 

 ۱۵/۰۳/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۶/۰۱/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
با عمل  را همراه ܯي ريماني کامل  نامند. در اين مقاله، خمينه خمينه مي-ܩرا  ܩهمراه با عمل هموار گروه لي   يک خمينه

هايي که  نامند. خمينه گيريم. بعد فضاي مداري را نقص همگني اين عمل مي ها در نظر مي از ايزومتري ܩبسته  زير گروه لي
کند که  هاي ريماني با خميدگي نامثبت بيان مي اي در مورد خمينه نامند. قضيه عمل با نقص همگني صفر دارند را همگن مي

ℝ௞امثبت، با هاي همگن با خميدگي ن خمينه × ܶ௠ ܯ݉݅݀که    = ݉ + ۱وابرسان ݇
باشند. قضاياي جالبي در مورد  مي †

خمينه ريماني با نقص -ܩيک  ܯهاي با نقص همگني يک وجود دارد. اثبات شده است که اگر  خمينه-ܩخواص توپولوژيک 
ܯ݉݅݀همگني يک و با خميدگي منفي و  > ℝ௞با ܯباشد، آنگاه  3 × ܶ௠ ܯ݉݅݀که    = ݉ + وابرسان است يا  ݇

(ܯ)ଵߨ = ℤهمبند ساده  ܯنيم ساده باشد، آنگاه  ܩي با خميدگي منفي و  خمينه-ܩيک  ܯدانيم که اگر  . همچنين مي
که دهيم  کنيم. نشان مي هاي ريماني با خميدگي نامثبت ثابت  خواهيم يک تعميم از اين قضيه را براي برخي خمينه است. مي

ܯي ريماني با نقص همگني يک باشد چنانکه به صورت  خمينه ܯاگر = ଵܯ × تجزيه و براي هر  ௞ܯ×…
1 ≤ ݅ ≤ ௜ܯ݉݅݀خميدگي منفي داشته و  ௜ܯ، ݇ ≥  ܯنيم ساده بدون فاکتور فشرده باشد، آنگاه  ܩهمچنينو  3

  همبندساده است.
  

  خمينه، نقص همگني.- ܩوه لي نيم ساده، هاي حاصلضربي، گر خمينه هاي کليدي: واژه

                                                
                                                                                                              Email: m.bakhtiari@edu.ikiu.ac.irدار مکاتبات:عهده. *

1. diffeomorphic 

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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 مقدمه  - ۱
را يک  ܯکند،  عمل  ܯي  روي خمينه ܩاگر گروه لي 

گويند و بعد فضاي مداري را نقص  خمينه مي-ܩ
و بعد  ݇نامند. اگر نقص همگني  اين عمل مي ۱همگني

݊	برابر با ۲باشد، بعد هر مدار اصلي ݊برابر با  ܯ − ݇ 
يي که بعد آنها از مدار اصلي کمتر است، باشد. مدارها مي

هاي با نقص همگني صفر را  نام دارند. خمينه ۳مدار تکين
هاي  اثبات شده است که خمينه] ۹[ در نامند. همگن مي

باشند.  مي ۴ريماني همگن با خميدگي منفي، همبندساده
 ]۲[و ] ۱[هاي ريماني با نقص همگني يک در  خمينه

 اي ريماني با خميدگي نامثبت دره اند. خمينه بررسي شده
 .Aو  F. Podesta، مطالعه شده اند. ]۷[و  ]۲۰[، ]۳[

Spiro هاي ريماني با خميدگي منفي و  ، خمينه]۱۸[در
نقص همگني يک را مطالعه و به نتايج جالبي دست پيدا 

 ܯي  اند که فضاي مداري خمينه اند. آنها ثابت کرده کرده
 ℝାيا   ℝ	يک، با با خميدگي منفي و نقص همگني

دهد که  و مورد دوم فقط هنگامي رخ مي است ۵همسان
همبند ساده باشد.  ܯمدار تکين يک ژئودزيک و يا 

Searl  هاي با  يک طبقه بندي کامل از خمينه ]۱۹[در
نقص همگني يک و با ابعاد کمتر از شش، تحت اين 

فشرده و با خميدگي مثبت باشد ارائه داده  ܯشرط که 
  . است
هاي با  خمينه-ܩ، خواص توپولوژيک برخي از ]۱۵[در 

نقص همگني يک و خميدگي نامثبت مطالعه و تحت 
، اثبات شده است که هر مدار ෩ܯشرايط مناسب روي 

ژئودزيک است و  ي تماماً تکين ناويژه يک زير خمينه
حداکثر يک مدار تکين وجود دارد و اگر مدار تکين موجود 

,݉دار به ازاي اعداد صحيح باشد، آنگاه آن م ݇ 
ℝ௞با × ܶ௠  بندي ، يک طبقه]۱۶[وابرسان است. در

هاي ريماني با نقص  خمينه- 	ܩبرخيتوپولوژيکي از 
همگني دو با خميدگي نامثبت و مدارهاي آن ها شده 

  خمينه-ܩيک  ܯثابت شده است که اگر  ]۱۸[است. در 
م ساده از زير گروه لي ني ܩبا خميدگي منفي و 

باشد که با نقص همگني يک روي آن  ܯهاي ايزومتري
ساده است. در اين مقاله  همبندܯ	کند، آنگاه  عمل مي
ي ريماني با نقص همگني  خمينه ܯاگرکنيم که  ثابت مي

ܯيک باشد که به صورت  = ଵܯ × تجزيه  ௞ܯ×…

1و براي هر  ≤ ݅ ≤ خميدگي منفي داشته و  ௜ܯ، ݇
௜ܯ݉݅݀ ≥ بدون فاکتور  ۶نيم ساده ܩهمچنينو  3

  همبندساده است. ܯفشرده باشد، آنگاه 
١٠     ٩      ٨   ٧   ٦   ٥   ٤   ٣  

  تعاريف و مقدمات - ۲
زير گروه  	ܩي ريماني و يک خمينه	ܯ	آيد، در آنچه مي

ي  خمينه෩ܯ	. استܯ	هاي لي بسته و همبند از ايزومتري
همراه با نگاشت  ، ܯتمامپوششي ريماني 

෩ܯ:ߨ	پوششي →  ۷موثر ܯروي  ܩاست. عمل 	ܯ
݃است، بدين معنا که براي هر ايزومتري  ∈  ،ܩ

ݔ ∈ (ݔ)݃وجود دارد که  ܯ ≠ هاي  . گروه انتقالݔ
  دهيم. نشان مي ∆را با  ۸صلب

  
ݔمدار شامل -ܩ :۲-۱يادآوري ∈ را به صورت  ܯ
(ݔ)ܩ ي مجموعه = ݃	:(ݔ)݃} ∈ نشان  {ܩ

   دهيم. مي
௫ܩ مجموعه = {݃ ∈ (ݔ)݃	:ܩ = ، زير گروه  {ݔ

ݔ		 ۹پاياگر ∈ مزدوج  ܩدر  ௤ܩو  ௣ܩنام دارد. اگر  ܯ
ناميم.  را از يک نوع مي (ݍ)ܩو  (݌)ܩباشند، دو مدار 

ي  ي انواع مدارها ي ترتيب جزئي روي مجموعه يک رابطه
که کنيم  به اين صورت تعريف مي ܯروي  ܩعمل 

[(݌)ܩ] ≤ با يک زير  ௤ܩاگر و فقط اگر  [(ݍ)ܩ]
همبند باشد،  ܩ/ܯمزدوج باشد. اگر  ܩدر  ௣ܩگروه از 

آنگاه بزرگترين نوع مدار وجود دارد. هر نماينده از اين 
به عبارت ديگر،  ناميم. بزرگترين نوع را مدار اصلي مي

  اصلي است اگر و فقط اگر براي هر (݌)ܩمدار 
ݍ ∈ مزدوج باشد.  ܩدر ௣ܩبا زير گروهي از  	௣ܩ،ܯ

ي باز و  يک زير مجموعه هاي اصلي ي مدار اجتماع همه
است. هر مدار اصلي يک مدار با بعد  ܯچگال در 

ماکزيمال است. مدارهايي که اصلي نيستند اما بعدي برابر 

                                                
1. cohomogeneity 
2. principal orbit 
3. singular 
4. simply connected 
5. homeomorphic 
6. semisimple 
7. effectively 
8. deck transformation 
9. isotropy 
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 ۵۳                                                                           هاي ريماني با خميدگي نامثبت هاي ايزومتري نيم ساده روي برخي خمينهعمل گروه
 

   

نامند.  مي ۱هاي اصلي دارند را مدار تکين ويژه با مدار
مدار  داري که بعد آن از بعد مدار اصلي کمتر است،م

  تکين نام دارد. 
  

با   خمينه-ܩيک  ܯاگر :)]۶ [،]۱۰[( ۲- ۲قضيه 
 ܩاز  ෨ܩباشد، آنگاه گروه پوششي همبند  	݇همگنينقص 

عمل  ෩ܯبه صورت ايزومتري روي  ෨ܩوجود دارد که 
  ست و ا ݇با نقص همگني   خمينه-෨ܩيک  ෩ܯکند و  مي

෤݃آ) اگر  ∈ ߜو  ෨ܩ ∈ ߜ෤݃، آنگاه ∆ = ߜ ෤݃.  
෨ܩداشته باشد، آنگاه ܯي ثابت در نقطه ܩب) اگر  =  ܩ

෩ܯ و ෨ீ =   .ீܯ
 داشته باشد، آنگاه ܯدرثابت  ي فقط يک نقطه ܩاگر  ج)

෩ܯ =   .ܯ
ߜد) هر  ∈   نگارد. مدار ها مي-෨ܩمدارها را به -෨ܩ، ∆

ݔي هر ه) اگر به ازا ∈ ෤ݔ، ܯ ∈   ، آنگاه(ݔ)ଵିߨ
(෤ݔ)෨ܩߨ =   .(ݔ)ܩ

  
ي ريماني همگن  يک خمينه ܯاگر ): ]۹[( ۲-۳قضيه 

 ܯبا خميدگي نامثبت و تانسور ريچي منفي باشد، آنگاه 
ديفئو مورفيک است،  ℝ௡همبند ساده است (با 

ܯ݉݅݀ = ݊(.  
  

دگي با خمي  خمينه-ܩيک  ܯاگر ): ]۱۸[( ۲-۴قضيه 
 ܯهاي زير گروه لي نيم ساده از ايزومتري ܩمنفي و 

کند،  باشد که با نقص همگني يک روي آن عمل مي
  همبند ساده است. ܯ	آنگاه 

  
ي  فرض کنيم خمينه :)]۱۸[،]۱۵[،]۶[( ۲-۵گزاره 
از  ܩتحت عمل زير گروه لي همبند و بسته  ܯ	 ريماني

  گاه:از نقص همگني يک باشد، آن ܯهاي  ايزومتري
همبندساده و با خميدگي نامثبت باشد، آنگاه  ܯآ) اگر 

  حداکثر يک مدار تکين دارد.
مدار تکين  ܤي با خميدگي نامثبت و  خمينه ܯب) اگر 

(ܯ)ଵߨباشد، آنگاه  ܯ	يکتاي =   .(ܤ)ଵߨ
همبند ساده باشد، آنگاه هيچ مدار تکين ويژه  ܯج) اگر 

  وجود ندارد.

  ساده و بدون مدار تکين باشد، آنگاههمبند  ܯد) اگر 
ܩ/ܯ  = ℝ.  

  اي همبند ساده نيست. ه) هيچ مدار تکين ويژه
  

 ܩجبر لي  ݃فرض کنيم ): ]۱۷[( ۲-۶يادآوري 
:ܤباشد، تابع  ݃ × ݃ → ℝ  ܤکه(ܺ, ܻ) =

نامند که  مي ۲را فرم کيلينگ (௑ܽ݀௒݀ܽ)݁ܿܽݎݐ
ܽ݀௑: ݃ → (ܻ)௑݀ܽبه صورت ݃ = [ܺ, تعريف  [ܻ

  ١٢   ١١شود.  مي
  

 فضاي متقارن ريماني): ]۱۷[( ۲- ۷تعريف 
ܯ = و  ܪجبر لي  ℏگيريم. اگر  را در نظر مي ܪ/ܩ

ܯفضاي عمود بر آن باشد، آنگاه  ݉ = را از  ܪ/ܩ
ناميم هرگاه فرم کيلينگ منفي معين باشد،  نوع فشرده مي

ܯو  = از نوع نافشرده است اگر فرم کيلينگ  ܪ/ܩ
  مثبت معين باشد. ݉منفي معين و روي  ℏروي 

  
ܯفرض کنيم ): ]۱۷[( ۲-۸قضيه  = فضاي  ܪ/ܩ

  متقارن ريماني باشد، آنگاه:
ܯآ) اگر  = از نوع فشرده باشد، آنگاه خميدگي  ܪ/ܩ
 ܯنامنفي و تانسور ريچي مثبت است، بنابراين  ܯ

  متناهي است. (ܯ)ଵߨفشرده و 
ܯب) اگر  = ده باشد آنگاه، از نوع نافشر ܪ/ܩ

خميدگي آن نامثبت و تانسور ريچي آن منفي است، 
  وابرسان است. ℝ௡با فضاي اقليدسي  ܯبنابراين 

  
ي همبند  خمينه-ܩ يک	ܯ	اگر): ]۲[( ۲- ۹يادآوري 

 ܭ/ܩها اصلي باشند، آنگاه هر مدار با تمامي مدار ساده و
 دريک زير گروه ماکزيمال و فشرده  ܭکهوابرسان است 

  است. ܩ
  

را  ܩگروه لي همبند و نا آبلي ): ]۸[( ۲-۱۰تعريف 
نامند هرگاه زير گروه نرمال غير  ساده (نيم ساده) مي

  ١٣ ) نداشته باشد.۳بديهي (نرمال حل پذير

                                                
1. exceptional singular orbit 
2. Kiling form 
3. solvable 
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گروه لي نيم ساده  ܩ اگر): ]۸[( ۲- ۱۱يادآوري 
ܩباشد، آنگاه  =  ܭپوچتوان،  ܰ	آبلي، ܣکه  ܭܰܣ
ܵ	 فشرده و لذا =   ل پذير است. ح ܰܣ

  
يک گروه لي  ܩفرض کنيم ): ]۸[(۲- ۱۲يادآوري

همبند و نيم ساده بدون فاکتور فشرده و با مرکز متناهي 
باشد. آنگاه  ܩزير گروه ماکزيمال و فشرده از  ܭو 

ناورداي ريماني، فضاي متقارن - ܩبا يک متر  ܭ/ܩ
  ريماني از نوع نافشرده بوده و خميدگي نامثبت دارد.

  
ܯفرض کنيم  :)]۸[،]۴[( ۲-۱۳ گزاره =  ܭ/ܩ

ي ريماني همگن با خميدگي نامثبت از گروه  يک خمينه
عمل  ܯباشد که به صورت موثر روي  ܩنيم ساده 

يک فضاي متقارن از نوع نا فشرده بوده  ܯکند. آنگاه  مي
است و  ܩاز گروه   يک زير گروه ماکزيمال و فشرده ܭو 
  مرکز متناهي دارد. ܩ
  
روي  ܨتابع ديفرانسيل پذير حقيقي  :۲-۱۴ريف تع

محدب)  را محدب (اکيداً ܯي ريماني کامل  خمينه
ℝ:ߛنامند هرگاه براي هر ژئودزيک  مي → ، تابع ܯ

ℝ:ߛoܨ	 → ℝًمحدب) باشد، يعني  محدب (اکيدا
 ي زير برقرار باشد رابطه

ᇱᇱ(ߛ݋ܨ)  ≥ ᇱᇱ(ߛ݋ܨ)(   0 > 0(  
  

ايزومتري روي  يک ߜ	فرض کنيم : ۲- ۱۵تعريف 
  است. تابع مجذور فاصله ܯي ريماني همبند ساده  خمينه

ఋ݀به صورت  ߜبراي ايزومتري 
ଶ(ݔ) =

݀ଶ((ݔ)ߜ,   شود. مي تعريف (ݔ
  

ي ريماني کامل،  خمينه ܯاگر  :)]۵[( ۲-۱۶گزاره 
  همبند ساده و با خميدگي نامثبت باشد، آنگاه

که  ܨع حقيقي و محدب آ) اگر مجموعه نقاط مينيم تاب
نشان دهيم و  ܥتعريف شده است را با علامت  ܯروي 
 تماماً ܯدر  ܥباشد، آنگاه  ܯيک زير خمينه از  ܥ

  است. ܥمتعلق به ܨي بحراني  ژئودزيک بوده و هر نقطه
، محدب ܯ روي ߜبراي هر ايزومتري (ݔ)ఋଶ݀ ب) 

ఋ݀منفي باشد،  ܯاست. اگر خميدگي 
ଶ  به جز در نقاط

محدب و مجموعه نقاط مينيمم حداکثر  مينيمم اکيداً
  تصوير يک ژئودزيک است.

  
ايزومتري روي  ߜ اگر): ]۱۷[( ۲- ۱۷يادآوري 

ఋ݀باشد و  ܯبا خميدگي نامثبت   ه ي همبند ساد خمينه
ଶ 

  مينيمم داشته باشد، آنگاه 
ఋ݀ي مينيمم تابع  مجموعه -۱

ଶ  ߜثابت برابر با نقاط 
 است.

ఋ݀ي نقاط مينيمم  مجموعه -۲
ଶ هاي  تصوير ژئودزيک

منفي  ܯباشد. اگر خميدگي  مي ߜانتقال داده شده توسط 
کند و مجموعه  يک ژئودزيک يکتا را منتقل مي ߜباشد، 

ఋ݀نقاط مينيمم 
ଶ .تصوير يک ژئودزيک يکتاست است 

 
ماني ي ري خمينه-ܩيک  ܯاگر ): ]۲[( ۲-۱۸تعريف 

ݔبا نقص همگني يک باشد، براي هر  ∈ ، ژئودزيکي ܯ
ها ي مدار کند و بر همه عبور مي ݔموجود است که از 

  نامند. عمود است. اين ژئودزيک را ژئودزيک نرمال مي
  

ي  خمينه ܯ	 فرض کنيم): ]۲۰[( ۲-۱۹قضيه 
ريماني کامل، همبند و همبندساده و با خميدگي نامثبت و 

يک ايزومتري از  ߜدسي باشد. آنگاه اگر بدون فاکتور اقلي
  باشد، شرايط زيرمعادلند: ܯ	

  ثابت است.	ఋଶ݀ ا)
  دار است کران	ఋଶ݀ ب)
  بديهي است. ߜج) 

  
، ܯاگر فضاي پوششي خمينه ): ]۱۵[( ۲- ۲۰لم 

෩ܯاي به صورت تجزيه = ෩ଵܯ × داشته  	෩௞ܯ×…
݅ باشد که براي هر = 1,… , خميدگي منفي  ෩௜ܯ، ݇

ߜداشته باشد و  ∈ غير بديهي و بصورت  ∆
ߜ = ଵߜ × …× شود که براي هر  تجزيه  ௞ߜ

1 ≤ ݅ ≤ ، آنگاه است ௜ܯيک ايزومتري روي  ௜ߜ، ݇
وجود دارد چنانکه تابع  ෩ܯروي  ߛژئودزيک نرمال 
݀ఋ
ଶߛ݋:ℝ → ℝ .اکيدا محدب است  

  
ي ريماني  خمينه-ܩيک  ܯ اگر): ]۱۵[( ۲- ۲۱قضيه

ناهمبند ساده با نقص همگني يک بوده و فضاي پوششي 
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෩ܯاي به صورت  آن تجزيه = ෩ଵܯ × داشته  	෩௞ܯ×…
1باشد، بطوريکه براي هر  ≤ ݅ ≤ خميدگي  ෩௜ܯ، ݇

෩௜ܯ݉݅݀منفي داشته و  ≥ ߜو هر  3 ∈ بصورت  ∆
ߜ = ଵߜ × …× هر  شود که براي تجزيه   ௞ߜ

1 ≤ ݅ ≤   است، آنگاه  ௜ܯيک ايزومتري روي  ௜ߜ، ݇
  حداکثر يک مدار تکين دارد. ܯ آ)

موجود باشد، ناويژه است و به ازاي  ܤب) اگر مدار تکين 
,݉اعداد صحيح  ℝ௞با 	݇ × ܶ௠	 وابرسان است.  

 
  نتايج - ۳

ܯفرض کنيد  :۳- ۱گزاره  = ଵܯ ×  يک ௞ܯ×…
يماني با نقص همگني يک باشد چنانکه ي ر خمينه-ܩ
ߜها خميدگي منفي داشته و ௜ܯ = ଵߜ ×. . .×  ௞ߜ

ఋ݀باشد. آنگاه  ௜ܯيک ايزومتري روي  ௜ߜ بطوريکه
ଶ  به

محدب است و مجموعه نقاط  جز در نقاط مينيمم اکيداً
  مينيمم آن حداکثر تصوير يک ژئودزيک است.

  آسان است. ۲- ۱۷و  ۲-۲۰تفاده از اثبات آن با اس
  

ܯفرض کنيم : ۳-۲لم  = ଵܯ × يک  ௞ܯ×…
ي ريماني با نقص همگني يک باشد چنانکه  خمينه-ܩ

1 براي هر ≤ ݅ ≤ خميدگي منفي داشته و  ௜ܯ، ݇
௜ܯ݉݅݀ ≥ ෨ܩ/෩ܯ و 3 = ℝܩ؛ آنگاه به ازاي هر-

  رد.فقط يک مولفه دا (ܦ)ଵିߨ، ܯاز  ܦمدار 
  

حداقل  (ܦ)ଵିߨگيريم که  طبق فرض خلف، اثبات: 
ߜدو مولفه داشته باشد. بنابراين  ∈ وجود دارد که يک  ∆

القا شده  ∗ߜنگارد. ايزومتري  مدار را به روي خودش نمي
෨ܩ/෩ܯ روي ߜتوسط  = ℝ نيز  ∗ߜگيريم.  را در نظر مي

ܿبديهي نيست و به ازاي يک  ∈ ℝ  ݐو هر ∈ ℝ ريم دا
∗ߜ = ݐ± + ݐ. حال براي هر ܿ ∈ ℝ ايزومتري ،

݃௧ ∈   گيريم که را طوري در نظر مي ෨ܩ
൯(ݐ)ߛ൫ߜ = ݃௧(ߛ൫(ݐ)∗ߜ൯ = ݃௧(ݐ±)ߛ + ܿ)) . 

وجود دارد که  γ، ژئودزيک نرمال ۲- ۲۰با استفاده از لم 
(ݐ)݂تابع  = ݀ଶ(ߜ൫(ݐ)ߛ൯, ي نقاط  درهمه ((ݐ)ߛ

  محدب است. داريم: قاط مينيمم اکيداًبه جز در ن
(ݐ)݂	 = ݀ଶ ቀߜ൫(ݐ)ߛ൯,   ቁ(ݐ)ߛ
										= ݀ଶ ቀ݃௧(ߛ൫(ݐ)∗ߜ൯,  ቁ(ݐ)ߛ

= ݀ଶ ቀ(ߛ൫(ݐ)∗ߜ൯, ݃௧ିଵ(ݐ)ߛቁ 

= ݀ଶ ቀߛ)ߜ൫(ݐ)∗ߜ൯, ௧݃ߜ
ିଵ(ݐ)ߛቁ 

= ݀ଶ൫ߛ)ߜ൫(ݐ)∗ߜ൯, ݃௧ିଵ((ݐ)ߛ)ߜ൯ 
= ݀ଶ ቀߛ)ߜ൫(ݐ)∗ߜ൯, ݃௧ିଵ݃௧(ߛ൫(ݐ)∗ߜ൯ቁ 

= ݀ଶ ቀߛ)ߜ൫(ݐ)∗ߜ൯,  ൯ቁ(ݐ)∗ߜ൫ߛ)
= ݐ±)݂ + ܿ) 

  
(ݐ)݂بنابراين  = ݐ±)݂ + ܿ. اگر (ܿ ≠  ݂آنگاه  0

ر نتيجه ثابت است. يک تابع حقيقي محدب و متناوب و د
ఋ݀بنابراين 

ଶ((ݐ)ߛ)  ݀نيز ثابت خواهد بود. از طرفيఋ
ଶ 

 کند ها را قطع مي ي مدار همه γوها ثابت است  مدارروي 
ఋ݀بنابراين 

ଶ  ܯروي تمام෩ با استفاده از  لذا .باشد ثابت مي
  باشد. بديهي است که تناقض مي ߜ، ۲-۱۹ي  قضيه

ܿبنابراين  = (ݐ)݂و  0 = ي  نقطه در݂	. لذا (ݐ−)݂
ݐ = ఋ݀مينيمم دارد. در نتيجه  0

ଶ (0)ߛي  در نقطه 
دانيم هر  دارد. مي ((0)ߛ)෨ܩمينيممي به صورت 

ߜ ∈ ߜبصورت  ∆ = ଵߜ × …× شود  تجزيه مي ௞ߜ
1که براي هر  ≤ ݅ ≤  ௜ܯيک ايزومتري روي  ௜ߜ، ݇

حداکثر تصوير يک ژئودزيک  ۳-۱است. بنابراين طبق 
ي مدارها اصلي هستند  زيرا همه است و اين تناقض است.

و با توجه به فرض، بعد مدارها از يک بيشتر است. 
 داراي يک مولفه است. دقيقاً (ܦ)ଵିߨبنابراين 

  
ي ريماني با نقص همگني  خمينه ܯاگر: ۳-۳قضيه 

ܯيک باشد که به صورت  = ଵܯ × ه تجزي ௞ܯ×…
1 و براي هر ≤ ݅ ≤ خميدگي منفي داشته و  ௜ܯ، ݇

௜ܯ݉݅݀ ≥ نيم ساده بدون فاکتور  ܩ و همچنين 3
  همبندساده است. ܯفشرده باشد، آنگاه 

  
قسمت آ، دوحالت زير برقرار  ۲- ۵و  ۲- ۲۱طبق اثبات: 

  است:
ܩ/ܯ-۱ = ℝ	  ܩ/ܯيا = ܵଵ.  
ܩ/ܯ -۲ = [0,1) 

مدارها اصلي هستند. -ܩي همهحالت اول: در اين حالت، 
نيز مدار تکين  ෩ܯ، ۲-۵ي  از گزاره  بنابراين با استفاده

෨ܩ/෩ܯ ندارد و = ℝ ܩ. بنابراين تمام෨-ها اصلي و مدار
زير ෩ܭ وابرسان هستند که  ෩ܭ/෨ܩ، با ۲-۹طبق يادآوري 
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متناهي  ෨ܩاست. اگر مرکز  ෨ܩي  گروه ماکزيمال و فشرده
يک فضاي  ෩ܭ/෨ܩ، ۲-۱۳و  ۲-۱۲قضاياي باشد، طبق

باشد و با استفاده از  متقارن ريماني از نوع نافشرده مي
، خميدگي نامثبت و تانسور ريچي منفي دارد و ۲- ۸قضيه 
 ܯيک مدار در ܦ، همبند ساده است. اگر ۲ -۳طبق 

෩ܦ، ۳-۲باشد، طبق لم  = فقط يک مولفه  (ܦ)ଵିߨ
:ߨهمبندي دارد و ෩ܦ →  ܦيک پوشش ريماني براي  ܦ

داراي خميدگي  ܦمدار -ܩاست. با استفاده از متر القايي، 
نامثبت و تانسور ريچي منفي است و از آنجايي که همگن 

بنابراين طبق  ، همبند ساده است.۲-۳ي  است طبق قضيه
 ෨ܩاگر مرکز  .شود همبند ساده مي ܯي  خمينه ۵-۲

و در  ෩ܯ، ]۴[از ۲-۴ي  يجهنامتناهي باشد، آنگاه طبق نت
داراي متر ناوردا با خميدگي منفي است.  ܯنتيجه 

 همبند ساده است. ܯ ۲- ۴بنابراين با استفاده از 
همبند  ܯاگر  .ناميم مي ܤرا  ܯحالت دوم: مدار تکين 

 نيز همبند ساده نيست، در اين صورت اگر ܤساده نباشد 
෨ܤ	ناويژه باشد، آنگاه  ܤ	 = تنها مدار تکين  (ܤ)ଵିߨ
:ߨاست و لذا ෩ܯ	در  ෨ܤ → يک پوشش ريماني براي  ܤ
زير گروه ෩ܭ باشد که  مي ෩ܭ/෨ܩوابرسان با  ෨ܤو  ܤ

 ،]۱۵[در  ۳- ۵است. طبق قضيه  ෨ܩي  ماکزيمال و فشرده
 ෨ܤ، ۲-۱۳مثبت دارند. بنابراين طبق  انحناي نا ෨ܤو لذا  ܤ

ي از نوع نافشرده است و با استفاده از فضاي متقارن ريمان
، خميدگي نامثبت و تانسور ريچي منفي دارد. ۲-۸قضيه 
داراي خميدگي نامثبت و تانسور ريچي منفي  ܤ بنابراين

، همبند ساده است که تناقض ۲-۳ي است و طبق قضيه
ويژه  ܤهمبند ساده است. اگر  ܯخواهد بود. بنابراين 

قسمت آ، ج، د،  ۲-۵ي  باشد آنگاه، طبق قضيه
෨ܩ/෩ܯ = ℝهمبند ساده  ܯي اول، . مانند اثبات مرحله

  .شود مي
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