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 مقدمه .۱
و سر  ]۳[ ٢، باکسبام١رن پيش، اسلاندردر حدود نيم ق

هاي موضعي منظم را توسط بعد تصويري  حلقه ]۱۴[
اند که حلقه جابجايي  ها ثابت کرده اند. آن بندي کرده رده

منظم است اگر و تنها اگر بعد  Rنوتري و موضعي 
، متناهي باشد. از Mمدول متناهي مولد -Rتصويري هر 

هاي جابجايي  سازي حلقه آن زمان، مسأله مشخص
ترين  براساس بعدهاي همولوژيکي، يکي از جالب
بندي  موضوعات در جبر جابجايي بوده است. به منظور رده

مفهوم  ]۲[در  ٣هاي گرنشتاين، اسلاندر و بريدگر حلقه
بعد نيز گويند) را براي -Gبعد گرنشتاين (که آن را 

هاي نوتري معرفي و  هاي متناهي مولد روي حلقه مدول
ي موضعي  اند که حلقه ها نشان داده اند. آن عه کردهمطال

R،  گرنشتاين است اگر و تنها اگرG - بعد هر مدول
  متناهي مولد، متناهي باشد.

باشد، توسط  بعد، که تعميم بعد تصويري مي-Gمفهوم 
براي هر مدول (نه لزوماً متناهي  ]۶[در  ٥و جندا ٤ايناکس

بعد تصويري ها اين پايا را  مولد) تعريف شد و آن
 Rاند. ثابت شده است که حلقه موضعي  گرنشتاين ناميده

گرنشتاين است اگر و تنها اگر بعد تصويري گرنشتاين هر 
طور  مدول (متناهي مولد)، متناهي باشد. ايناکس و جندا به
اند.  دوگاني مفهوم بعد تزريقي گرنشتاين را تعريف کرده

اي کلاسيک، چنين، به منظور تکميل مشابهت با بعده هم
بعد يکدست گرنشتاين  ]۷[ايناکس و همکارانش در 

  اند. ها را معرفي و مطالعه کرده مدول
هاي جابجايي و  روي حلقه ٦هاي شبه دوگاني مدول

و  ]۱۱[ ٨، گلد]۹[ ٧نوتري اولين بار توسط فاکسبي
طور مستقل از هم، تعريف و  به ]۱۵[ ٩واسکنسلوس

را شبه  Cولد مدول متناهي م-Rمطالعه شده است. 
  دوگاني گويند هرگاه همريختي طبيعي

                                                
1. Auslander 
2. Buchsbaum 
3. Bridger 
4. Enochs 
5. Jenda 
6. Semi-dualizing 
7. Foxby 
8. Golod 
9. Vasconcelos 

	ܴ → Homோ(ܥ, علاوه براي  يکريختي باشد و به (ܥ
݅	هر  > 0 ،Extோ ,ܥ) (ܥ = هاي شبه  . مدول0

باشند،  هاي آزاد از پايه يک مي دوگاني که تعميم مدول
پذير  هاي شرکت روي حلقه ]۱۳[ ١١و وايت ١٠توسط هلم

هاي  ند. افراد زيادي خاصيتا دلخواه تعريف شده
هاي مختلف مورد  هاي شبه دوگاني را از جنبه مدول

 ]۱،۸،۱۳،۱۶[اند، به عنوان مثال به  مطالعه قرار داده
هاي تحقيقاتي در اين  ترين زمينه رجوع کنيد. يکي از مهم

ها نسبت به يک  مورد، مطالعه بعدهاي گرنشتاين مدول
با  ]۱۱[راستا گلد در باشد. در اين  مدول شبه دوگاني مي

، پايايي را براي هر مدول Cاستفاده از مدول شبه دوگاني 
متناهي مولد نسبت داد. او اين پايا را که تظريفي از بعد 

بعد ناميد. به کمک اين پايا، -ܩباشد،  تصويري مي
مکالي -هاي کوهن توصيفي براي حلقه ]۱۰[در  ١٢گرکو

هوم بعد تصويري گرنشتاين، ارائه کرد. با ايده گرفتن از مف
بعد را براي هر مدول - ܩ  ]۱۲[در  ١٣هلم و يورگنسن

ها  دلخواه روي حلقه نوتري و جابجايي تعريف کرده و آن
اند. وايت در  تصويري گرنشتاين ناميده-Cاين پايا را بعد 

هاي  را روي حلقه ١٤تصويري گرنشتاين- Cبعد  ]۱۵[
شند، تعريف کرده است. با جابجايي که لزوماً نوتري نمي

يک  Mيک حلقه نوتري و جابجايي و  Rفرض کنيد 
R- مدول دلخواه باشد. گوييمM ،C- تصويري گرنشتاين

݅	است اگر براي هر  > ، Pمدول تصويري -Rو هر  0
Extோ ,ܯ) (ோܲ⨂ܥ = -Rو همبافت دقيق از   0

  هاي مدول
0 ⟶ ⟶ܯ ோܲି⨂ܥ ଵ ⟶ ோܲି⨂ܥ ଶ ⟶⋯ 

که  طوري ها تصويري بوده، موجود باشند بهܲآن  که در
,−)Homோتابعگون  مدول -Rبراي هر   (ோܲ⨂ܥ
 ، اين همبافت را دقيق نگه دارد. Pتصويري 

تزريقي -Cچنين مفهوم بعدهاي  هلم و يورگنسن هم
را معرفي و مطالعه  ١٦يکدست گرنشتاين-Cو  ١٥گرنشتاين

                                                
10. Holm 
11. White 
12. Gerko 
13. JØrgensen 
14. C-Gorenstein projective 
15. C-Gorenstein injective 
16. C-Gorenstein flat 
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 ۱۰۱                                                                             ها گروه دول شبه دوگاني روي حلقهبعدهاي همولوژيکي گرنشتاين نسبت به يک م
 

   

ند که اين پاياها با بعدهاي ا ها نشان داده اند. آن کرده
هاي توسيع بديهي  ايناکس و همکارانش روي حلقه

R C رجوع  ]۱۲[از  ۱۶,۲باشند. (به قضيه  يکي مي
  شود.)

يک  Γيک حلقه جابجايي و نوتري و  Rفرض کنيم 
هاي مهم در  گروه متناهي باشد. يکي از موضوع

هاي همولوژيکي  صيتها، انتقال خا کوهمولوژي گروه
باشد. با در نظر گرفتن  مي Γܴ	 ١گروه به حلقه Rمدول از 

اين مطلب و اهميت پاياهاي بيان شده، هدف ما در اين 
مقاله، مطالعه بعدهاي همولوژيکي گرنشتاين نسبت به 

باشد.  مي Γܴ	گروه يک مدول شبه دوگاني روي حلقه
-ܥΓ⨂ோܴ	کند که بعد  قضيه اصلي اين مقاله ثابت مي

برابر صفر است اگر  Mمدول -Γܴ	تصويري گرنشتاين 
-Rبه عنوان  Mتصويري گرنشتاين -Cبعد  و تنها اگر

شود که مشابه  مدول برابر صفر باشد. به علاوه ثابت مي
يکدست گرنشتاين قوي نيز برقرار -Cاين قضيه براي بعد 

  باشد. مي
ي بوده و يک حلقه جابجايي و نوتر Rدر طول اين مقاله، 

Γ ها،  باشد. به علاوه همه مدول يک گروه متناهي مي
  شوند. چپ مدول در نظر گرفته مي

  
  تعاريف و قضاياي مقدماتي .۲

در اين فصل برخي تعاريف و قضاياي مقدماتي که در 
کنيم. ما اين  فصل بعد استفاده خواهد شد را بيان مي
 جبر نوتري-Rفصل را با تعريف مدول شبه دوگان روي 

  کنيم. شروع مي
يک  Cجبر نوتري و -Rيک  Λفرض کنيم  :۱تعريف
	Λ-  دو مدول متناهي مولد باشد. گوييمC  شبه دوگاني

  است اگر
i( هاي طبيعي  همريختيΛ ⟶Homஃ౦(ܥ, و  (ܥ

Λ୭୮ ⟶Homஃ(ܥ, يکريختي باشند، که در آن  (ܥ
Λ୭୮  حلقه متضادΛ باشد. مي 

ii(   براي هر	݅ > 0، Extஃ ,ܥ) (ܥ = 0 =
Extஃ౦

 ,ܥ)    .(ܥ

                                                
1. Group ring 

دو مدول شبه -  Λيک  Cفرض کنيم  :۲تعريف
- M Cمدول باشد. گوييم - Λيک  Mدوگاني بوده و 

  تصويري گرنشتاين است، اگر شرايط زير فراهم باشد.
i(  براي هر	݅ > ، Pمدول تصويري - Λو هر  0

Extஃ ,ܥ) (ஃܲ⨂ܥ = 0. 
ii(  همبافت دقيق ازΛ -هاي  مدول 

:∙܆ 0 ⟶ ܯ ⟶ ஃܲି⨂ܥ ଵ ⟶ ஃܲି⨂ܥ ଶ ⟶ 
ها تصويري بوده و تابعگون ܲموجود باشد که در آن 
Homஃ(−,ܥ⨂ஃܳ) که در آن ،Q  يکΛ  - مدول

  دارد. را دقيق نگه مي ∙܆باشد، همبافت  مي تصويري
- M ،Cبا توجه به تعريف بالا، واضح است که : ۳تذکر

اگر و تنها اگر همبافت دقيق از  تصويري گرنشتاين است
	Λ-هاي مدول  

⋯⟶ ଵܲ ⟶ ܲ ⟶ ஃܲି⨂ܥ ଵ ⟶  
ஃܲି⨂ܥ ଶ ⟶⋯	 

تصويري بوده و  i ،ܲموجود است که در آن براي هر 
ܯ = coker	( ଵܲ ⟶ ܲ)  به علاوه تابعگون

Homஃ(−,ܥ⨂ஃܳ)  براي هر ،Λ - مدول تصويري
Q۱۷[از  ۲,۲دارد. (گزاره  نگه مي ، همبافت بالا را دقيق[ 

  را ملاحضه کنيد.)
تزريقي گرنشتاين - Cرا  Mمدول  -  :۴تعريف

  گوييم هرگاه
݅براي هر  )۱ ≥   ،Iمدول تزريقي - Λو هر  1

Extஃ (Homஃ(−, (ܯ,(ܫ = 0. 
 هاي   مدول- Λهمبافت دقيق از  )۲

⋯⟶ Homஃ(ܥ, (ଵܫ ⟶ Homஃ(ܥ, (ܫ
⟶ ⟶ܯ 0 

ها تزريقي بوده و تابعگون ܫکه  طوري موجود باشد به 
Homஃ(Homஃ(ܥ, مدول - Λبراي هر  (−,(ܧ

دارد. (به تعريف  ، اين همبافت را دقيق نگه ميEتزريقي 
 مراجعه شود.) ]۱۲[از  ۷,۲

مدول - Λ) يکP(به ترتيب،  Iفرض کنيم  :۵مثال
-  Λشد. در اين صورت تزريقي (به ترتيب، تصويري) با

,ܥ)Homஃو  Iهاي  مدول و  P(به ترتيب،  (ܫ
تصويري -Cتزريقي گرنشتاين (به ترتيب، -C) ஃܲ⨂ܥ

  مراجعه شود.) ]۱۲[از  ۸,۲به مثال باشد. ( گرنشتاين) مي
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ثابت شده است که رده  ]۱۷[از  ۸,۲: در قضيه ۶تبصره
طور تصويري،  تصويري گرنشتاين به-Cهاي  مدول

0	باشند. يعني اگر  حليلي ميت ⟶ ᇱܯ ⟶ܯ⟶

ᇱᇱܯ ها باشد  مدول-Λيک رشته دقيق از  0⟶
 M تصويري گرنشتاين باشد، آنگاه-ᇱᇱ Cܯکه  طوري به
C- ܯتصويري گرنشتاين است اگر و تنها اگرᇱ C -

توان نشان  طور دوگان، مي تصويري گرنشتاين باشد. به
تزريقي گرنشتاين به طور -Cهاي  رده مدول داد که

  باشند. تزريقي تحليلي مي
يک عدد  nمدول و - Λ	يک  Mفرض کنيم  :۷تعريف

 Mتصويري گرنشتاين -Cطبيعي نامنفي باشد. گوييم بعد 
  نويسيم است و مي nکمتر يا مساوي 
ܥ − Gpd∧ܯ ≤ - Λ	اگر يک رشته دقيق از ، ݊

  ها به صورت مدول
0 ⟶ ܩ ିଵܩ⟶ ܩ⟶⋯⟶ ⟶ܯ⟶ 0 

0موجود باشد که در آن براي هر  ≤ ݅ ≤ ܩ ،݊ 	 C -
کوچکترين عدد با اين  nباشد. اگر  تصويري گرنشتاين مي

ܥ نويسيم خاصيت باشد، آنگاه مي − Gpd∧ܯ = ݊ .
نويسيم  اي موجود نباشد، آنگاه ميnاگر چنين 

ܥ − Gpd∧ܯ =   کنيم  . به طور قرار داد، تعريف مي∞
ܥ − Gpd∧0 = −∞. 

ܥکه با نماد  Mتزريقي گرنشتاين -Cبعد  − Gid∧ܯ  
شود.  شود، به صورت دوگان تعريف مي نمايش داده مي

ܥتوجه شود که اگر  = Λ آنگاه بعدهاي ،C- تصويري
تزريقي گرنشتاين همان بعدهاي تصويري - Cگرنشتاين و 

  باشند. گرنشتاين و تزريقي گرنشتاين ايناکس و جندا مي
دو مدول شبه دوگاني - Λيک  Cفرض کنيم  :۸ريفتع
يکدست -M Cمدول باشد. گوييم -Λ	يک  Mو 

  گرنشتاين قوي است، اگر
i(  براي هر	Λ - مدول يکدستF  ݅و هر > 0 ،

ஃݐݔܧ ,ܯ) (ܨஃ⨂ܥ = 0. 
ii(  همبافت دقيق از	Λ -هاي مدول 

0 ⟶ M⟶ ஃܲି⨂ܥ ଵ ⟶ ஃܲି⨂ܥ ଶ ⟶⋯ 
تصويري بوده و  i ،ܲهر  که براي طوري موجود باشد به

  يک  ᇱܨ، که در آن (ᇱܨஃ⨂ܥ,−)ஃ݉ܪتابعگون 
 

Λ-.مدول يکدست است، اين همبافت را دقيق نگه دارد 

مدول -Λ	چون هر مدول تصويري، يکدست است، هر 
C- ،يکدست گرنشتاين قويC- تصويري گرنشتاين

ز يک مدول باشد. شايان دکر است که تاکنون مثالي ا مي
C-تصويري گرنشتاين که C- يکدست گرنشتاين قوي

 نباشد، ارائه نشده است.
ها را بيان  در ادامه برخي نتايج مقدماتي روي حلقه گروه

  کنيم. مي
حلقه  Γܴيک گروه متناهي و Γ	فرض کنيم : ۹تذکر

، Γ୭୮ܴبا حلقه متضاد آن،   Γܴگروه باشد. چون
مدول -Γܴچپ، يک مدول -Γܴباشد. هر  يکريخت مي
  باشد و برعکس. راست نيز مي

مدول باشد. در اين -Rيک  Mفرض کنيم : ۱۰تبصره
-Γܴ، يکريختي از ]۵[از  ۹,۵صورت بنا به گزاره 

ܯΓ⨂ோܴهاي  مدول ≅ برقرار  (ܯ,Γܴ)ோ݉ܪ
Γܴيک  Γܴباشد. توجه شود که چون  مي − دو -ܴ

ول (چپ) مد-Γܴ	يک  ܯΓ⨂ோܴباشد،  مدول مي
Γܴ	يک  Γܴباشد. به علاوه چون  مي − دو مدول -ܴ
مدول (چپ) - Γܴيک  (ܯ,Γܴ)Homோباشد،  مي
  باشد. مي

مدول شبه دوگاني -Rيک  Cفرض کنيم  :۱۱گزاره
دو مدول - Γܴيک  ܥΓ⨂ோܴباشد. در اين صورت 

  باشد. شبه دوگاني مي
  رجوع شود. ]۵[از  ۲,۳برهان: به گزاره 

  
  اياي اصليقض .۳

در اين فصل ما بعدهاي تعريف شده در فصل قبل را روي 
کنيم. در طول اين فصل، همواره  ها مطالعه مي حلقه گروه

C  يک مدول شبه دوگاني برايR  بوده وΓ  گروهي
  باشد. متناهي مي

تزريقي -Cمدول - Rيک M فرض کنيم : ۱۲گزاره
يک  (ܯ,Γܴ)ோ݉ܪگرنشتاين باشد. در اين صورت 

ܴΓ– ܴمدولΓ⨂ோباشد. تزريقي گرنشتاين مي- ܥ  
تزريقي گرنشتاين - Cمدول -Rيک  Mبرهان: چون 

 هاي مدول- Rباشد، بنابر تعريف همبافت دقيق از  مي
Homோ(ܥ, ۷.):⋯ ⟶ Homோ(ܥ, (ଵܫ ⟶
Homோ(ܥ, (ܫ ⟶ ⟶ܯ 0  
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 ۱۰۳                                                                             ها گروه دول شبه دوگاني روي حلقهبعدهاي همولوژيکي گرنشتاين نسبت به يک م
 

   

ل مدو-Rها يک ܫ، iکه براي هر  طوري موجود است به
مدول، آزاد -Rبه عنوان   Γܴچونباشد.  تزريقي مي

  هاي زير را داريم مدول- Γܴباشد، همبافت دقيق از  مي
⋯⟶ ܴΓ⨂ோHomோ(ܥ, (ଵܫ

⟶ ܴΓ⨂ோHomோ(ܥ, (ܫ
⟶ ܴΓ⨂ோܯ⟶ 0 
 مدول- Rبه عنوان  Γܴبا استفاده از اين واقعيت که 

که اين همبافت گيريم  باشد، نتيجه مي صادق باوفا مي
  يکريخت با همبافت

X.:⋯ ⟶ Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ܴΓ⨂ோܫଵ)
⟶ Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ܴΓ⨂ோܫ)
⟶ ܴΓ⨂ோܯ ≅ (ܯ,Γܴ)ோ݉ܪ ⟶ 0 

گروهي متناهي است، بنا به  باشد. از طرفي چون  مي
݅ܫܴ⨂Γܴ، ۱۰تبصره  ≅ ,Γܴ)ܴ݉ܪ -  Γܴيک  (݅ܫ

- Γܴيک  Eحال فرض کنيم  باشد. مدول تزريقي مي
دهيم تابعگون  مدول تزريقي دلخواه باشد. نشان مي
Homோ(Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, همبافت بالا  (−,(ܧ

هاي زير  دارد. براي اين منظور، يکريختي را دقيق نگه مي
 گيريم. را در نظر مي

Homோ൫Homோ(ܴΓ⨂ோܧ,ܥ), ܴΓ⨂ோHomோ(ܥ, ۷.)൯
≅ Homோ൫ܴΓ⨂ோHomோ(ܴΓ⨂ோܥ, ,ܥ)Homோ,(ܧ ۷.)൯
≅ Homோ൫Homோ(ܴΓ⨂ோܧ,ܥ), Homோ(ܥ, ۷.)൯
≅ Homோ ቀHomோ൫ܥ,Homோ(ܴΓ,E)൯, Homோ(ܥ, ۷.)ቁ
≅ Homோ൫Homோ(ܥ, ,(ܧ Homோ(ܥ, ۷.)൯ 

 Homاول بنا به قضيه الحاقي توجه شود که يکريختي
علاوه يکريختي دوم  شود. به نتيجه مي ۱۰و تبصره  و

وضوح برقرار بوده و يکريختي سوم دوباره از قضيه  به
 -Rيک  Eشود. چون  نتيجه ميو Homالحاقي 

مدول نيز تزريقي است. - Rعنوان  مدول تزريقي است، به
حال بنا به فرض، همبافت آخر دقيق بوده و لذا همبافت 

دهيم که  باشد. اينک نشان مي اول نيز چنين مي
  ،Eمدول تزريقي - RΓ	براي

Extோ (Homோ(ܴΓ⨂ோܥ,  ,(ܧ
Homோ(ܴΓ,ܯ)) = 0 

݅براي هر  > الحاقي   . براي اين منظور، بنا به قضيه0
Hom چنين با استفاده  يکريختي زير را داريم. هم  ⨂و

به آساني يکريختي زير را  ⨂و   Homاز قضيه الحاقي
  :داريم

Extோ ൫Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ,(ܧ Homோ(ܴΓ,ܯ)൯
≅ Extோ (Homோ(ܥ,  (ܯ,(ܧ

مدول تزريقي است. بنا به فرض براي - EܴΓکه در آن 
݅هر  > 0 ،Extோ (Homோ(ܥ, (ܯ,(ܧ = 0 ،

  :خواهيم داشت
Extோ (Homோ(ܴΓ⨂ோܥ,  ,(ܧ

Homோ(ܴΓ,ܯ)) = 0 
݅ براي هر  >  شود. . لذا حکم حاصل مي0

تزريقي  -ܥܴ⨂Γܴيک  Mفرض کنيم  :۱۳قضيه
مدول - Rبه عنوان  Mگرنشتاين باشد. در اين صورت 

C-باشد. تزريقي گرنشتاين مي  
  :دهيم ابتدا نشان مي برهان:

Extோ (Homோ(ܥ, (ܯ,(ܫ = 0  
݅براي هر  > يک  I. چون Iمدول تزريقي - Rو هر  0

R-،مدول تزريقي استHomோ(ܴΓ, - Γܴ	يک   (ܫ
  . لذا بنا به فرضباشد مدول تزريقي مي

Extோ (Homோ൫ܴΓ⨂ோܥ, Homோ(ܴΓ,  ,൯(ܫ
(ܯ = 0 

݅براي هر  >  :گيريم هاي زير را در نظر مي . يکريختي0
Extோ ൫Homோ൫ܴΓ⨂ோܥ, Homோ(ܴΓ, ൯ܯ,൯(ܫ
≅ Extோ (Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ܴΓ⨂ோܯ,(ܫ)
≅ Extோ (ܴΓ⨂ோHomோ(ܥ, (ܯ,(ܫ
≅ Extோ ൫Homோ(ܥ, ,(ܫ Homோ(ܴΓ,ܯ)൯
≅ Extோ (Homோ(ܥ, (ܯ,(ܫ = 0 

برقرار بوده  ۱۰توجه شود که يکريختي اول بنا به تبصره 
-Rبه عنوان   Γܴو يکريختي دوم از يکدست باوفا بودن

شود. دومين يکريختي از قضيه  مدول نتيجه مي
آيد و يکريختي آخر به  به دست مي ⨂ و  Homالحاقي

دهيم که يک  باشد. اينک نشان مي وضوح برقرار مي
  ها به صورت مدول-Rهمبافت دقيق از 

⋯⟶ Homோ(ܥ, (ଵܫ ⟶ Homோ(ܥ, (ܫ ⟶
ܯ ⟶ 0  

هاي تزريقي  مدول- Rها، ܫموجود است که در آن 
تزريقي - ܥܴ⨂Γܴمدول –Γܴيک  Mباشند. چون  مي

-Γܴباشد، بنا به تعريف همبافت دقيق از  گرنشتاين مي
  هاي مدول

Y.:⋯ ⟶ Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, (ଵܫ
⟶ Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, (ܫ
⟶ ܯ ⟶ 0 

هاي تزريقي  مدول- Γܴ	ها،ܫموجود است که در آن 
  ، ⨂و   Hom	باشند. بنا به قضيه الحاقي مي

  هاي يکريختي
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Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, (ܫ
≅ Homோ൫ܥ, Homோ(ܴΓ, )൯ܫ
≅ Homோ(ܥ,  (ܫ

توان ديد که براي  علاوه به آساني مي  باشد. به برقرار مي
݅هر  ≥ باشد.  مدول نيز تزريقي مي-Rبه عنوان  ܫ، 0

 هاي مدول-Rبنابراين همبافت دقيق زير از 
:.܆ ⋯ ⟶
Homோ(ܥ, (ଶܫ ⟶ Homோ(ܥ, (ଵܫ ⟶
Homோ(ܥ, (ܫ ⟶ ܯ ⟶ 0  

تزريقي -Cمدول -Rبه عنوان  Mموجود است. در نتيجه 
مدول - Rباشد. بايد ثابت شود که براي هر  گرنشتاين مي

,ܥ)Homோ(Homோ، تابعگون Eتزريقي   (−,(ܧ
 و .Y .܆دارد. چون همبافت  را دقيق نگه مي .܆همبافت 

باشند، کافي است نشان  يخت مييکر Rبر روي حلقه 
,ܥ)Homோ(Homோدهيم که تابعگون   (−,(ܧ

 دارد. بنا به فرض همبافت را دقيق نگه مي .Yهمبافت 
Homோ(Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ܴΓ⨂ோܧ), Y.) 

  :گيريم هاي زير را در نظر مي دقيق است. حال يکريختي
Homோ(Homோ(ܴΓ⨂ோܥ, ܴΓ⨂ோܧ), Y.)
≅ Homோ(ܴΓ⨂ோHomோ(ܥ, ,(ܧ Y.)
≅ Homோ൫Homோ(ܥ, ,(ܧ Homோ(ܴΓ, Y.)൯
≅ Homோ(Homோ(ܥ, ,(ܧ Y.) 

,ܥ)Homோ(Homோبنابراين  ,(ܧ Y.) باشد.  دقيق مي
 لذا حکم تمام است.

 مدول باشد. چون–Rيک  Mفرض کنيم : ۱۴تبصره
ܴΓ  به عنوانR– ۵,۲مدول صادق باوفا است، بنا به لم 

تصويري گرنشتاين است –Cمدول -Rيک  M، ]۱۷[از 
–ܥΓ⨂ோܴمدول – Γܴ	يک ܯܴ⨂Γܴاگر و تنها اگر 

باشد. به ويژه اين مطلب نتيجه  تصويري گرنشتاين مي
  تساوي M مدول –Rدهد که براي هر  مي

ܥ − Gpdோܯ = (ܴΓ⊗ோ (ܥ
− Gpdோ(ܴΓ⊗ோ  (ܯ

  باشد.  برقرار مي
خواهيم قضيه اصلي اين مقاله را بيان و ثابت  اينک مي

  کنيم.
مدول باشد. در –Γܴ	يک Mفرض کنيم  :۱۵قضيه

تصويري گرنشتاين است  – ܥM،ܴΓ⨂ோاين صورت 
تصويري –Cمدول –Rبه عنوان  Mاگر و تنها اگر 

  گرنشتاين باشد.

تصويري –ܥM ܴΓ⨂ோکنيم  يابتدا فرض مبرهان: 
–Cمدول –Rيک  Mدهيم  گرنشتاين باشد. نشان مي
–Γܴ	باشد. رشته دقيق از  تصويري گرنشتاين مي

  هاي مدول
:.܆ 0 → ܯ → (ܴΓ⊗ோ ோܲି⨂(ܥ ଵ

→ (ܴΓ⊗ோ ோܲି⨂(ܥ ଶ
→ ⋯ 

-  Γܴ، يک i ،ܲرا در نظر بگيريد که در آن براي هر 
باشد،  حلقه جابجايي ميR باشد. چون  ري ميمدول تصوي

  هاي زير را داريم  يکريختي
(ܴΓ⊗ோ ோ⨂(ܥ ܲ ≅ ܥ) ⊗ோ ܴΓ)⨂ோ ܲ

≅ ோ⨂ܥ ܲ 
ܲ  به عنوانR–باشد، چون، مدول نيز تصويري مي	ܴΓ 

با .܆ باشد. به ويژه همبافت  مدول آزاد مي–Rيک 
  همبافت

:ᇱ.܆ 0 ⟶ ⟶ܯ ோܲି⨂ܥ ଵ ⟶  
ோܲି⨂ܥ ଶ ⟶⋯ 

مدول –Rيک  P باشد. اينک فرض کنيم يکريخت مي
Γ⊗ோܴتصويري باشد. در اين صورت  -Γܴ	يک  ܲ

مدول تصويري بوده و لذا بنا به فرض همبافت 
Homோ൫܆., (ܴΓ⊗ோ ோ(ܴΓ⊗ோ⨂(ܥ ܲ)൯ 

را در نظر  هاي زير باشد. اينک يکريختي دقيق مي
  گيريم. مي

Homோ൫܆., (ܴΓ⊗ோ ோ(ܴΓ⊗ோ⨂(ܥ ܲ)൯
≅ Homோ(܆., (ܴΓ⊗ோ ோ⊗(ܥ ܲ)
≅ Homோ൫܆., Homோ(ܴΓ, ܥ ⊗ோ ܲ)൯
≅ Homோ(ܴΓ⊗ோ ,.܆ ܥ ⊗ோ ܲ)
≅ Homோ(܆., ܥ ⊗ோ ܲ) 

Homோبنابراين همبافت  ቀ܆  , دقيق  ோܲቁ⨂ܥ
܆	باشد. حال چون همبافت مي روي حلقهR   ܆با.ᇱ 

,ᇱ.܆)Homோباشد، همبافت يکريخت مي   (ோܲ⨂ܥ
 -Rدهيم که براي هر  باشد. حال نشان مي دقيق مي

P ،Extோ مدول تصويري ,ܯ) (ோܲ⨂ܥ = اي بر 0
݅هر  >    :. بنا به فرض داريم0

Extோ ൫ܯ, (ܴΓ ⊗ோ ோ(ܴΓ⊗ோ⨂(ܥ ܲ)൯ = 0 
݅براي هر  > توان ديد  . لذا مشابه بالا، مي0

Extோ ,ܯ) (ோܲ⨂ܥ = ݅که براي هر  0 > 0 .
تصويري گرنشتاين –Cمدول –Rيک  M بنابراين

  باشد. مي
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 ۱۰۵                                                                             ها گروه دول شبه دوگاني روي حلقهبعدهاي همولوژيکي گرنشتاين نسبت به يک م
 

   

–Cمدول، –Rبه عنوان M برعکس: فرض کنيم 
– Γܴ	يک M دهيم تصويري گرنشتاين باشد. نشان مي

Γ⊗ோܴمدول   باشد. تصويري گرنشتاين مي–ܥ
باشد،  تصويري گرنشتاين مي–Cمدول  –Rيک   Mچون

هاي  مدول–R، رشته دقيق از ]۱۷[از  ۹,۲بنا به گزاره 
0 → ܯ → ܥ ⊗ோ ܳିଵ → ܮ → موجود است  0

تصويري  ଵିܳتصويري گرنشتاين و –L  Cکه در آن
توان  را مي  ଵିܳ،]۱۷[از  ۲,۳باشد. بنا به ملاحظه  مي
R–مدول آزاد فرض کرد. دياگرام جابجايي زير از	ܴΓ –

  گيريم. ها با سطرهاي دقيق را در نظر مي مدول
0 → ܯ → ܴΓ⊗ோ ܯ → ᇱܮ → 0
↓ id ↓ ߠ ↓ ߮

0 → ܯ → ܴΓ⊗ோ ܥ) ⊗ோ ܳିଵ) → ᇱᇱܮ → 0
 

coker߮ يک به يک بوده و߮	بنا به لم مار،  =
ܴΓ⊗ோ باشد،  شکافتني مي  Rچون سطر بالا روي.  ܮ

ᇱܮيکريختي ≅
ݐ − 1
⊕
݅ = 1

مرتبه  tرا داريم که در آن   ܯ

تصويري –Cمدول –Rيک ᇱܮ باشد. به ويژه مي Γگروه 
يک  coker߮ ،۱۴باشد. بنا به تبصره  گرنشتاين مي
ܴΓ⊗ோ بوده و در نتيجه بنا به  تصويري گرنشتاين–ܥ

تصويري گرنشتاين –Cمدول –Rقسمت اول به عنوان 
به عنوان ᇱᇱܮ مدول-  Γܴ، ۶باشد. لذا بنا به تبصره  مي
R– مدولC–باشد. حال با تکرار  تصويري گرنشتاين مي

و تکرار آن، همبافت دقيق M به جاي  ᇱᇱܮاين روند براي
  هاي مدول Γܴ	از

:.܆ 0 → ܯ → (ܴΓ⊗ோ ோܳିଵ⨂(ܥ
→ (ܴΓ⊗ோ ோܳିଶ⨂(ܥ
→ ⋯ 

i،ܳآيد که در آن براي هر  به دست مي مدول –Rيک   
ها، به عنوان  هسته هر يک از همريختي آزاد بوده و هم

R– مدولC–توان  تصويري گرنشتاين است. به آساني مي
  ، يکريختيiديد که براي هر 

(ܴΓ⊗ோ ோܳ⨂(ܥ ≅ (ܴΓ⊗ோ  ோܳᇱ⨂(ܥ
باشد  مدول آزاد مي–Γܴيک  ᇱܳباشد که در  برقرار مي

ᇱܳکه  طوري به ≅ ܴΓ⊗ோ ܳفرض کنيم .P  
 دهيم مدول تصويري باشد. نشان مي–Γܴ	يک

Homோ(܆ ., (ܴΓ⊗ோ باشد.  دقيق مي (ோܲ⨂(ܥ
را آزاد در نظر   Pتوان ، مي]۱۷[از  ۳,۲بنا به ملاحظه 

کنيم  را چنان اختيار مي Qمدول آزاد –Rگرفت. 
ܲکه  طوري به ≅ ܴΓ⨂ோܳ .هاي زير را در  يکريختي

  گيريم؛ نظر مي
Homோ(܆ ., (ܴΓ⊗ோ (ோܲ⨂(ܥ
≅ Homோ൫܆., (ܴΓ⊗ோ ோ(ܴΓ⊗ோ⨂(ܥ ܳ)൯
≅ Homோ(܆ ., (ܴΓ⊗ோ (ோܳ⨂(ܥ
≅ Homோ൫܆., Homோ(ܴΓ,ܥ⨂ோܳ)൯
≅ Homோ(ܴΓ⊗ோ ,.܆ (ோܳ⨂ܥ
≅ Homோ(܆.,  (ோܳ⨂ܥ

برقرار بوده و يکريختي  ۱۰يکريختي سوم بنا به تبصره 
شود.  حاصل مي ⨂و  Homچهارم از قضيه الحاقي 

به عنوان  .܆هاي  هسته هر يک از همريختي چون هم
R– مدولC–باشد، تصويري گرنشتاين مي 

Homோ(܆.,  دقيق بوده و لذا  (ோܳ⨂ܥ
Homோ(܆ ., (ܴΓ⊗ோ   (ோܲ⨂(ܥ

باشد. براي اتمام اثبات، بايد نشان دهيم که  دقيق مي
 ،Fمدول آزاد –Rبراي

  Ext , 0i
R R RM R C F      

݅براي هر  > مدول آزاد –Rيک  ᇱܨفرض کنيم . 0
ܨطوري  باشد به ≅ ܴΓ⨂ோܨᇱ از آنجا مشابه بالا .

  هاي زير را خواهيم داشت: يکريختي
Extோ ൫ܯ, (ܴΓ⊗ோ (ܥ ⊗ோ (ܴΓ⊗ோ ᇱ)൯ܨ
≅ Extோ ,ܯ) (ܴΓ⊗ோ ோ⊗(ܥ (ᇱܨ
≅ Extோ (ܴΓ⊗ோ ܥ,ܯ ⊗ோ (ᇱܨ
≅ Extோ ܥ) ⊗ோ  (ᇱܨ

تصويري گرنشتاين -Cمدول، –Rبه عنوان M چون 
݅ باشد، براي هر مي > 0 ،Extோ ,ܯ) ܥ ⊗ோ (ᇱܨ = 0 

Extோو لذا  ,ܯ) (ܴΓ⊗ோ (ܥ ⊗ோ (ܨ = 0 
݅براي هر  > مدول – Γܴ	يکM . بنابراين 0
ܴΓ⊗ோ باشد. لذا حکم  تصويري گرنشتاين مي–ܥ

به عنوان نتيجه مستقيم از قضيه بالا،  شود. صل ميحا
  کنيم. مطلب زير را بيان مي

مدول باشد. در –Γܴيک   Mفرض کنيم :۱۶نتيجه
  اين صورت

ܥ − Gpdோܯ = (ܴΓ⊗ோ (ܥ − Gpdோܯ. 
را براي رده  ۱۵خواهيم مشابه قضيه  در ادامه مي

  يکدست گرنشتاين قوي بيان کنيم.–Cهاي  مدول
مدول باشد. در – Γܴ	يک M فرض کنيم: ۱۷قضيه

Γܴ	يک Mاين صورت،  ⊗ோ يکدست گرنشتاين - ܥ
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–Cمدول، –Rبه عنوان  M قوي است اگر و تنها اگر
  يکدست گرنشتاين قوي باشد.

Γ⊗ோܴيک Mکنيم  برهان: ابتدا فرض مي -  ܥ
به  ۱۵يکدست گرنشتاين قوي باشد. مشابه اثبات قضيه 

–Cمدول –Rبه عنوان  Mه توان ديد ک آساني مي
باشد. اينک فرض  يکدست گرنشتاين قوي مي

- Cمدول، –Rبه عنوان   Mمدول– Γܴ	کنيم مي
توان ديد که  يکدست گرنشتاين قوي باشد. به آساني مي

يکدست گرنشتاين قوي به طور –Cهاي  رده مدول
، ۱۵باشد. لذا مشابه اثبات قضيه  تصويري، تحليلي مي

  هاي مدول– Γܴاز توان همبافت دقيق مي
0 → M → (ܴΓ⊗ோ (ܥ ⊗ୖ Pି ଵ

→ (ܴΓ⊗ோ ୖ⊗(ܥ Pି ଶ
→ ⋯ 

ها به عنوان  هسته همريختي که هم طوري به دست آورد به
R– مدولC–باشد. اينک  يکدست گرنشتاين قوي مي

مدول يکدست باشد. بنا به – Γܴ	يک F فرض کنيم
از   ∈ூ(ܳ)، يک دستگاه مستقيم]۱۴[ ١قضيه لازارد

ܴΓ–هاي آزاد و متناهي مولد موجود است  مدول
ܨ	که  طوري به ≅ limప∈ூሬሬሬሬሬሬ⃗ ݅. براي هر ܳ ∈ -R،  ܫ

کنيم  را چنان اختيار ميᇱܳ مدول آزاد و متناهي مولد 
ܳکه  طوري به ≅ ܴΓ⊗ோ ܳᇱدهيم  . قرار مي

ᇱܨ ≅ limప∈ூሬሬሬሬሬሬ⃗ ܳᇱفاده دوباره از قضيه لازارد . با است
ܨمدول يکدست بوده و –Rيک ᇱܨ ≅ ܴΓ⊗ோ . ᇱܨ

، نشان ۱۵اينک استدلال به کار رفته در اثبات قضيه 
Γ⊗ோܴ	مدول– Γܴيک  Mدهد که مي يکدست – ܥ

  باشد. گرنشتاين قوي مي
–Cمدول –Rهمان طوري که بيان شد، هر  :۱۸تذکر

باشد.  ويري گرنشتاين ميتص-Cيکدست گرنشتاين قوي، 
مدول دوگاني باشد (يعني   C حال فرض کنيم

idோܥ < از  ۸,۲,۴). در اين صورت بنا به قضيه ∞
مدول يکدست، متناهي –R، بعد تصويري هر ]۱۸[

–Cمدول –Rتصويري هر –Cباشد. بنابراين بعد  مي
–Cباشد. لذا در اين حالت هر مدول  يکدست، متناهي مي

باشد.  يکدست گرنشتاين قوي مي-Cن، تصويري گرنشتاي
تصويري (به –Cرا   Mمدول–Rشود که  يادآوري مي

                                                
1. Lazard 

مدول تصويري (به –Rيکدست) گوييم، اگر -Cترتيب، 
که  طوري موجود باشد بهP ترتيب، يکدست) 

ܯ = ோ⊗ܥ ܲ.  
مدول دوگاني باشد. در اين –Rيک C فرض کنيم 

Γܴ	، ]۴[از  ۲,۳صورت بنا به گزاره  ⊗ோ  – Γܴ	يکܥ
  باشد. بنابراين نتيجه زير را داريم. مدول دوگاني مي

مدول دوگاني باشد. –Rيک C فرض کنيم : ۱۹نتيجه
Γ⊗ோܴهاي  مدول– Γܴدر اين صورت رده  –ܥ

Γ⊗ோܴ	هاي مدول–Γܴتصويري گرنشتاين و رده   – ܥ
  باشند. يکدست گرنشتاين قوي، بر هم منطبق مي

ه بيان شد، وايت نشان داده همان طوري ک: ۲۰تبصره
تصويري گرنشتاين، به – Cهاي مدول–Rاست که رده 

کند  باشند. همان روش بيان مي طور تصويري تحليلي مي
يکدست گرنشتاين قوي نيز چنين –Cهاي  که رده مدول

مطلب زير را نتيجه  ۱۷باشند. اين مطلب و قضيه  مي
  دهد. مي

د. در مدول باش– Γܴيک  M فرض کنيم: ۲۱نتيجه
  اين صورت

(ܴΓ⨂ோܥ) − SGfdோܯ = ܥ − SGfdோܯ.  
  

 سپاسگزاري
اين پژوهش مستخرج از طرح تحقيقاتي به شماره 

دانشکده علوم پايه  ۰۸/۱۲/۹۵مصوب تاريخ  ۲۰۰۳/۶
باشد. لذا از مديريت پژوهشي و  دانشگاه گنبد کاووس مي

  کنيم. فناوري دانشگاه براي تامين مالي قدرداني مي
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