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 يحل عدد يهمتافته و متقارن برا يعدد يهاروش
 ياجرام سماو ياضير يهامدل يبرخ

  
  

  ۲ينيد احمد حسيس، *۱يعبد يعل
  

†  

 ، تبريز، ايرانزيدانشگاه تبر ،ياضيدانشکده علوم ر ،گروه رياضي   )۱(
  رانيدانشکده علوم، دانشگاه گلستان، گرگان، ا گروه رياضي،)   ۲(

  
  
  
 

 ۲۰/۰۵/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۵/۰۳/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 
  چکيده
ده يرس يک کمال خاصيسخت به  ريل سخت و غيسفرانيدستگاه معادلات د يبرا يعدد يهاروش ير، تئورياخ يهادر سال

ابرشکف،  يها ، روشيخط يچندگام يها کوتا، روش- رانگ يها ه روشيکه بر پا ياديالعاده ز فوق ين، کدهاياست. بنابرا
 يداريدقت خوب و خواص پا يها داران روشيهستند، وجود دارند. اگرچه ا يعموم يخط يها ا روشي يونديپ يها روش

 يقاتيتحق يهانهيل که از زمياز مسا يخاص يها دسته يحل عدد يبرا يهستند، ول يداريپا-Lو  يداريپا- Aد مطلوب مانن
هستند. از  يلتونيکه دستگاه هام يحرکت اجرام سماو ياضير يها مثال، مدل يستند. برايشوند، مناسب نيم يناش يمختلف

 است به يعياست، طب يريپذو عموماً برگشت يجمله همتافتگاز  يخاص يخواص هندس يدارا يلين مسايکه جواب چن ييآنجا
همتافته و متقارن از مراتب  يعدد يهاروش ين مقاله طراحيها باشند. هدف ايژگين ويا يم که دارايباش ييهادنبال روش

معروف از  يتونليل هاميمسا يآنها رو يسازادهيحاصل از پ يج عدديشده با نتا يمعرف يهاو دقت روش ييبالا است. کارا
  د خواهند شد.يي، تأيحرکت اجرام سماو

  
 يکوتا افراز شده، همتافتگ -کوتا و رانگ-، روش رانگيلتونيهام يهادستگاه ،يل معموليفرانسيمعادلات د هاي کليدي: واژه

  و تقارن.

                                                
 

   Email: a_abdi@tabrizu.ac.ir                                                                                                       دار مکاتباتعهده. *†

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش علوم و تحقیقاتدانشگاه آزاد اسلامی، واحد                                                                                                    

www.SID.ir


www.SID.ir

Arh
ive

 of
 S

ID

  ۱۱۰                                                          ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  يعبد يعل
 
 

 

  . مقدمه۱
دستگاه  يحل عدد يبرا ياديز يعدد يهاتاکنون روش

  هيل با شرط اوليفرانسيمعادلات د
( ) ( ( )), [ , ],
( ) ,
y t f y t t t T
y t y
  


0

0 0
 

:ارائه شده است که در آن  m mf    وm  عدب
ک يمرسوم و کلاس يعدد يهاشتر روشيدستگاه است. ب

 يهاها هستند: روشمتعلق به دو خانواده بزرگ از روش
 يهاروش  .يخط يچندگام يها کوتا و روش-رانگ

 ياچندمرحله يژگيطور همزمان از وکه به يگريدمعروف 
 يژگين از ويکوتا و همچن-رانگ يهابودن روش

 يها) بودن روشيگر چندمقداريد يانيا به بي( يچندگام
و ساخته شده  يز معرفياستفاده کنند، ن يخط يچندگام

 يعنيها، ن روشين ايتر توان به معروفياست که م
ن دسته ي]. همه ا۳-۱اشاره کرد [ يديبريه يهاروش
 يعدد يهااز روش يها متعلق به خانواده بزرگروش

هستند که بوچر ) GLMs( يعموم يخط يهاروش يعني
 يواحد برا يها را به منظور قالبن روشيا ۱۹۶۶در سال 

د که يجد يهاروش يبندک و فرموليکلاس يهاروش
 يخط يکوتا و چندگام- رانگ يهامتعلق به خانواده روش

ها، ن روشيشتر ايمطالعه ب ي]. برا۴کرد [ يتند، معرفسين
  د.ي] رجوع کن۸-۵نمونه، به مراجع [ يبرا
کارا، استفاده از  يهاروش يمعرف يگر برايد يريمس

توان به مقالات يمشتق دوم جواب است که از جمله م
اگرچه   ] اشاره کرد.۱۱[ ي] و حجت۱۰ت [ي]، انرا۹کَش [

GLMs يک هستند، وليکلاس يهاشامل اکثر روش 
با  يعدد يهاها شامل روشن خانواده بزرگ از روشيا

بوچر و  ۲۰۰۴رو، در سال نيشوند. از ا يمشتق دوم نم
 با مشتق دوم يعموم يخط يهاروش يحجت

)SGLMs (از  يعيرا به عنوان توسGLMs  ارائه دادند
ط يها شامل شران روشيا ياساس يهايژگي]. و۱۲[
و  يي، همگرايداريپا-، صفريازگار، سيسازگار-شيپ

در  يو حجت يگر توسط عبديکديم با ين مفاهيارتباط ا
 يو برخ يسازادهيشد. در ادامه، ساخت، پ ي] بررس۱۳[

و همکاران،  يتوسط عبد SGLMs يموانع مرتبه برا
 ي] مورد بحث و بررس۲۱- ۱۴نمونه، در مقالات [ يبرا

دار را مرتبه يرهايو بوچر مس ين عبديقرار گرفت. همچن

باتر موانع يتر و زساده يهادست آوردن اثباتبه يبرا
  ]. ۲۳-۲۲[ مشتق دوم استفاده کردند يهامرتبه روش

عموماً با  يحرکت اجرام سماو ياضيکه مدل ريياز آنجا
ان يقابل ب يلتونيل هاميفرانسيک دستگاه معادلات دي

   يخواص هندس يها داران دستگاهياست و جواب ا
ن يها، در بن دستگاهيحل ا يبرا يستيهستند، با ياژهيو

م که حافظ خواص يباش يدنبال روشبه يعدد يهاروش
 يگر جواب روش عدديد يمسأله باشد، به عبارت يهندس

تا  ييهان مقاله روشيباشد. در ا ين خواصيچن يز داراين
باشند،  يلين مسايحل چن يمرتبه هشت که مناسب برا

 يآنها با حل چند مسأله از اجرام سماو ييو کارا يمعرف
  د خواهد شد.ييتأ

شده  ير سازماندهيمقاله به شرح ز يبعد يهابخش
-روش يو تقارن برا ي، مفهوم همتافتگ۲است: در بخش 

از جواب دستگاه  يتيب خاصيترتکه به يعدد يها
ر يپذبرگشت يهاو دستگاه يلتونيل هاميفرانسيمعادلات د

بر  يبيترک يهابه روش ۳بخش  شود.يهستند، بحث م
ها از مراتب ن روشيورلت و ساخت ا-ه روش استورمريپا

ن بخش نشان داده ين در ايمختلف اختصاص دارد. همچن
ت يخاص يساخته شده دارا يهاشود که روشيم

بخش  يج تئوريد نتاييتأ يو تقارن هستند. برا يهمتافتگ
 يعددج يساخته شده، نتا يهاو دقت روش يي، کارا۳

ل يمسا يآنها رو يوتريکامپ يساز ادهيحاصل از پ
 ۴در بخش  يمعروف از حرکت اجرام سماو يلتونيهام

 شود.يان ميب يريگجهينت ۵ارائه شده و در بخش 
  
  يعدد يهاو تقارن روش يهمتافتگ. ۲
  صورتبه يلتونيل هاميفرانسيک دستگاه معادلات دي

( , ),

( , ),
q

p

p H p q
q H p q
 






                                      )۱(  

  

]است که در آن  , , ..., ] d
dq q q q 1 2 

]افته، يم يمختصات تعم , ,..., ] d
dp p p p 1 2 

:افته و يم يتکانه تعم dH  2يلتونيتابع هام 
]دستگاه است. با فرض  , ]Ty p q ) را  )۱دستگاه

) يسيماترصورت توان بهيم )y J H y  1 
  نوشت که در آن 
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 ۱۱۱                                                                   ياجرام سماو ياضير يهامدل يبرخ يحل عدد يهمتافته و متقارن برا يعدد يهاروش
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0  

 ييهان دستگاهياست. چن dاز بعد  يس همانيماترdIو 
از آنها ثابت ماندن  يکيدارند که  ياخواص قابل ملاحظه

 يهادستگاه يدر طول بازه حل است، که برا Hتابع 
 يت اساسيکل است. خاص يبقاء انرژ يبه معن يکيمکان

معادله  tان يجر يها، همتافتگن دستگاهيگر ايد
)ه يبا شرط اول tل (جواب در لحظه يفرانسيد , )p q0 0 (

  شود:يف مير تعريصورت زبه يفهوم همتافتگاست. م
:ر يپذتابع مشتق: ۱تعريف  d dg  2 در  2

)نقطه  , ) dp q 2 شود هرگاه يده ميهمتافته نام
  ] ۲۴م [يداشته باش

( , ) ( , ) .Tg p q Jg p q J    
dدر حالت  1مساحت حفظ  يبه معن ي، همتافتگ

همتافته، حافظ مساحت هستند.  يهانگاشت يعنياست، 
d يبرا 1است  ين معنيک نگاشت بدي ي، همتافتگ

- فلد دويک منير يدار تصاوجهت يهاکه مجموع مساحت
)به صفحات  يفاز يدر فضا يبعد , )i ip q ،

, ,...,i d1 ر ييشت مورد نظر بدون تغ، تحت نگا2
  بماند.
دارند که با  يتيا خاصيپا يکيمکان يهان دستگاهيهمچن

ت يه بردار سرعت و حفظ موقعيعکس کردن جهت اول
شود، بلکه تنها جهت ير جواب عوض نميه، مسياول

ر يپذ، برگشتييهان دستگاهيشود. چنيحرکت عکس م
  هستند.

)ل يفرانسيمعادله د :۲تعريف  )y f y  ، -
  شود هرگاهيده مير ناميپذبرگشت

: ( ( )) ( ( )),y f y f y     
 ير در فضايپذمعکوس يک نگاشت خطي که در آن 

  ]. ۲۴ل است [يفرانسيمعادله د يفاز
 H يلتونيبا تابع هام يلتونيک دستگاه هاميمثال،  يبرا

)صادق در  , ) ( , )H p q H p q  ،ک دستگاه معادله ي
)ر با يپذبرگشت-ل يفرانسيد , ) ( , )p q p q   

 است.

ل يمسا يحل عدد يبا توجه به مباحث فوق، برا
 يعدد يها دنبال روشبه يستير، بايپذبرگشت يلتونيهام
و  يز خواص همتافتگين يم که جواب روش عدديباش

را داشته باشد. لازم به ذکر است که  يريپذبرگشت
 يچندگام يهان روشيد در بيهمتافته نبا يهاروش

ن يجستجو شود، چرا که ثابت شده است که ا يخط
توانند يبودنشان نم يت چندمقداريها به خاطر ماهروش
و  GLMsن يهمتافته باشند. همچن ييهاروش

SGLMs داشته  يک وروديش از يکه ب يز زمانين
همتافته باشند. اگرچه، با  ييهاتوانند روشيباشند، نم

  ، GLMs يبرا يهمفتافتگ-Gف مفهوم يتعر
، به عنوان يلتونيل هاميحل مسا يکارا برا ييهاروش

 نياند. همچنشده ي]، معرف۲۶] و [۲۵نمونه در مقالات [
ز ين SGLMs يهابه روش يهمفتافتگ-Gمفهوم 

ها در ن دسته روشياز ا ييهاع داده شده و روشيتوس
  ] ساخته شده است.۲۷مقاله [

) يگام-تک يروش عدد :۳ف يتعر )n h ny y 1 
ک دستگاه يکه آن به  يشود اگر وقتيده ميهمتافته نام

ک يجا همه hر اعمال شود، نگاشت هموا يلتونيهام
  ].۲۴نگاشت همتافته باشد [

 يدر جواب عدد يريپذحفظ رفتار برگشت ياما برا
  ت تقارن داشته باشد:يروش مورد نظر خاص يستيبا

) يگام-تک يروش عدد. ۴ف يتعر )n h ny y 1 
 ]۲۴شود هرگاه [يده ميمتقارن نام

.h h  
 1  

 يگام-ک روش تکيکند که اگر در يان ميب ۳ف يتعر
nyو  nyنقش  1  عوض شود وh  باh ن يگزيجا

-ابد، روش مورد نظر متقارن است. بهير نييشود و روش تغ
نکه يا يک شرط لازم برايتوان ثابت کرد که يم يراحت

هر ين است که برايکوتا متقارن باشد ا-ک روش رانگي
zم يمختلط داشته باش( ) ( )R z R z 1 که در ،

)آن  )R z کوتا است.-روش رانگ يداريتابع پا  
ح يصر يکوتا-گرفت که روش رانگجه يتوان نت يلذا م 

  متقارن وجود ندارد. 
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 يافراز شده، برا يکوتا-رانگ يهان روشياما در ب
  دستگاه  يعنير، يپذکيتفک يلتونيدستگاه هام

( ),
( ),

p f q
q g p






                                               )۲(  

 
ها، روش ن روشياز ا يکيدا کرد. يح پيتوان روش صريم

  صورت) به۱دستگاه ( يورلت است که برا-استورمر
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/ /
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ن روش (در هر دو يشود که ايشود. ملاحظه مينوشته م
 کيتفک يلتونيدستگاه هام يبرا ي)) وقت۴) و (۳صورت (

نه يکه از نظر هزح است يصر ي) اعمال شود، روش۲ر (يپذ
ها گر روشيسه با ديقابل توجه در مقا يتيمز يمحاسبات

  است. 
ن روش همتافته يشود که اينشان داده م يدر بخش بعد

  ها، ب روشيز است و با استفاده از مفهوم ترکين
که  ين روش از مراتب بالا به نحوياز ا ييهابيترک

اهند ز حفظ شود، ساخته خوين يت تقارن و همتافتگيخاص
 شد.
  
ه روش يبر پا يبيترک يهاساخت روش. ۳

  ورلت-استورمر
  ها، ب روشين بخش، با استفاده از مفهوم ترکيدر ا
ورلت ساخته -ه روش استورمريبر پا يبيترک يهاروش

دست به يشود، برايان ميکه ب يشوند. اگرچه رونديم
نجا ياز مرتبه دلخواه قابل اجراست، در ا يآوردن روش

 ياشوند. ابتدا گزارهيم يتا مرتبه هشت معرف ييهاروش
ها، ب روشيدهد ترکيجه ميشود که نتيان ميب

  کند.يرا حفظ م يهمتافتگ
  همتافته، همتافته است. يهاب روشيترک :۱گزاره 
متناظر با  يهانگاشت h2,و  h1,د يفرض کن اثبات:

م روش متناظر با يدهيمتافته باشند. نشان مدو روش ه
,نگاشت  ,h h h   2 همتافته است. با توجه به  1
  توان نوشتي، مh2,و  h1, يهانگاشت يهمتافتگ

, , , , , ,

, ,

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )
,

T
h h

T T
h h h h h h

T
h h

y J y

y y J y y

y J y
J

 

     

 

  

   

 



1 2 1 2 1 1
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  ■دهد.يجه ميرا نت hاشت نگ يکه همتافتگ

ب يترت) به۴و () ۳ورلت (-که روش استورمر يياز آنجا
  ک يلر همتافته از مرتبه يب روش اويترک

( , ),
( , ),

n n q n n

n n p n n

p p hH p q
q q hH p q

 

 

 
  

1 1

1 1
 

  اي
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q q hH p q
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1 1

1 1
 

  
همتافته  يلر همتافته، روشيبا خودش هستند، و روش او

ورلت -، روش استورمر۱جه بنا به گزاره يت]، در ن۲۴است [
افته در يهمتافته است. لذا با توجه به بحث انجام  يروش

 يمتقارن دارا يگام-نکه روش تکيو نظر به ا ۳بخش 
همتافته و  يورلت روش- مرتبه زوج است، روش استورمر

  متقارن از مرتبه دو است. 
به متقارن از مرت يهاساخت روش ي] برا۲۴ر از [يه زيقض

  د باشد:يار مفيتواند بسيدلخواه م
ک روش ينگاشت متناظر با  hد يفرض کن :۱ه يقض
pمتقارن از مرتبه  يگام- تک k داشته  باشد. اگر 2
  ميباش
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, ,k k       2 1 2 1
1 0 1 02 1 2 0       )۵(  

 
با نگاشت  يبيگاه روش ترکآن

h h h h       
1 0 1

متقارن و از مرتبه  يروش
p k 2   است. 2

- و در نظر گرفتن روش استورمر ۱ه يبا استفاده از قض
همتافته و متقارن  ي، که روشياهيورلت به عنوان روش پا

همتافته و متقارن از  يهاتوان روشياز مرتبه دو است، م
]د يمنظور، فرض کن نيا يمرتبه دلخواه ساخت. برا ]

h
2 

ن يورلت باشد. بنابرا-نگاشت متناظر با روش استورمر
]روش متناظر با نگاشت  ] [ ] [ ] [ ]

h a h a h a h     
1 0 1

4 2 2 2 
همتافته و متقارن از مرتبه چهار است که در آن  يروش

  از حل دستگاه a1و  a0 يقياعداد حق
, ,a a a a   3 3

1 0 1 02 1 2 0  
  مين دستگاه داريند که با حل ايآيدست مبه

( ) , .a a a   
1

13
1 0 12 2 1 2  

ن روش متناظر با نگاشت يهمچن
[ ] [ ] [ ] [ ]
h b h b h b h     

1 0 1

6 4 4 همتافته و متقارن از  يروش 4
از حل  b1و  b0 يقيمرتبه شش است که در آن اعداد حق

  دستگاه
, ,b b b b   5 5

1 0 1 02 1 2 0  
  مين دستگاه داريند که با حل ايآيدست مبه

( ) , .b b b   
1

15
1 0 12 2 1 2  

همتافته و متقارن از مرتبه هشت  ين روند، روشيبا ادامه ا
]با نگاشت  ] [ ] [ ] [ ]

h c h c h c h     
1 0 1

8 6 6 توان ساخت يرا م 6
  از حل دستگاه c1و  c0 يقيکه در آن اعداد حق

, ,c c c c   7 7
1 0 1 02 1 2 0  

  مين دستگاه داريند که با حل ايآيدست مبه

( ) , .c c c   
1

17
1 0 12 2 1 2  

همتافته و متقارن  يهام بود روشيب قادر خواهيترت نيبد
ل يمسا يکه برا يابرجسته يژگياز مرتبه دلخواه با و

جه يح و در نتيصر ييهار روشيپذکيتفک يلتونيهام
م. ين هستند، بسازييار پايبس ينه محاسباتيهز يدارا

 ين بخش را در بخش بعديساخته شده در ا يهاروش
اعمال کرده و  ياز اجرام سماو يلتونيل هاميمسا يرو

 شوند.يد مييآنها تأ ييکارا
  
  يج عددينتا. ۴

اخته شده در س يهاروش يج عددين بخش، نتايدر ا
چند مساله  يآنها رو يريحاصل از بکارگ ۳بخش 

ج، ين نتايشود. ايارائه م ياز اجرام سماو يلتونيهام
مربوط به  يلتونيل و حفظ تابع هامين مسايحل ا ييتوانا

  دهند. يهر مسأله در طول بازه حل را نشان م
منظومه  يرونيارات بيمسأله سن مسأله، يبه عنوان اول

اره ين مسأله حرکت پنج سيم. ايريگينظر م را در يشمس
، زحل، اورانوس، نپتون و پلوتون) نسبت به ي(مشتر
ن يل ايفرانسيکند. دستگاه معادله د يف ميد را توصيخورش

  يعنير، ينظ يلتونيتوان با تابع هاميمسأله را م

( , ) ,
i

i jT
i i

i i ji i j

m m
H p q p p G

m q q



  

 


 
5 5 1

0 1 0

1 1
2

 
)نجا يدست آورد. در ابه , )p q يربردارهاياز ز 

,i ip q 3به  يريگ اندازه ياند. واحدهال شدهيتشک
 im يهااند که: جرمن صورت در نظر گرفته شدهيا

د جرم واحد يکه خورش يطور د است بهينسبت به خورش
 يها در واحد نجومدارد، فاصله

[ . .] [ ]AU km1  ينيروز زم ند، زمانهست 149597870
G/برابر  ياست و ثابت گرانش   42 95912208286 10 

] ۲۴ه داده شده در [ير اولياست. محاسبات بر اساس مقاد
 ۰۰:۰۰ساعت  ۱۹۹۴است که متناظر با پنجم سپتامبر 

 است. 
در  ۳ساخته شده در بخش  يهان مسأله، روشيا يبرا
ل گام با طو ينيروز زم ۳۰۰۰۰۰ يک دوره زماني

h  در  يج عدديشوند. نتايم يسازادهيروز پ 300
دست آمده به ياند. مدارهانشان داه شده ۲و  ۱ يهاشکل

اند. رسم شده ۱در شکل  يعدد يهاارات با روشيس
 يشود، همتافتگيده ميد ن شکليطور که در اهمان
ا ن بيشود. همچنيها حفظ متوسط روش يفاز يفضا

از  H يلتونيدست آمده، انحراف تابع هامبه يج عددينتا
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  است که نشان  رسم شده ۲اش در شکل هيمقدار اول
را در  H يلتونيشده، تابع هام يمعرف يهادهد روشيم

  کنند.يطول بازه حل حفظ م

  

  
h.آن با  يها بيورلت و ترک-با روش استومر يمنظومه شمس يرونيات باريدست آمده سبه ي: مدارها۱شکل   300  

  

  
آن با  يهابيورلت و ترک-با روش استومر يمنظومه شمس يرونيارات بيمسأله س يلتوني: انحراف تابع هام۲شکل 

.h  300  
  

 Pleiadesه مسألم يريگيکه در نظر م يان مسألهيدوم
از هفت ستاره در صفحه با  يک سماويک مسأله مکاني(

imو اجرام  iyو  ixمختصات i ،, ,...,i  1 2 7 (
ک معادله ين مسأله، ير به ايل نظيفرانسياست. معادله د

صورتبه يبعد ۱۴ل مرتبه دو يفرانسيد
  ( ), ( ) , ( ) , ,q f q z z z z t        14 14

0 00 0 0 3 
  

]است که در آن  , ]Tq x y ،,x y 7  و 
 

( ) ( )( ) ( , ) ( , ), ( , )
T

f z f x y f x y f x y    
1 2

 ،( ) ( ), :f f 1 2 14 7 يها، با مولفه  

 

 

( )

( )

( )
( , ) ,

( ) ( )

( )
( , ) ,

( ) ( )

j j i
i

j i
i j i j

j j i
i

j i
i j i j

m x x
f x y

x x y y

m y y
f x y

x x y y








  




  





1
3

2 2 2

2
3

2 2 2
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,...,i  1 p. با در نظر گرفتن 7 q  دستگاه معادله ،
  يبعد ۲۸ر يپذکيتفک يلتونيل هاميفرانسيد

( ),
,

p f q
q p






 

tه در يط اوليشود. شرايحاصل م    صورت به 0

   ( ) , , , , , , , ( ) , , , , , , ,

( ) ( , , , , , / , / ) , ( ) ( , , , / , , , ) ,

T T

T T

x y

x y

      

    

0 3 3 1 3 2 2 2 0 3 3 2 00 4 4
0 000001 75 1 5 0 000 1 25 100

 

tبوده و جواب مرجع در   شده  داده ۱در جدول  3
  ]. ۲۸است [

  
  

t: جواب مرجع در ۱جدول    .Pleiadesمسأله  يبرا 3
/ ,x 1 0 3706139143970502  /  y  1 0 3943437585517392 10  
/  ,x 2 0 3237284092057233 10  /y   2 0 3271380973972550 10  

/  ,x   3 0 3222559032418324 10  /y  3 0 5225081843456543 10  
/ ,x 4 0 6597091455775310  /y   4 0 2590612434977470 10 
/ ,x 5 0 3425581707156584  /y  5 0 1198213693392275 10  
/ ,x 6 0 1562172101400631 10  /y  6 0 2429682344935824  

/ ,x  7 0 7003092922212495  /y  7 0 1091449240428980 10  
/ ,x  1 0 3417003806314313 10  /  y  1 0 3741244961234010 10  
/ ,x  2 0 1354584501625501 10  /y  2 0 3773459685750630  

/ ,x    3 0 2590065597810775 10  /y  3 0 9386858869551073  
/ ,x  4 0 2025053734714242 10  /y  4 0 3667922227200571 

/ ,x    5 0 1155815100160448 10  /y   5 0 3474046353808490  
/ ,x   6 0 8072988170223021  /y   6 23449154481809370 10  

/ ,x  7 0 5952396354208710  /y    7 0 1947020434263292 10  
  

  ]. ۲۸است [
 يلتونيک مسأله هامين مسأله ينکه ايبا توجه به ا

ساخته شده در بخش  يعدد يهار است، روشيپذکيتفک
ح خواهند بود که يصر ييهان مسأله روشيحل ا يبرا ۳
ها روش ينه محاسباتيهز يل توجهزان قابين امر به ميا

ج يدهد. نتاي) کاهش ميضمن يهاسه با روشيرا (در مقا
اند. گزارش شده ۳و  ۲ن مسأله در جداول يا يبرا يعدد

  ش مرتبه در يشود با افزايطور که ملاحظه مهمان
ز ي، دقت روش ن۳ساخته شده در بخش  يعدد يهاروش

ن يوم و پنجم اس يها ن در ستونيابد. همچنييش ميافزا
  از مرتبه روش که با فرمول ينيجداول، تخم

 /log ( ) ( ) ,h hp e T e T 2 2  

)شود (يمحاسبه م )he T دهنده نرم بردار خطا نشان
است)، گزارش شده  hبازه حل با طول گام  يدر انتها
صورت ا بهروش ر ييها مرتبه همگراستون نياست. ا

  کنند.يد مييتأ يعدد
  
  يريگجهينت. ۵

ورلت به -برجسته روش استورمر يهايژگيبا توجه به و
- رانگ يهاک روش مرتبه دو از خانواده روشيعنوان 

ن روش تا مرتبه يخاص از ا ييهابيکوتا افراز شده، ترک
 يتواند برايهشت ساخته شد (اگرچه روند ارائه شده م

کار برده ز بهيز مرتبه زوج دلخواه ندست آوردن روش ابه
ت يخاص يحاصل دارا يهاشود). نشان داده شد که روش
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ل يحل مسا يجه برايو تقارن هستند و در نت يهمتافتگ
 يهان برخلاف روشيمناسب هستند. همچن يلتونيهام

 يهاح باشند، روشيتوانند صريکوتا متقارن که نم-رانگ
  ر يپذکيتفک يلتونيل هاميمسا يساخته شده برا

نه محاسبات را ين امر هزيح هستند که ايصر ييهاروش

حاصل  يج عدديآورد. نتاين مييپا يصورت قابل توجهبه
، نشان ياز اجرام سماو يلتونيل هاميمسا يها رواز روش
بازه  يرو يلين مسايو قدرت آنها در حل چن يياز توانا

   بزرگ دارد.

  
 بازه حل. يدر انتها Pleiadesمسأله  يچهار برا به دو ومرت يهاروش يسراسر ي: خطا۲جدول 

 روش مرتبه دو روش مرتبه چهار
h  p  ( )he 3  p  ( )he 3  

 /  23 73 10   /  13 43 10  
310  

/3 51 /  33 27 10  /1 95  /  28 88 10  
 31 102  

/3 87  /  42 24 10  /1 99  /  22 24 10  
 31 104  

/3 96  /  51 44 10  /1 99  /  35 62 10  
 31 108  

  
 بازه حل. يدر انتها Pleiades مسأله يهشت برا مرتبه شش و يهاروش يسراسر ي: خطا۳جدول 

 روش مرتبه شش روش مرتبه هشت
h  p  ( )he 3  p  ( )he 3  

 /  21 50 10   /  22 23 10  
310  

/6 30 /  41 90 10  /4 98  /  47 06 10  
 31 102  

/7 50 /  61 05 10  /5 71 /  51 35 10  
 31 104  

/7 86  /  94 51 10  /5 93  /  72 22 10  
 31 108  
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