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 مقدمه - ۱
اي از جبر است که به بررسي خواص ها شاخهنظريه حلقه

  .پردازدآنها به عنوان يک ساختار مهم جبري مي
 از طرفي مطالعه ساختارهاي جبري با تکيه بر خواص

ها، يکي از موضوعات تحقيقاتي مورد علاقه گراف
حققين در چند دهه اخير است که منجر به اثبات نتايج م

اي بسيار جالب و همچنين طرح مسائل قابل ملاحظه
اند مقالات بسياري به چاپ رسيده .[7,12]گشته است

که در آنها گرافي خاص را به يک ساختار جبري مانند 
گروه يا حلقه نسبت داده و به کمک خواص آن گراف، 

هاي جبري آن ساختار د ويژگينتايج با ارزشي در مور
. هدف از معرفي [28 ,26 ,25 ,2 ,1]اندبدست آورده

ها، بکارگيري مفاهيم ترکيباتي براي درک بهتر اين گراف
ها است. اين ايده ارتباطي بين نظريه بحث مجرد حلقه

سازد که نتايجي براي اين گراف و نظريه حلقه برقرار مي
  .آورددو شاخه از رياضيات به بار مي

مفهوم گراف مقسوم عليه  ۱بک ۱۹۸۸اولين بار در سال 
وي تمام  .[13]صفر يک حلقه جابجايي را معرفي نمود

عناصر حلقه را به عنوان رئوس گراف در نظر گرفت که 
مجاورند اگر و تنها اگر  yو  xدر آن دو رأس متمايز 

0xy .  هدف اصلي او يافتن شرايط لازم و کافي
براي متناهي بودن عدد رنگي گراف مذکور بوده است. 

مطالعه بر روي عدد رنگي اين امه با اد ۳و نصير ۲اندرسون
، حدس وي در [6]گراف، با ارائه مثالي نشان دادند 

و رنگ آميزي درست  ايخصوص برابري اعداد خوشه
هاي نوتري منظم با تعداد را براي حلقه و آننبوده 

آل ماکسيمال به اثبات رساندند. اندرسون و متناهي ايده
که مجموعه  [8]گرافي را تعريف کردند ۴ليوينگستون

هاي غير صفر حلقههاي آن، مجموعه مقسوم عليهرأس
R ايز بوده و دو رأس متمx  وy مجاورند اگر و  از آن

0xyتنها اگر   اين گراف را گراف مقسوم عليه صفر .
)را با نماد ناميده و آن )R  نمايش دادند. ضمنا، ايشان

حلقه و خواص جبري هاي صفر هاي مقسوم عليهويژگي
 مورد بررسي قرار دادند. هاآنها را با استفاده از نظريه گراف

وجود رابطه بسيار نزديک ساختارهاي جبري يک حلقه با 
ها نسبت به اعضاي آن، موجب آلرفتار و خواص ايده

هاي آلهايي بامجموعه رئوس ايدهتعريف و معرفي گراف

ميم مجموعه حلقه شده است. بهبودي و راکعي با تع
)رئوس گراف  )Rهاي واقعي و ايده آل ، به مجموعه

، گراف جديدي تعريف کردند، که در آن دو Rغير بديهي
.مجاورند اگر و فقط اگر  Jو Iرأس ( )I J  

هاي وابسته ي تحقيق در باره گراف. در ادامه[14,15]
اند هاي مختلفي تعريف و معرفي شدهها، گرافبه حلقه

که هرکدام از منظري متفاوت به بررسي ساختارهاي 
 ,9 ,5 ,3].اندها پرداختهگراف ها و خواصجبري حلقه

10, 16, 17]   
  [4]در در مقاله حاضر، متمم گراف جديد معرفي شده

مورد مطالعه قرار گرفته و برخي خواص آن بويژه شرايط 
لازم براي همبندي و مسطح بودن آن بررسي و در نهايت 

  آيد. اي آن بدست ميکرانهايي براي عدد احاطه
٤    ٣    ٢    ١ 

 تعاريف و مفاهيم اوليه - ۲
در اين قسمت برخي تعاريف و مفاهيم اوليه و همچنين 

هاي بعدي مورد نتايجي از جبر جابجايي را كه در بخش
 Rگردد. در اين مقاله، شوند، بيان مي استفاده واقع مي

اي جابجايي و يكدار است كه حوزه صحيح نيست.  حلقه
 Rzd يهاي صفر حلقه ي مقسوم عليه مجموعهR

 يا يك زير Rعضوي از  Xاست. فرض كنيد
بصورت  Xباشد، پوچساز  Rاي از  مجموعه

 ( )r R rX    تعريف و با نماد Ann R X 
شود. توجه شود که  نمايش داده مي AnnR X  يک

را يک Rاز حلقه  Iاست. ايده آل Rآل حلقه ايده
آل پوچ شونده گويند هرگاه ايده Ann ( )R I   .

را با نماد Rهاي غيرصفر پوچ شوندهآل مجموعه ايده
*A ( )Rدهند.نشان مي  

فرض كنيد  ,G V E  يك گراف ساده با مجموعه
رأسي  V V G  و مجموعه يالي E E G 

)از  uو vباشد. دو رأس )V G  را مجاور گويند هرگاه
v وu دو انتهاي يك يال ازG باشند. براي هر رأس
v  از( )V G مجموعه، تعداد اعضاي

                                                
1-Beck 
2-Anderson 
3-Naseer 
4-Livingston 
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 ۱۰۱                                                                             گر متمم يك گراف جديد وابسته به يك حلقه جابجايي برخي خواص و عدد احاطه
 

   

 ( ) ( )u V G uv E G   را باdegG ( )v 
نامند. نمادهاي  vي رأس را درجه نمايش داده و آن

, و   n n nK C P  به ترتيب براي نمايش مسير، دور و
را  Gشوند. گراف  رأسي بكار برده مي nگراف كامل 

هاي  يك گراف دوبخشي گويند در صورتي كه بتوان رأس
افراز كرد به  WوUي ناتهي آن را به دو زير مجموعه

و  Uداراي يك نقطه انتهايي در Gطوري كه هر يال 
را  WوUهاي باشد. مجموعه Wيك نقطه انتهايي در 

گويند. يك گراف دو بخشي را  مي Gبخشهاي گراف 
از يك  دوبخشي كامل گويند در صورتي كه هر رأس

هاي بخش ديگر مجاور باشد. يك  بخش با تمام رأس
وmهاي آن ي بخش گراف دو بخشي كامل را كه اندازه

n  باشد با,m nK دهند. متمم گراف  نمايش ميG  كه
شود، گرافي است که  نمايش داده مي Gبا نماد 

هاي گراف هاي آن، همان مجموعه رأسمجموعه رأس
G بوده و دو رأسv وu  درG  مجاورند اگر و فقط در
G  مجاور نباشند. گراف مسطح گرافي است که بتوان

هايش آن را در يك صفحه طوري رسم نمود كه يال
ها قطع كنند. گرافي كه بدين  همديگر را فقط در رأس

ترتيب در صفحه رسم گردد يک گراف مسطح شده در 
شود. شرط لازم و کافي براي مسطح  صفحه ناميده مي

) بيان شده ۱۹۳۰( ۱كوراتووسكي بودن يک گراف توسط
 G) گراف ۱۵۳] صفحه 23است. وي نشان داد که ([

مسطح است اگر و فقط اگر شامل هيچ زير تقسيمي از 
  نباشد. 3,3Kيا ۵Kهاي گراف

  
)از  Dي زيرمجموعه. ۱,۲تعريف )V G  را يك
گويند هرگاه هر رأس از  Gگر براي احاطه ۀمجموع

 V G D  با رأسي ازD گر، مجاور باشد. عدد احاطه
)G(گر  هاي احاطه ي مجموعه ، كمترين اندازهG 

  است.
گري، اين موضوع مورد ليل کاربردهاي مفهوم احاطهبد

توجه محققين مختلف قرار گرفته و مقالات زيادي در اين 
هايي از اين تحقيقات در است. بخش زمينه چاپ شده

  ] گردآوري شده است.۱۹مرجع [

آل ايده را يكRي از حلقه Pآل اول ايده .۲,۲تعريف 
 xگويند هرگاه به ازاي عنصر غير صفر Rياول وابسته

R ،از Ann. RP x  
نمادهاي  RMax ، RAss و RMin  به

هاي ماکسيمال، آل ترتيب براي نمايش مجموعه ايده
هاي اول مينيمال بكار آلهاي اول وابسته و ايدهآلايده
  روند. مي
  

را يك  Rي  از حلقه Pآل اول ايده. ۳,۲تعريف 
اول ماکسيمال N-آل  ايده   گويند هرگاه

( )P zd R  وP  نسبت به رابطه شمول ماکسيمال
  [20].باشد 

)عضو دلخواهي از xفرض كنيد  .۴,۲قضيه  )Rzd 
اول ماکسيمال  N-آل  باشد، در اينصورت ايده  

x.وجود دارد كه P مانند  P  
  .۱قضيه  [22]مراجعه شود به برهان: 

اگر . ۲,۵ نتيجه  A
P 

  ي ي همه مجموعه 
اول ماکسيمال N-هاي آل ايده  در حلقهR ،باشد 

)آنگاه  ) AR P  zdهمچنين .R آل  داراي ايده
-N اول ماکسيمال منحصر بفرد است اگر و فقط اگر

( )R zdآلي از ايدهR  .باشد  
nilنمادهاي ( )R ، RJ  وdim ( )R  بترتيب براي

  ي  نمايش مجموعه عناصر پوچتوان، اشتراك همه
شود.  بكار برده مي Rهاي ماکسيمال و بعد كرولآل ايده

nilگاهرا كاهشي گويند هر Rي حلقه ( ) ( )R   .  
٥  

 - ي منظم ونرا يك حلقه Rي حلقه .۶,۲تعريف 
۲نئومن

 y، عضوي چون Rازxگويند هرگاه به ازاي هر ٦
2xموجود باشد بطوريكه Rاز x y.  

نئومن است اگر  -ي منظم ونيك حلقهR. ۲,۷گزاره 
dimكاهشي بوده وRو فقط اگر ( )R   .  

  

                                                
1-Kuratowski 
2-Von-Neumann regular 
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 d(۱۶، تمرين ([18]مراجعه شود به برهان: 
  .۱۱۱صفحه

  
آل اصلي  را يك حلقه ايده Rي حلقه. ۲,۸تعريف 

فقط  Rآل آن اصلي بوده و خاص گويند هرگاه هر ايده
آل  آل اول داشته باشد. به اختصار حلقه ايده يك ايده

  دهند. نمايش مي SPIRاصلي خاص را با نماد 
  
*برخي خواص  - ۳

R  
به   ، يك گراف غيرجهت دار و ساده]۴[عليلو و همكاران 

*،Rيك حلقه جابجايي و يكدار
Rاند كه  ، نسبت داده

است و دو  Rهاي غيربديهيآل مجموعه رئوس آن، ايده
 از آن مجاورند هرگاه Jو  Iرأس متمايز 

Ann ( ) ( )RI J    ياAnn ( ) ( )RJ I   .  
اول  -Nهاي آل در اين بخش، ارتباط بين تعداد ايده

)ماکسيمال  )  در حلقهR  و عدم وجود رأس منفرد در
*گراف 

R گردد. بررسي مي  
  
آل  ايده Iيك حلقه و  Rفرض كنيد  .۱,۳ذكرت

)غيربديهي از آن باشد. اگر  )R I  Ann  آنگاهI  يك
*رأس منفرد در 

R .است  
  

آل  داراي حداقل دو ايده Rي اگر حلقه. ۲,۳تذكر 
*ده و غيربديهي بو

R  داري رأس منفرد نباشد، آنگاه به
  داريم: Rاز  Iآل غيربديهي  ازاي هر ايده

  ( )R I   Ann. 
  

يك كاهشي و داراي حداقل  Rفرض كنيد  .۳,۳گزاره 
آل غيربديهي است. در اين صورت گزاره هاي زير  دو ايده
  معادلند:

*الف) 
R .فاقد رأس منفرد است  

  داراي پوچساز غيرصفر است. Rآل غيربديهي  ب) هر ايده
*اگربرهان. 

R  فاقد رأس منفرد باشد آنگاه از تذکر
داراي  Rآل غيربديهي شود که هر ايدهنتيجه مي ۳,۲

يك رأس  I پوچساز غيرصفر است. بالعکس فرض کنيد

*منفرد از 
R  باشد. طبق فرض داريم  ( )R I  

Ann در نتيجه عضوي مانند .a از( )R    وجود
)دارد بطوريكه  )aI   حال فرض كنيد .( )J a .

يك رأس منفرد است، نتيجه مي شود  Iچون
Ann ( ) Ann ( )R RI J  يا.Ann ( ) Ann ( )R RJ I 

)فرض كنيد  )R JAnn ( )R I Ann با توجه به .
.اينكه ( )I J   شودنتيجه ميAnn ( )R I J   و

2کند که اين ايجاب مي ( )J   چون .R  کاهشي
)است پس  )J    كه يك تناقض است. حال اگر

( )R IAnn ( )R J Ann  آنگاه به طريق مشابه
*رو شود. از اينيک تناقض حاصل مي

R  داراي رأس
  منفرد نيست. 

  
ي كاهشي و يك حلقه Rفرض كنيد . ۴,۳لم

2 1, , ,nP P P هاي آل همه ايده-N  اول ماکسيمال
( )  ۲باشند كه در آنn  اگر .*

R  داراي رأس
1د آنگاه منفرد نباش ( )n

i iP  .  
*فرض كنيد  برهان.

R  داراي رأس منفرد نباشد. بنابر
داراي پوچساز غيرصفر  Rل غيربديهي  آهر ايده ۳,۲تذكر 

]است. پس به ازاي هر  ]i n،ia اي در{ }R  
)موجود است بطوريكه )i iPa   شود به  . ادعا مي

]از  jو  iازاي هر دو عضو متمايز  ]n ،i ja a   .
]دو عضو متمايز از  jو  iفرض كنيد چنين نباشد و  ]n 

iباشندکه ja a  چون .Ann ( )i R iP a   و
Ann ( )j R jP a وiP  وjP آل  هر دو ايدهN –  اول

)ماکسيمال  ) شود که نتيجه مي هستند
=Ann ( )i R iP a  وAnn ( )j R jP a.  چونR 

i,ي كاهشي است پس حلقه j i ja a P P  بسادگي .
Annشود كه  ديده مي ( ) Ann ( ) Ann ( )R j R i j R ia aa a 

iاز اينرو  jP P  كه يك تناقض است. بنابراين به ازاي
از  jو iهر دو عضو متمايز  n . i ja a    اينکه از

i ia P ،شود نتيجه مي[ ] { }. i j n i ja P   چون

1zd( ) n
i iR P   1لذا zd( )n

i ia R  حال اگر .
x  1عضو دلخواهي از

n
i iP  باشد، آنگاه
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 ۱۰۳                                                                             گر متمم يك گراف جديد وابسته به يك حلقه جابجايي برخي خواص و عدد احاطه
 

   

1( )n
i ix a   بنابراين ،x    و اين برهان را

   كند. تمام مي
  

 Pي كاهشي و يك حلقه Rفرض كنيد  .۵,۳تذكر 
باشد. در  )(اول ماکسيمال  Nآل  تنها ايده
Annاينصورت  ( ) ( )R P   و بويژهP  يك رأس

*منفرد 
R .است  
Annفرض كنيد  برهان: ( ). Rr P  چون

zd( )R P  نتيجه مي شود. ( )r P   و چونR 
اين بنابر. rكاهشي است خواهيم داشت 

Ann ( ) ( )R P   . ۳,۲بنابر تذكر ،P  يك رأس
*منفرد 

R است.  
  

*فرض كنيد  .۶,۳لم 
R  داراي رأس منفرد نباشد. در

)اول ماکسيمال  -Nآل  اينصورت هر ايده )  يك
  آل ماکسيمال است. ايده

اول ماکسيمال  N-آل  يك ايده Pفرض كنيد  برهان.
( ) آل ماکسيمالي مانند  باشد. در اين صورت ايدهM 

P.موجود است بطوريكه  M  داريم ۳,۲بنابر تذكر
 Ann ( )R M   پس .zd( )M R تعريف  از

)اول ماکسيمال N-آل  ايده )  نتيجه ميشود.P M  
  

ي كاهشي با تعداد يك حلقه Rكنيد  فرض .۷,۳قضيه
)اول ماکسيمال  N-آل  متناهي ايده )  باشد. در

  هاي زير معادلند:اينصورت گزاره
* الف)

R .فاقد رأس منفرد است  
nFFRب)   1  ۲كه در آنn   و براي هر
[ ]i n ،iF .يک ميدان است  

(ب) فرض كنيد (الف) برهان. nPPP ,...,, 21 
)اول ماکسيمال N-هاي آل مجموعه همه ايده )  .باشد

1 .۴,۳بنابر لم  ( )n
i iP   هر  .۶,۳م و بنابر لiP 

ي آل ماکسيمال است. پس بنابر قضيه باقيمانده يك ايده
1) ۱. ۱1] گزاره 11چيني ([ nR R P R P   

]كه در آن براي هر ]i n ،iR P .يك ميدان است  
1(لف) چون (ب) nR F F  آل  . پس هر ايده  

  داراي پوچساز غيرصفر است. حال حکم  Rغيربديهي از 

  

  شود.، نتيجه مي۳,۳از گزاره 
  

 Pي غيركاهشي ويك حلقه Rفرض كنيد  .۸,۳گزاره 
)اول ماکسيمال N-آل تنها ايده )  باشد. در اينصورت

  زير معادلند: هايگزاره
* الف)

R .همبند است  
ب)  ,R P  يك حلقهSRIP 2است و. ( )P     

آل  داراي ايده Rشود (ب) ثابت مي(الف) برهان.
آل  يك ايده Iنيست. فرض كنيد  Pغيربديهي غير از 

*باشد. چون  Rدر  Pايز از غيربديهي متم
R  همبند

 Pموجود است که با  Pمتمايز از  Jاست پس رأسي مانند 
 ۳,۲تذكر  بنابر مجاور است. از سوي ديگر

 Ann ( )R J  و در نتيجه zd( ) =J R P از .
Annاينرو  ( ) Ann ( )R RP Jقض است. ، كه يك تنا

 Rاست. چون  Rآل غيربديهي  تنها ايده Pبنابر اين 
موجود است  Rاز  xغيركاهشي است پس عنصر غيرصفر 

2xبطوريكه   در نتيجه ، x آل  يك ايده
است. پس  Rغيربديهي  P x  2و. ( )P     

است و  Rآل غيربديهي  تنها ايده P(لف) بوضوح (ب)
  .ستادر نتيجه حكم برقرار 

  
آل غيربديهي با  دو ايده Jو  Iفرض كنيد . ۹,۳تذكر 

باشند. اگر  Rپوچسازهاي غيرصفر از حلقه 
  (Ann )R I J   آنگاه دو رأسI  وJ  در*

R 
  مجاورند.

  
1فرض كنيد . ۱۰,۳لم  2 nR R R R     كه

۲nدر آن   و به ازاي هر ،i  از[ ]n  ، ,i iR M
 Riآل غيربديهي  ي شبه موضعي بوده و هر ايدهحلقه

*رصفر است. در اينصورت داراي پوچساز غي
R  داراي

  رأس منفرد نيست.
1فرض كنيد  برهان. 2 nI I I I     يك

 باشد. دو حالت زير در نظر گرفته Rآل غيربديهي از  ايده
  شود. مي

) J فرض كنيد  حالت اول: )I R .  
1چون  2J( ) nR M M M    پس براي هر ،i  از  
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 n، i iI M چون .I آل غيرصفر است، لذا به  ايده
اي از iازاي  n، ( )iI 


. رو  از اين

 Ann
iR iI 

iRل غيربديهي از آيك ايده  
است. اگر 

]از jازاي هر ] { }n i  ،( )jI  آنگاه با فرض 
( ) ( ) ( ) ( )jJ R             به وضوح

Annشود كه  ديده مي ( ) Ann ( )R RI J  و
.Ann ( ) Ann ( )R RJ I  بنابراينI  وJ  در*

R 
]اي از  tاورند. حال فرض كنيد به ازاي مج ] { }n i  ،
( )tI    قرار دهيد( ) ( ) ( ) ( ). iJ R      


      

I(Ann)J(Ann(شود كه به آساني ديده مي RR  و
Ann ( ) Ann ( )R RI J در نتيجه .I  وJ در*

R 
  يك رأس منفرد نيست. Iس مجاورند. پ

  
)Jحالت دوم:  )I Rآل  . در اينصورت ايده

وجود دارد بطوريكه  Rدر  Mماکسيمالي مانند 
I M لذا .I M R  کند که و اين ايجاب مي

  )Ann (. R I M    آل  چون هر دو ايدهI  وM  از
R دو  ۳,۹اراي پوچساز غيرصفر هستند، بنابر تذكر د

*در  Mو  Iآل  ايده
R مجاورند.  

 
ي غير کاهشي ويک حلقه Rفرض کنيد  .۱۱,۳قضيه 

2 1,..., ,nP P P آلهاي  همه ايده-N  اول ماکسيمال
( )  ۲باشند كه در آنn  1. فرض كنيد

n
i iP 

  هاي زير معادلند:پوچتوان است. در اينصورت گزاره
*الف) 

R .فاقد رأس منفرد است  
داراي پوچساز غيرصفر است  Rآل غيربديهي  ب) هر ايده

و  1 2Max( ) , , ...,. nR P P P  
آل  هر ايده ۳,۲(ب): بنابر تذكر (لف)برهان. 
.۶,۳لم  وبنابر پوچساز غيرصفر است داراي Rغيربديهي 

 1 2, , ..., Max( )nP P P R حال فرض كنيد .M 
باشد. چون  Rآل ماکسيمال دلخواه  يك ايده

 .Ann ( )MR    1لذا. zd( ) n
iM R Pi   

] 11آلهاي اول ([ در نتيجه بنابر قضيه اجتناب از ايده
],اي از  i) به ازاي ۱ .۱۱گزاره  ]iM P nبنابراين .

. iM Pپس 1 2Max( ) , , ..., nR P P P  و اين
  كند. برهان را تمام مي

(الف): فرض كنيد به ازاي هر (ب)
Ann ( ) { }, [ ]i R ia P i n   در اين صورت ،

( )i ia P   و لذاAnn ( ) ( )R ia   چون .
Ann ( )i R iP a شود که نتيجه مي

Ann ( ). R i ia P  1چونJ( ) n

i iR P


   وR 
،ℕاي از kبنابر اين به ازاي  كاهشي نيست

 J ( )kR  شود كه به  . همچنين به آساني معلوم مي
]از  jو  i ازاي هر دو عضو متمايز ]n،. k k

i jP P R  
1از اينرو  1 ( )n k n k

i i i iP P
 

    پس بنابر قضيه .
1باقيمانده چيني 

k k
nR R P R P    كه در آن

,براي هر  [ ]k
iR P i n ي موضعي با يک حلقه

kماکسيمال   آل ايده
i iP P  است. حال حکم از لم

   شود.حاصل مي .۱۰,۳
  

يك حلقه غيركاهشي  Rفرض كنيد . ۱۲,۳نتيجه 
*آرتيني غيرموضعي باشد. در اينصورت 

R  داراي رأس
  منفرد نيست.

داراي تعداد  R]، ۱1از [  ۸. ۳بنابر گزاره  برهان.
2آل ماکسيمال مانند  متناهي ايده 1, ..., ,nM M M  است

۲nكه در آن  چون .R   آرتيني است پس
   Max Ass. R R  در نتيجه براي هر, [ ]i n 

موجود است بطوريكه  Rاي در ixعضو 
Ann ( )i R iM x.  

2بنابراين 1, ...., ,nM M M آلهاي  ي ايده همه-N  اول
)ماکسيمال ) هستند. از سوي ديگر، چون

1J( ) nil( )n

i iR M R


  پسk اي درℕ  موجود
۲kاست بطوريكه    وJ( ) ( )kR   در نتيجه بنابر .

    الف) حكم برقرار است.(ب ۳,۱۱قضيه 
ي غيركاهشي آرتيني يک حلقه Rاگر  .۱۳,۳تذكر 

*باشد، آنگاه  Mآل ماکسيمال  موضعي با ايده
R  همبند

بوده و  SPIRيك حلقه  Rاگر  است اگر و فقط
2 ( ).M     
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 ۱۰۵                                                                             گر متمم يك گراف جديد وابسته به يك حلقه جابجايي برخي خواص و عدد احاطه
 

   

  شود. نتيجه مي ۳,۸حكم بسادگي از گزاره  برهان:
  

*مسطح بودن  - ۴
R  

، شرايط لازم Rي در اين بخش با توجه به خواص حلقه
*و کافي براي مسطح بودن 

R گردد. ابتدا لم بررسي مي
هاي تجزيه پذير به حداقل  چهار حلقه، ير براي حلقهز

  شود.بيان مي
  

1فرض کنيد  .۴,۱لم  2 nR R R R    ،۴
n  براي هر وi  از[ ]n ،Ri ي جابجايي و يكدار  حلقه

*است. در اين صورت 
R .مسطح نيست  

۵nاگر  .برهان  آنگاه زيرگراف القايي توسط،
  مجموعه رئوس 

1 3 4 5 1 3

5 1 3 4 5 2

1 2 4 5 2

3 4 5

{ ( ) , ( ) ( )

, ( ) , ( ) ( )

( ) ( ), ( ) , ( )

}

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R

R R R

      

      

      

  

  

  

   
  

 هايبا بخش 3,3Kشامل 

1 3 4 5 1 3

5 1 3 4 5

{ ( ) , ( ) ( )

, ( ) }

R R R R R R

R R R R R

      

    

  


 

 و

2 1 2

4 5 2 3 4 5

{( ) ( ) ( ) ( ), ( )

, ( ) }

R R R
R R R R R R
     

     

    


 

* )،۲۴۶حه ] صف29([ ۶. ۲. ۱است. لذا بنابر گزاره 
R 

  مسطح نيست.  
. در اين صورت زير گراف القايي n=۴حال فرض کنيد 

  توسط مجموعه رئوس

 

1 2 1 3

2 3 2 4

3 4

{ ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ) , ( ) ( )

}

R R R R

R R R R

R R

      

      



    

      

5K صفحه 29([ ۶. ۲. ۱است. در نتيجه بنابرگزاره [
۲۴۶ (*

R  .مسطح نيست  
  

1فرض كنيد  .۲,۴لم  2 nR F F F   ،  
  

۲n   براي هر و, [ ]iF i n  .در اين ميدان است
*صورت 

R  ۲مسطح است اگر و فقط اگرm  يا  
۳.m    

۲mاگر برهان.   ۳يا,mآنگاه*
2R K   يا

*
6R C   .كه هر دو گراف مسطح هستند  

*بعكس اگر 
R  ۱,۴مسطح باشد، آنگاه بنابر لم.  

۳m ۲ کم برقرار استو ح.  
  

زيرگراف  Hيك حلقه و  Rفرض كنيد  .۳,۴تبصره 
*القايي از 

R توسط مجموعه رئوس*A ( )R .باشد
هايي كه پوچساز آنها صفر است رئوس منفرد چون رأس

*هستند، پس 
R رگراف از اتحاد زيH  هاي رأسو

*منفرد تشكيل شده است. لذا 
R  مسطح است اگر و

مسطح باشد. در نتيجه بدون اينكه خللي به  Hفقط اگر 
هاي لازم و كليت مسئله وارد شود، براي يافتن شرط

*كافي براي مسطح بودن 
R آل  كنيد هر ايده ، فرض

  داراي پوچساز غيرصفر است. Rغيربديهي 
  

ي كاهشي با يك حلقه Rفرض كنيد  .۴,۴قضيه 
)اول ماکسيمال  -Nآل حداقل دو ايده )  باشد. اگرR 

)اول ماکسيمال  N-آل  داراي تعداد متناهي ايده ) 
*باشد. آنگاه 

R اگر و فقط اگر  مسطح است

1 2R F F   1يا 2 3R F F F    كه در آنiFها 
  ميدان هستند.

*فرض كنيد  برهان.
R  ۴,۳مسطح باشد. بنابر تبصره 

شود مي بدون اينكه خللي به كليت مسئله وارد شود فرض
، غيرصفر است. فرض Rآل غيربديهي  هكه پوچساز هر ايد

كنيد 1 2, ,..., nP P P هاي آل مجموعه همه ايده-N 
)اول ماکسيمال  )  باشد. چونR  كاهشي است پس

*، ۳,۳بنابر گزاره 
R  فاقد رأس منفرد است و بنابر لم

)اول ماکسيمال N-آل  هر ايده. ۶,۳ ) آل  يك ايده
كه  jو  iباشد. لذا به ازاي هر  مي Rماکسيمال 

1 ,i j n  وi j  :داريمi jP P R   و

1 ( )n
i iP   ،بنابر قضيه باقيمانده چيني .

1 nR R P R P   ي هر كه در آن براi  از
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[ ]n ،iR P  يك ميدان است. چون*
R  مسطح است

۳nشود که نتيجه مي. ۴,۲از لم  ۲  و برهان تمام
 است. 

  .حكم برقرار است .۲,۴برعكس: بنابرلم 
  

 - ون ي منظميك حلقهRفرض كنيد  .۵,۴قضيه 
*نئومن باشد. در اينصورت 

R  مسطح است اگر و فقط
*اگر 

2 6R K C  .  
*فرض كنيد  برهان.

R  يك گراف مسطح باشد. با
بدون اينكه خللي به كليت مسئله وارد  ۴,۳توجه به تبصره

*شود، فرض كنيد 
R  فاقد رأس منفرد باشد. بنابر تذكر

داراي پوچساز غيرصفر  Rآل غيربديهي  ، هر ايده۳,۲
باشد. در  Rآل اول  يك ايده Pاست. فرض كنيد 

اينصورت  Ann ( )R P    و لذا عضوي چون
{ }x R    موجود است بطوريكهAnn ( ). RP x 

] داريم 21[ ۵از طرف ديگر بنابر ملاحظه صفحه 
 dim. R    پسP آل ماکسيمال  يك ايدهR  .است
Annدر نتيجه  ( )RP x همچنين از اينكه .R  حلقه
كه در  x=u.eتوان نوشت نئومن است مي -منظم ون

است. بسادگي ديده  Rعضو خود توان  eيكال و  uآن 
.شود كه  مي 1P e    در نتيجهP آل  يك ايده

] 27است. پس بنابر قضيه كوهن ([ Rمتناهي مولد از 
نوتري است. از اينرو  R)، ۸. ۱۲قضيه 

   Ass MaxR R وMax( )R   بنابر .
1]، ۱۸[ ۱۱۲صفحه  ۲۲تمرين  nR F F    كه
,در آن  Max( )n R  خواهيم داشت  .۲,۴و بنابرلم

۳n ۲ در نتيجه .*
2 6R K C  .  

  .بر عكس قضيه واضح است
  
*اي  عدد احاطه - ۵

R  
 اي متمم گراف  در اين قسمت، ضمن بررسي عدد احاطه

 

*
Rهاي نوتري كاهش  شود كه در حلقه، نشان داده مي

  يافته، اين عدد حداكثر چهار و حداقل دو است.
  

1فرض كنيد . ۵,۱لم  2R R R   كه در آن حداقل  
  

*ها ميدان نبوده و Riيكي از 
R  داراي رأس منفرد

)γ*۲نيست. در اينصورت  )R .  
شود كه ابتدا نشان داده مي برهان.

 1 2( ) , ( )R R   گر براي  يك مجموعه احاطه
*
R  است. فرض كنيدI J آل غيربديهي از  يك ايده
R بوده و 1 2( ), ( )I J R R     اين .

  اي زير باشد:هيکي از حالت تواند به صورتآل مي ايده
  

 1Rهاي غيربديهي از آل بترتيب ايده Jو  I حالت اول:
  هستند.  2Rو 

*چون 
R  فاقد رأس منفرد است پس

Ann ( ) ( )R I J   در نتيجه .
1

Ann ( ) ( )R I   
يا 

2
Ann ( ) ( )R J  كليت  . بدون از دست دادن

مسئله، فرض كنيد 
1

Ann ( ) ( )R I  :در اينصورت .  

1 2Ann ( ) Ann( ( )) ( )R I J R R      و 

1.Ann ( ( )) Ann ( )R RR I J     
Iنتيجه  در J  1با رأس ( )R    مجاور است. حال

اگر 
2

Ann ( ) ( )R J  اه به طريق مشابه ثابت ، آنگ
Iشود كه  مي J  2با رأس( ) R .مجاور است  
  

1I حالت دوم: R  وJ ۲آل غيربديهي از   يك ايدهR 
Iشود كه  بسادگي ثابت مي است. J  با رأس

2( ) R 2مجاور است. همچنين اگرJ R  وI  يك
Iباشد، آنگاه ۱Rل غيربديهي  آايده J   با رأس

1 ( )R   .مجاور است  
  

)حالت سوم: )J    وI ۱آل غيربديهي  يك ايدهR 
  است.

Iدر اينصورت  J  2با رأس( ) R  مجاور است و
)اگر  )I    وJ ۲آل غيربديهي  ايدهR  باشد، آنگاه

I J  1با رأس ( )R    مجاور است. در نتيجه
 1 2( ) , ( )R R   گر براي  عه احاطهيك مجمو

*
R  ۲است. پس*γ( )R  شود مي. حال نشان داده
۲*γ( )R فرض كنيد چنين نباشد، پس .  
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۱*γ( )R  در اينصورت رأسي مانند .I J  از
*
R ت كه با هر رأس موجود اس*

R مجاور است. لذا
I J  در*

R  يك رأس منفرد است كه در تناقض با
)γ*۲باشد. بنابراين  ] مي۴از [ ۴قضيه  )R  .  

  
يك حلقه آرتيني غيرموضعي باشد.  Rاگر  .۲,۵نتيجه 

)γ*۲ آنگاه )R .  
ي كاهشي بوده  و يك حلقه Rفرض كنيد . ۳,۵نتيجه 

)اول ماکسيمال  -Nآل  داراي تعداد متناهي ايده ) 
*است. اگر 

R  ۲داراي رأس منفرد نباشد. آنگاه
*γ( )R .  

ب) (الف ۳,۷بنابر قضيه  برهان.
1 nR F F    ۲كه در آنn   و براي هرi  از

[ ]n ،Fi  ۲ .۱,۵يک ميدان است در نتيجه بنابرلم
*γ( )R .  

  
كاهشي و  ييك حلقه Rفرض كنيد . ۴,۵نتيجه 

*نوتري بوده و 
R  داراي رأس منفرد نباشد. در اينصورت

۲*γ( )R .  
داراي تعداد متناهي  Rنوتري است پس  R. چون برهان

2آل اول وابسته  ايده 1,..., ,nP P P  است. لذا

1zd( ) n
i iR P  حال فرض كنيد .P آل يك ايده  

-N اول ماکسيمال( )  باشد. چونzd( )P R از ،
به شود که هاي اول نتيجه ميآل قضيه اجتناب از ايده

]ازاي  ]i n،iP P از اينرو .iP P بنابراين .
)اول ماکسيمال  N-آل  هر ايده ) آل اول  يك ايده
  آل داراي تعداد متناهي ايده Rاست پس  Rي  وابسته

–N اول ماکسيمال( )  ۲ ،۵,۳است. لذا بنابر نتيجه
γ( )R .  

  
   Sآل متناهي مولد و  يك ايده Iفرض كنيد  .۵,۵تذكر 

  

باشد بطوريكه  Rيك زير مجموعه بسته ضربي از حلقه 
zd( ).S R    
Annدر اينصورت ( ) ( )R I   اگر و فقط اگر

1

1Ann ( ) ( )
S R

S I

  .  

است پس  Rآل متناهي مولد از  يك ايده Iچون  برهان.
1

1 1Ann ( ) (Ann ( ))RS R
S I S I

  از طرف ديگر .
)zdچون  )S R    لذا( )J    اگر و فقط اگر

1 ( )S J   دهد.   و اين هم حكم را نتيجه مي  
  

يك  Sوتري و ي نيك حلقه Rفرض كنيد  .۶,۵قضيه 
زيرمجموعه بسته ضربي از آن باشد بطوريكه 

zd( )S R   اگر .*
R  داراي رأس منفرد نباشد

  آنگاه
. 1 1

* * *γ( ) γ( ) 2γ( )RS R S R       
)γ*يك  Eفرض كنيد  برهان. )R-  ،مجموعه

 1D S I I E   وJ  يك رأس دلخواه از

1
*( )S RV D  آلي مانند  باشد. در اين صورت ايدهI 

1Jموجود است بطوريكه Rاز  S I ،I E و
 Ann ( ). R I   داريم:  ۵,۵درنتيجه بنابر تذكر

1
1Ann ( ) ( )S R S I

   از طرف ديگر چون .E  يك
*گر براي  مجموعه احاطه

R  است پسI  با رأسي ازE 
  مجاور است. در نتيجه Jمانند 

          Ann ( ) Ann ( )R RJ I و    
          Ann ( ) Ann ( )R RI J . 

1رو  از اين 1

1 1Ann ( ) Ann ( )
S R S R

S I S J 

  و  

1 1

1 1Ann ( ) Ann ( ).
S R S R

S J S I 

  
Jچون  E 1پسS J D  .بنابراينD  يك

1گر براي  مجموعه احاطه
*
S R  است. در نتيجه

1
* *γ( ) γ( )RS R  .  
گر براي  يك مجموعه احاطهDحال فرض كنيد

1
*
S R باشد. فرض کنيدE هايي  آل عه ايدهمجمو
1Sباشد كه  Rاز  Iچون  I D   و همچنين شامل

*از  Iهاي رأس  فقط يكي از همسايگي
R  بوده وE 

كمترين مقدار ممكن باشد (توجه شود كه هرگاه 
1 1S I S J  آنگاه ،I  وJ هاي داراي همسايگي 

*يكسان در 
R  هستند). به وضوحE  يك مجموعه
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*گر براي  احاطه
R  است وD۲E  بنابراين .

1
* *γ( ) 2γ( )R s R   و اين برهان را كامل   

  كند.مي
  

ي نوتري با يك حلقه Rفرض كنيد . ۷,۵نتيجه 
*آل اول مينيمال بوده و  حداقل دو ايده

R  فاقد رأس
)γ*۴منفرد باشد. در اينصورت  )R  .  

نوتري است پس داراي تعداد متناهي  Rچون  برهان.
ل مينيمال است. فرض كنيد آل او ايده

 1 2, ,..., nP P P هاي اول  آل ي ايده مجموعه همه
 [24]۱. ۱باشد. در اينصورت بنابرگزاره  Rمينيمال

1.zd( ) n
i iR P   فرض كنيدzd( ).S R R  

شود مي ] نتيجه24[ ۵. ۱از گزاره 

1 2

1 ....
nP P PS R R R R     كه در آن .n۲ 

iو براي هر n 1 ،
iP

R يك ميدان است. حال بنابر 

)γ*۴  ،۵,۶و قضيه  .۱,۵لم  )R   .  
  
  نتيجه گيري و ارائه پيشنهادات - ۶

*در اين مقاله متمم گراف 
R  مورد مطالعه قرار گرفته و

در حلقه هاي جابجايي، شرايط لازم و کافي براي عدم 
اول  - Nهاي آلوجود رأس منفرد با استفاده از ايده

)ماکسيمال  )  بيان و همچنين مسطح بودن و عدد
*اي گراف احاطه

R بنابراين با توجه بررسي شده است .
)اول ماکسيمال -Nآلهاي به مطالب ارائه شده ايده )

ها توانند نقش اساسي در بررسي خواص اينگونه گرافمي
و پارامترهاي وابسته به آنها داشته باشند. در انتها 

  پيشنهادات زير را ميتوان مطرح کرد.
ها از قبيل عدد ر گرافبررسي پارامترهاي ديگ -۱

  اي تام.استقلال و عدد احاطه
، که به ازاي آنها Rهايي مانند يافتن حلقه -۲

*genus( )Rو*crosscap( )R  متناهي بوده
 هاي قابل حصول براي آنها.وتعيين کران
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