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  )علوم پايه(مجله پژوهشي دانشگاه اصفهان 

  ١٣٨٤ سال ‐١ ه شمار‐ و يکمستيجلد ب
   ١٩ ‐ ٣٠صص 

  

  هاي پيوسته در فضاي فاز گسترش يافته كوانتش محيط
  

  **ي حسن پهلوان و** مروستي فلاحي محمدتق*،يداري قيريسعداالله نص
  

  ه زنجان ي در علوم پايليلات تکميک دانشگاه زنجان و مرکز تحصيزيفگروه *
  ک دانشگاه اصفهان يزي فگروه**

  

  چكيده
در اين مقاله فرمولبندي مكانيك كوانتومي در فضاي فاز گسترش يافته براي بررسي تحول 

 تار مرتعش بعنوان مسالهدر حالت كلاسيك . ميدانهاي كلاسيك و كوانتومي تعميم داده شده است
  . يك مثال با استفاده از اين روش حل شده است

  
 يک و کوانتومي کلاسيها دانيافته، مي فاز گسترش يها، فضا طيکوانتش مح: ي کليديها ژهوا

 

Quantization of Continuous Media in Extended Phase 
Space 
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Abstract 
 

In this article, the quantum mechanical formulation in 
extended phase space has been generalized to the quantized many 
body systems with degrees of freedom limited to the evolution of 
classical and quantum mechanical fields. This makes the 
investigation of such fields possible in phase space. As an 
example, the problem of vibrating string has been solved using 
this formalism. 

 
Keywords: Quantized media, Generalized phase space, 
Quantum and classic fields  
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  مقدمه 
، )١ (اي، منسوب به ويگنر است ه شده براي كوانتش سيستمهاي بس ذرهييكي از روشهاي ارا

وي توانست با استفاده از تصوير شرودينگر در مكانيك كوانتومي، يك معادله تحول براي توابع 
پذير با  كه مقدار چشمداشتي هر مشاهده ها در فضاي فاز بنويسد بطوري حالت اينگونه سيستم

، )٢(اين روش توسط افراد مختلف از جمله مويال . گيري روي فضاي فاز معمولي بدست آيد نتگرالا
، توسعه يافته است و بعنوان يك روش )٦(، و كوبو )٥( ، كيم و ديگران)٤(، مهتا )٣( هيلري و ديگران

ط به به مقاله مروري مربو(ل مربوط به اينگونه سيستمها شناخته شده است يقوي براي حل مسا
در روش ويگنر قبل از رسيدن به مكانيك ).  و مراجع متعدد موجود در آن مراجعه شود)٧( كرد

شود و اساس كار  كوانتومي در فضاي فاز، مكانيك كوانتومي در تصوير شرودينگر پذيرفته مي
به مكانيك كوانتومي در فضاي بصورت مستقيم ون توسل به تصوير فوق دب ميتوان .گيرد قرار مي

اينكار توسط ثبوتي و نصيري از طريق معرفي توابع لاگرانژي و هاميلتوني ، ز دست پيدا كردفا
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  ٢١.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
نتيجه به دست آمده . كوانتش بندادي و انتگرال مسير انحام گرفته استگسترش يافته و با استفاده از 

 دهد ن مياي شبيه معادله شرودينگر است كه تحول توابع حالت كوانتومي را در فضاي فاز نشا معادله
  بعنوان كاربردي از اين روش تحول يك سيستم ميراي كوانتومي ویبه تازگ .)١١، ١٠، ٩، ٨(

  .)١٣، ١٢( اي باردار بررسي شده است اي يك سيستم ميراي بس ذره همچنين كوانتش ناورداي پيمانه
. هاي پيوسته تعميم داده شود در اين مقاله سعي شده است روش فوق به بررسي تحول محيط
 به  آزادي محدود،های درجهبديهي است كه بايد معادلات تحول مربوط به تحول يك سيستم با 

  . نهايت درجه آزادي تعميم داده شود بي
  . اين كار از دو ديدگاه كلاسيك و كوانتومي انجام شده است

در بخش دوم روش .  تار مرتعش بعنوان مثال حل شده استمسالهدر حالت كلاسيك 
 كوانتش در بخش سوم. كنيم  مرور مي)١٢(  و)٨(فضاي فاز گسترش يافته را از مراجع كوانتش در 

محيط پيوسته در فضاي فاز گسترش يافته در دو قسمت يعني حالت كلاسيك و حالت كوانتومي 
 .ه گرديده استيگيري ارا در بخش چهارم بحث و نتيجه. بررسي شده است

  
  كوانتش سيستم ذرات در فضاي فاز 

  :شود لاگرانژي گسترش يافته در فضاي فاز به صورت زير تعريف ميتابع 
  

١     ),,(),(),,,( 1111 ppLqqLqppqpqpqL pq
&&&&&& ++−−=  

  

 به ترتيب تابع لاگرانژي در فضاهاي پيكربندي و تكانه هستند و pL و qLكه در آن 
  : عبارتند ازمعادلات حركت. شود روي شاخصهاي تكرار شده جمع زده مي
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هاي مزدوج بندادي باشند   در ابتدا جفت1p و 1qاگر شرايط اوليه طوري تعريف شوند كه 

)
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&& ∂
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∂
اي آماري آن، يك حالت خالص  حالت حركت بنا به تعريف و به معن=
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٢٢

  
 در ).حالتهاي آميخته(اند  هاي بندادي نيستند و مستقل از هم  جفتp وq ولي در حالت كلي ،است

 به كمك تابع لاگرانژي p و qهاي بندادي را براي   دومين گروه از تكانهميتواناين صورت 
  .گسترش يافته معرفي كرد

1        الف  .٣
11

1 p
q
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q
L q
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&&
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1        ب  .٣
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&&

π  
  

تابع هاميلتوني گسترش يافته در فضاي فاز با استفاده از تبديل لژاندر روي لاگرانژي گسترش 
   :شود يافته به صورت زير تعريف مي

٤     )πq,p(h)q,πp(h
).p,q,p,q(Lpπqπ)π,π,p,q(H

pq
1p1qqq 11

++=
+= &&&&

  

  

),(كه در آن  qphهاميلتوني متعارف است  .  
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  :و معادلات حركت در اين فرمولبندي عبارتند از
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اصول . ]٨[شود  فاز روند آشناي كوانتش بندادي دنبال ميبراي كوانتش سيستم ذرات در فضاي 
  :موضوعه آن به شرح زير است

11,1) الف ,qpqπ 1 وpπ عملگرهايي در يك فضاي هيبلرت هستند و روابط جابجايي زير را 
  .كنند ارضا مي
  

]                 الف. ٧ ] [ ] 0,1,1 == qjqjp P πππ  
  

-
-
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  ٢٣.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
]             ب .٧ ] ,,,

1
111 q

iiq qjjq
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∂
−=−= hh πδπ  

  

]              ج .٧ ]
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iip pjjp
∂

∂
−=−= hh πδπ  

),,(تابع حالت ) ب tpqxاي را ارضاء مي كند   معادله شرودينگر گسترش يافته.  

      x
p

iqphq
q

iphHx
t
xi

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂

∂
−−

∂

∂
−==

∂

∂ ),(),( hhh  
  

٨    ∑
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂∂

∂∂
−

∂∂

∂∂
=

1
.

!
)(

n nn

nn

nn

nnn

x
pq
h

qp
h

n
ih  

  

),(مقدار چشمداشتي مشاهده پذير ) ج( pqfشود   از قاعده زير محاسبه مي:  
  

٩              .),,(),( dqdptpqxpqff ∗∫=  
  

   :توابع حالت قابل قبول نيستند، مگر آنهايي كه شرايط زير را ارضاء كنند) ٨(تمام جوابهاي معادله 
 هرميتي هستند، مقادير p و qهايي كه عملگر نظير آنها در نمايشهاي  براي مشاهده پذير) ١

  .چشمداشتي حقيقي بدهند
  .براي مشاهده پذيرهاي مثبت، مقادير مثبت بدهند) ٢
  :بايد به صورت زير درآيد) ٩( معادله f=1براي ) ٣

  

١٠                  .1=

∗

∫ dqdpx  
  
  

  ترش يافته هاي پيوسته در فضاي فاز گس كوانتش محيط
اي كوانتومي با   معادلات تحول يك سيستم بس ذره،همانطوري كه در بخش قبل اشاره شد

 فضاي فاز با فرض مسيرهاي مجازي در فضاي فاز و معرفي ميتوانآزادي قابل شمارش را  هاي هدرج
كلاسيك در اينجا به موازات كار فوق فرمولبندي حاكم بر تحول ميدانهاي . گسترش يافته بدست آورد

  . ه خواهيم كرديو كوانتومي را ارا
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٢٤

  
  ميدانهاي كلاسيك 

 به ترتيب tوq. گيريم  در نظر ميt,q(η(براي يك محيط پيوسته ميداني به صورت 
 در لاگرانژي سيستم وارد ند به صورت صريحتوان ميمتغيرهاي مكان و زمان و مستقل از يكديگرند و 

  :)١٤( گيريم براي اين ميدان چگالي لاگرانژي در فضاي مكان را به صورت زير در نظر مي. شوند
١١                         ).,,,,( tq

tq
LL

∂

∂
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∂
=

ηη
η

ηη  
  

  . ين خواهد بود چن2t تا 1tاصل هاميلتوني براي تحول سيستم در فاصله زماني 

١٢                      ∫ ==
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0
t

t

dqdtLI η
δδ  

  

  : لاگرانژ به صورت زير در فضاي مكان رسيد‐ به معادلات اويلرتوان مي) ١٢(با حل معادله 
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),( ميدان ديگري در فضاي تكانه به صورت اكنون tpξ كه در آن p و tرتيب متغيرهاي  به ت
 براي 1p و 1qدر اينجا نيز همانند متغيرهاي . كنيم تكانه و زمان و مستقل از يكديگرند تعريف مي

),( آزادي محدود هاي هسيستمهاي با درج tqη و ),( tpξج   نيز براي حالتهاي خالص مزدو
 به  را در فضاي تكانهξLچگالي لاگرانژي . اين نكته را بعداًُ توضيح خواهيم داد. بندادي هستند

   :كنيم صورت زير معرفي مي
١٤                 ).,,,,( tp
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LL

∂

∂

∂

∂
=

ξξ
ξξξ  

  

   :خواهد بودبراساس رابطه زير ) ١٣(و در نتيجه مسير تحول سيستم در فضاي تكانه نيزهمانند معادله 
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  :كنيم  تابع چگالي لاگرانژي گسترش يافته به صورت زير تعريف مياكنون
١٦                ).,,,,,,,,( tpq
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  ٢٥.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
متناظر با اين گسترش اصل هاميلتوني براي تحول اين ميدانها در فضاي فاز را به صورت زير 

   :دهيم تعميم مي
                           0=  ∫∫∫= dpdtLdqI δδ  

  
   : لاگرانژ نظير آن چنين خواهد بود‐معادلات اويلر
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),(كه اشاره شد ميدانهاي  همانطوري tqη و ),( tpξ سيستمهاي با درجه  شبيه آنچه در مورد
  :يعني.  آمده، در حالت خالص مزدوج بندادي هستند)٨ (زادي محدود در مرجعآ
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)/( t

L
∂∂∂

∂
=

η
ξ

η

  
  

                   ب .١٨
)/( t

L
∂∂∂

∂
=

ξ
η

ξ

  
  

  . صادق نخواهند بود١٨و در حالت آميخته مزدوج بندادي نيستند و معادلات 
 و مزدوج بندادي آن در فضاي مكان ηالف چگالي هاميلتوني براي ميدان  .١٨له با توجه به معاد

  :شود به صورت زير نوشته مي
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  : ب براي تابع چگالي هاميلتوني در فضاي تكانه خواهيم داشت١٨همچنين با توجه به معادله 
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  :به صورت زير تعريف كردميتوان در نتيجه چگالي لاگرانژي گسترش يافته را 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٢٦
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 در حالت آميخته به صورت زير ξ و ηهاي بندادي را براي  ومين دسته از تكانه ميتوان داكنون
  :معرفي كرد

  

        الف .٢٢
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           ب .٢٢
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كه در آن 
η

π و πξهاي گسترش يافته مزدوج با   بترتيب تكانهη و ξچگالي .  هستند
   :هاي بندادي به صورت زير خواهد بود ه به صورت تابعي از تكانههاميلتوني گسترش يافت
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 عبارتهاي  ميتوان٢٢به كمك معادلات 
)/( t

L
∂∂∂

∂

η

η

 و 
)/( t

L
∂∂∂

∂

ξ

ξ

 ٢٠ و ١٩ را از معادلات 
  :ردحذف كرد و چگالي هاميلتوني گسترش يافته را به صورت زير به دست آو
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  .تواند در كوانتش مورد استفاده قرار گيرد اين هاميلتوني مي
ξπη اگر جمله اول را حول اكنون ηπξ و جمله دوم را حول =   . بسط تيلور دهيم خواهيم داشت=

٢٥          ∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂

∂
−

∂

∂
= ,

!
1 n

n

n
n

n

n hh
n

H ηξ π
ξ

π
η

  
  

براي روشن شدن موضوع مثال . با استفاده از آن معادلات حركت را نيز بدست آوردتوان ميكه 
   :گيريم زير را در نظر مي
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  ٢٧.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
 در نظر گرفته و با توجه به چگاليهاي T و كشش µتار مرتعشي با چگالي جرم واحد طول : مثال

 به صورت ξ  و در فضايη چگالي لاگرانژي را در فضاي ميتوانيل نبشي و انرژي پتانسجانرژي 
  :زير نوشت

  

22                  الف. ٢٦ )(
2
1)(

2
1

q
T

t
L

∂

∂
−

∂

∂
=

ηη
µ

η  
  

22                 ب .٢٦ )(1)(
2
1

ptT
L

∂

∂
+

∂

∂
−=

ξ

µ

ξξ  
  

  .رسيم  به چگالي لاگرانژي گسترش يافته مي٢١دله  در معا٢٦با قرار دادن معادلات 
          =

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂ ),,,,,,,,( tpq
tptq

L ξξ
ξ

ηη
η  

  

٢٧   2
2

22 )(
2
1

2
1)(

2
1)(

2
1)()(

pq
T

tTttt ∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

ξ

µ

ηξη
µξ

η
η

ξ  
  

ηξ به معادلات موج براي ميتوان ١٧ و با بكار بردن معادلات ٢٧با استفاده از معادله  , 
   :يعني. رسيد

02                    الف .٢٨

2

2

2

=
∂

∂
−

∂

∂

q
T

t
ηη

µ  
  

2.               ب .٢٨

2

2

2

011
=

∂

∂
+

∂

∂
−

ptT
ξ

µ

ξ  
  

 تحول تار مرتعش را به ترتيب در فضاي مكان و تكانه براي حالتهاي خالص و آميخته ٢٨معادلات 
ل از هم  آميخته مستق مزدوج يكديگرند و در حالتهايξ و ηدر حالتهاي خالص . دهند نشان مي

براي توضيح بيشتر حالتهاي خالص و آميخته، هاميلتوني گسترش يافته تار مرتعش . يابند تحول مي
  :نويسيم  مي٢٤را با استفاده از معادله 

    2222 )(
2
1)(

2
1)(

2
1)(

2
1

p
T

q
TH

∂

∂
−+−

∂

∂
++=

ξ

µ
πη

η
πξ

µ
ξη  
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٢٨

  
 نشان داد كه يكي از جوابهاي ممكن معادلات هاميلتون براي هاميلتوني فوق ميتوانبه سهولت 

0== ξη ππ ٢٢در اين صورت طبق معادلات . )٨(  است η و ξشوند و   مي مزدوج يكديگر
جوابهاي غير صفر . شود و نشانگر حالتهاي خالص است اين وضعيت در طول تحول نيز حفظ مي

η
π و ξπ٢٢در اين حالت طبق معادله . ر با حالتهاي آميخته است متناظ η و ξ مزدوج يكديگر 

جنبه مثبت . شود  تبديل ميξ و ηنخواهند بود و معادلات هاميلتون به دو دسته معادلات مستقل براي 
 در هاميلتوني قبل از شود و حضور حالتهاي آميخته  در سطح كوانتش ميدانها ظاهر مياين روش

كند كه بدون استفاده از مكانيك كوانتمي متعارف بتوان تحول  كوانتش، اين مكان را فراهم مي
  .)١٣، ١٢، ٨(  در فضاي فاز فرمولبندي كرد،ميدانهاي كوانتومي را كه در حالتهاي آميخته هستند

  
  هاي كوانتوميميدان

توانيم سه اصل زير را براي كوانتش   يك فضاي هيبلرت باشد، در اين فضا ميXاگر 
  :فضاي فاز بيان كنيم

),() الف tqη و ),( tpξ را در فضاي X اي و  به عنوان عملگرهاي مستقل نردهηπ و ξπ 
  :گيريم را به عنوان عملگرهاي ديفرانسيلي به صورت زير در نظر مي

                           الف. ٢٩
η

πη
∂

∂
−= hi  

  

                              ب .٢٩
ξ

π ξ
∂

∂
−= hi  

  :كنند اين عملگرها روابط جابجايي زير را ارضا مي
]      الف .٣٠ ] ),(),(),,( qqihtqtq ′−−=′ δηπ

η
  

  

]        ب .٣٠ ] ).(),(),,( ppihtptp ′−−=′ δξπ ξ  
  

   :همچنين
]                   الف .٣١ ] 0),(),,( =tptq ξπ  

  
]                 ب .٣١ ] 0),(),,( =tptq ξη ππ  
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  ٢٩.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
ηξ يا ξ و ηكنند كه  اين روابط جابجايي ايجاب مي ππ  قابل  همزمان با دقت,

),,(),(گيريهاي همزمان و دقيق   در حالي كه اندازه،گيري باشند اندازه tptp ξπξ يا 
),(),,( tqtq

η
πηپذير نيست  انجام.  
Xtx بعنوان يك عملگر هرميتي و يك تابع حالت Hبا داشتن ) ب ∈),,( ηξ با ميتوان 

 در اين x كه تابع حالت بنحويبه معادله شرودينگر نوشت اي شبيه  معادله) ٢٥(استفاده از رابطه 
   يعني ،معادله صدق كند

  

٣٢     ∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂−
==

∂

∂ .
!
)( xhh
n
ihHx

t
xih n

n

n

n

n

n

n

nn

ηξξη
  

  

با انتخاب تابع چگالي لاگرانژي مناسب و با پيدا كردن تابع .  يك معادله تحول است٣٢رابطه 
  .  را حل و ويژه تابع مورد نظر را پيدا كنيمتوانيم معادله بالا چگالي هاميلتوني نظير آن مي

),,( با داشتن تابع حالت در نهايت) ج tx ξη پذير  يم مقدار چشمداشتي هر مشاهدهتوان مي
  .خواهيم داشت Aپذير   مثلاً براي مشاهده،را در فضاي فاز محاسبه كنيم

  

٣٣              ∫   =
∗ .),,(),( ηξξηηξ ddtxAA  

  

ش كوانتش سيستم ذرات در فضاي فاز گسترش يافته به موضوع ميدانها بدين ترتيب رو
  .شود در اين فضا تعميم داده مي

  
  

  گيري  بحث و نتيجه
 كه ملاحظه شد در اين مقاله روش فضاي فاز گسترش يافته را در مورد كوانتش بنحوي

وانتومي آزادي محدود به تحول ميدانهاي كلاسيك و كهاي  هاي با درج سيستمهاي بس ذره
البته استفاده از . شود پذير مي  بدين ترتيب تحول اينگونه ميدانها در فضاي فاز امكان. تعميم داديم

 به عنوان ،اي و ميدانها مرسوم است ل مربوط به سيستمهاي بس ذرهيتكنيك فضاي فاز در مسا
 غير نسبيتي از هاي نسبيتي و مربوط به يافتن سطح مقطع پراكندگي براي الكتروناله مثال در مس

يك پتانسيل، براي محاسبه اجزا ماتريس پراكندگي و تعداد حالتهاي نهايي ممكن از فضاي فاز 
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   پژوهشي دانشگاه اصفهانهمجل /٣٠

  
 لكن در اين روش، فضاي فاز نه بعنوان يك تكنيك رياضي در حاشيه نظريه ،كنيم استفاده مي

كوانتش اين حضور فضاي فاز در مرحله . شود  بلكه بعنوان يك محمل اصلي از ابتدا وارد مي
شود  بدليل گسترش فضاي فاز در سطح كلاسيك است كه بر خلاف تصوير شرودينگر موجب مي

 مورد در. توابع حالت كوانتومي بجاي فضاي مكان يا فضاي تكانه در فضاي فاز نوشته شوند
 را در ميدانهاي كلاسيك تار مرتعش بعنوان مثالي از كاربرد اين روش بررسي شد كه تحول آن

البته اين نتايج در حد كلاسيك شبيه آنچه كه . ن و تكانه به طور همزمان بدست آوريمفضاي مكا
جديد آزادي محدود ديديم اطلاعات هاي  هاي با تعداد درج در خصوص سيستمهاي بس ذره

ن حفظ فضاي فاز آشود و دليل  لكن در مرحله كوانتش منجر به مكانيك آماري كوانتومي مي. ندارد
لي از قبيل تحول حالتهاي همدوس و يدر مورد ميدانهاي كوانتومي نيز مسا.  استدر مرحله كوانتش

 نوعي از تبديلات بندادي در اي ميدانهاي الكترومغناطيسي به عنوان چلانده و تفسير تبديلات پيمانه
  .ه خواهد شدياند كه در جاي ديگر ارا فضاي فاز گسترش يافته بررسي شده
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  ٣١.../های پيوسته در فضای  کوانتش محيط

  
١٢. S. Nasiri, Proc. Applied Math. Baku State Univ. & Zanjan Univ., ١٢٩ 

(١٩٩٥). 
١٣. S. Khademi and S. Nasiri, Iranian J. Sci. Tech., ٢٦. Al, (٢٠٠٢). 
١٤. H. Goldstein, Claslsical Mechanics. Addison-Wesley Pub., Chap. ١٢, 

(١٩٨٠). 

www.SID.ir


