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   دروني وابسته به زمان و مكان براي يك سيستم موج ةتعيين كنترل بهين
  خطي ناهمگن بر مبناي جواب كلاسيك و اندازهها

 
 
 

  ** و سيد رسول علمدار قهفرخي* جهرميةعليرضا فخارزاد
  

  دانشگاه صنعتي شيرازگروه رياضي  *
  واحد شهركرد  دانشگاه آزاد اسلاميگروه رياضي  **

 
 

  هچکيد
استفاده از جوابهاي كلاسيك معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي بصورتي مستقيم كمتر در روش نشاندن براي حل مسايل كنترل                     

 دروني براي يك سيستم فيزيكي متضمن معادله موج خطي و ناهمگن، ةهدف اين مقاله تعيين كنترل بهين . بهينه مدنظر گرفته شده است    
ابتدا به شناسايي اين جـواب پرداختـه و آنگـاه بـا انجـام يـك                 .  انتهايي، بر مبناي جواب كلاسيك آن است       داراي شرايط مرزي اوليه و    

هـاي رادن مثبـت مبـدل         اي از انـدازه     اي از نوع كمينه سازي تابعي خطي روي مجموعه          دگرديسي مطابق روش نشاندن، مساله به مساله      
ريـزي خطـي متنـاهي     اي از نوع برنامـه  در دو گام تقريب آن را بوسيله جواب مسالهسازد كه    خواص اندازه بهينه ما را قادر مي      . شود  مي

مثالهاي عددي ارايه شده نيز تواناييهـاي ايـن روش را بـا    . اي ثابت معرقي گردد     شناسايي كرده چنانكه كنترل بهينه بصورت تابعي قطعه       
  .ه و مقايسه نتايج نمايش خواهند داديارا
  

  ريزي خطي  رادون، روش نشاندن، كنترل بهينه و برنامهة موج، تقريب، جواب كلاسيك، اندازةمعادل :هاي كليدي واژه
  

   مقدمه
هـاي جهـان اطـراف، از وزش          نگرشي ساده در پديـده      

بادها، جريان آبها و صوت گرفتـه تـا فعاليتهـاي ابزارهـاي             
از ايـن  . پيچيده ارتباطي، مويد اهميـت وافـر امـواج اسـت      

 ر سطوح مختلف، جـزو مباحـث      روست كه مبحث موج د    
هميشگي و پايدار مهندسي و فيزيك از سطوح ابتـدايي تـا       

 و از اين روست كه شاهد ادبيـاتي غنـي در            ؛پيشرفته است 
رياضي چه به منظور گـسترش مرزهـاي دانـش و چـه بـه        

  .باشيم منظور پشتيبانيهاي لازم در خصوص اين مبحث مي
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 مجله پژوهشی دانشگاه اصفهان 

  ٢

 از  هـاي مـوج در وضـعيتهاي مختلـف          هدايت سيـستم    
جمله موضوعات هميشه مطرح در رشته رياضي كـاربردي         

. اند   برخي از اين منابع معرفي گرديده      ]۴[بوده است كه در     
] ۱۱[و  ] ۹[توان به     از جمله كارهاي اخير در اين راستا مي       

در خصوص تعيين كنترل بهينه بـراي سيـستمهاي هـدايت           
شده توسط معادلات مـوج بـصورتي تقريبـي و همچنـين            

مشاهده پذيري، كنترل پـذيري و پايـداري سيـستم      بررسي  
. اشاره نمـود  ] ۱۰[ در   ۲۰۰۳ در سال    يزبااستفاده از تابع گر   

 ۱۹۸۶اما بدنبال ارايه روش نشاندن توسط روبيـو در سـال     
، و با توجه به تواناييهاي متعدد و قوي اين روش،           ]۱۲[در  

تلاشهاي موفق فراواني جهت حل مسايل مختلـف كنتـرل          
به عنوان نمونـه    .  استفاده از اين روش انجام گرفت       با ةبهين
] ۵[فراهــي در . اشــاره نمــود] ۳[و ] ۴[، ]۷[تــوان بــه  مــي

 ـ      مـرزي معادلـه مـوج خطـي       ةچگونگي تعيين كنتـرل بهين
آنهـا بـا اسـتفاده از جـواب         . همگن را بررسي كرده اسـت     

همچنـين  . كلاسيك ارايه شده به اين عمـل اقـدام نمودنـد          
 يـك سيـستم هـدايت       ةكنترل بهين ] ۱ [علوي و ديگران در   

شده توسط معادلـه مـوج خطـي غيـر همگـن را از روش               
گرچه آنان در اين تلاش موفق بـه        . نشاندن بدست آوردند  

تبيــين كنتــرل درونــي بهينــه در حالــت يــك و دو بعــدي 
نيـز بهـره    ) تحليلـي (اند و حتي از جواب كلاسيك         گرديده
اند، تبديل     عبور نموده  از مسير سختي  ] ۲[اما نظير     اند،  گرفته

مساله به يك مساله گشتاور و سپس بكارگيري نظريه نـيم           
بعلاوه كنترل دروني مورد بحث آنان فقط وابـسته        . گروهها

  .به زمان بود
 ـ             درونـي   ةما نيز در اين نوشتار بدنبال تبيين كنترل بهين

معادله موج خطي و ناهمگن با اسـتفاده جـواب كلاسـيك            
ــوج و خــوا ــين معــادلات م ــه و همچن ص ســريهاي فوري

، اول  ]۱[امـا در تفـاوت بـا        . كاربري روش نشاندن هستيم   
 بـه نياز از در نظر گـرفتن مـساله           مسير ما در اين تلاش بي     

دوم كنترل دروني مورد نظـر      . فرم يك مساله گشتاور است    
همچنـين  . سيستم وابسته به دو عامل زمان و مكـان اسـت          

ريم از جـواب كلاسـيك      تر بودن سيستم، قاد     علاوه بر كلي  
بطور مستقيم استفاده كرده و روش نشاندن را بدون واسطه         

را در نظــر بــدين منظــور سيــستمي كنترلــي . بكــار ببــريم
گيريم كه توسـط معادلـه مـوج خطـي و نـاهمگن زيـر         مي

  .گردد هدايت مي
)۱(    

)t,x(Y)t,x(در اين معادلـه تـابع         نمايـانگر تغييـرات     →
),T,()S( در t و زمــان xيت سيــستم در وضــع 00  هــستند ×

 سـرعت انتـشار   α اعداد حقيقي ثابـت و  <۰S, T  كهجايي
شرايط اوليه و مرزي چنـين سيـستمي عبارتنـد       . موج باشد 

  :از

 )۲(  
ــا   ــه در آنه ــر   h و  ƒك ــي ب ــي معين ــع حقيق  ] S ،۰[ تواب

تـــــابع مجهـــــول انـــــدازه پـــــذير . باشـــــند مـــــي
R∈→×∈ )t,x(u]T,[]S,[)t,x( ــابع ) ۱( در 00 ــل ت در اص

بـا  . باشد كه وابسته به مكان و زمان است         كنترل سيستم مي  
دريم سيستم را چنـان هـدايت كنـيم كـه تـابع             اتعيين آن ق  

. هدف مورد نظري در عين برقراري سيـستم، بهينـه گـردد           
هاي موج خطـي از معادلـه    لازم به ذكر است كه اكثر پديده  

 ]۲[ و حتـي  ]۱[در   همچنـين    .)]۶[. (پيروي مي كننـد   ) ۱(
 b(x)u(t)بـصورت   )۱(جمله سمت راست در معادله نظيـر   

  .در نظر گرفته شده است
 را قابـل قبـول گـوييم هـر گـاه بـر              u كنتـرل    :تعريف  

],T,[]S[مجموعه   00 پـذير لبـگ بـوده و         تـابعي انتگـرال    ×
و در شروط زير نيز     ) ۲(و  ) ۱(علاوه بر برقراري معادلات     

  :صدق كند
)t,x(],T,[]S[بـــراي هـــر ) لـــفا 00   : داشـــته باشـــيم∋×
 (αe) 1≤|)t,x(u|  

x(g),x(g(S,[L[براي  ) ب 0221  داده شـده، هـر جـواب        ∋
  :شرطهاي انتهايي زير را نيز برقرار كند
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  … تعيين كنترل بهينه دروني وابسته به زمان و مكان براي يك سيستم موج                                                                                     

 ٣

)۳(     

. دهـيم    نمـايش مـي    uمجموعه همه كنترلهاي قابل قبـول را بـا          

دون كاسـتن از كليـت مـساله        لازم به ذكر است كه شرط الف ب       

 ∋uuهدف تبيين كنتـرل بهينـه   .  است uبيانگر كرانداري تابع    

ــده    ــابع داده شــ ــراي تــ ــه بــ ــوري كــ ــه طــ ــت بــ   اســ

)(Cf Ω∈0ــا ].T,[]S[],[ ب 1100 −××=Ω   ــه ــر كمين ــابعي زي  ت

  :گردد

)۴(    

 

: يمدر رسيدن به اين هدف با مشكلاتي جدي مواجه هـست          
ه باشـد و يـا      شـت مساله فوق ممكن است اصلاً جـواب ندا       

 يـا حتـي در صـورت وجـود          ؛ نداشـته باشـد    uجوابي در   
براي فايق آمدن بـر     ]). ۱۲([جواب، تعيين آن مشكل باشد      

چنين مشكلاتي و نظاير آنها، با استفاده از نتـايج كلاسـيك         
ت موج، به طرح    لادر زمينه سيستمهاي هدايت شده با معاد      

  . در فضاي مناسبي اقدام خواهيم كردمساله
  

  جواب كلاسيك
نـشان داده شـده اسـت، جـواب         ] ۱۴[همانگونه كه در      

) ۲(بـا توجـه بـه شـرايط اوليـه و مـرزي         ) ۱(معادله موج   
 :بصورت زير خواهد بود

)۵(                

 : داريمn = ۱، ۲، ۳، ...كه براي 

 

  

  

 

 

 ـو با اتكـا     ) ۵(گيري مستقيم از      با مشتق   قـضاياي آنـاليز     هب

 :شود نتيجه مي

)۶(      

ــون  S,[L)x(g),x(g[چ 0221 ــه   ∋ ــسط فوري ــس داراي ب  پ

                        ]):۸([سينوسي زير خواهند بود 

 

 

 

)۷( 

  : داريمn = ۱، ۲، ۳، ...كه در آن براي 
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 مجله پژوهشی دانشگاه اصفهان 

  ٤

، معادلات زير   t=Tبراي  ) ۷(با  ) ۶(و  ) ۵(از تساوي روابط    
  :شود  نتيجه ميn = ۱، ۲، ۳، ...براي 

  

  

 

 

 

  طــرفين تــساويهاي فــوق بــه ترتيــب در    بــا ضــرب  

x= sinKnT- COSKnTو  Z= sinKnT+COSKnT و سپس 

 :جمع و ساده سازي، داريم

 

 

  

  

و جايگذاري   با تعريف

Qn(t)در فوق خواهيم داشت :  

  

  

  

  

چون 
πnaS

Cn 1
  :كنيم تعريف مي =

  

  

) ۱(بنابراين برقراري معادله ديفرانسيل با مـشتقات جزئـي          

، بــا )۳(و ) ۲(همـراه بـا شـرايط اوليــه، مـرزي و انتهـايي      

  :برقراري تساويهاي انتگرالي زير معادل است

)۸(  

  ها  فضاي اندازهبه دگرديسي   
در حالت كلي مساله كنترل بهينه بيان شده در بخشهاي            

ته باشـد و يـا حتـي در         پيشين ممكن اسـت جـواب نداش ـ      

يابي به آن به سـادگي امكـان          صورت وجود جواب، دست   

 ـبراي اطمينان از غ   . پذير نباشد  ه بـر ايـن مـشكلات، بـه         لب

گسترش فضاي جواب به فضايي بزرگتر و داراي اطمينـان          

 وجـود جـواب و دسـت يـافتني بـودن آن         هخاطر نسبت ب  

، يـك تـابعي خطـي       ∋uuهر كنترل   . اقدام خواهي نمود  

   را بصورتΩc)(مثبت روي 

uΛ  (F ): F → T
0∫

S
0∫  F(t,x,u(x,t))dxdt,  

∀  F∈C(Ω )  

  قـضيه نمـايش ريـس انـدازه     به اكنون بنا. كند تعريف مي 
 وجـود  Ω+M)(درuµ  بورل مثبت منحصر بفردي مانند   

   داريمΩ∈CF)(د كه براي هر ردا
   

)۹(  
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  … تعيين كنترل بهينه دروني وابسته به زمان و مكان براي يك سيستم موج                                                                                     

 ٥

نـه سـازي    بـا كمي uروي ) ۴(بنابراين كمينه سازي تـابعي      
∫Ω µ≡µ=µ )f(df)(I uuu ــه00 اي از   روي مجموعــــــــ

 در، كـه    u، متناظر با كنترلهـاي قابـل قبـول          uµهاي    اندازه
  :باشند كنند معادل مي روابط زير نيز صدق مي

)۱۰(                  
uuuاما تبديل    µ≡Λ→        ؛])۱۲[نظيـر   ( يك به يـك اسـت 

 تصويرهاي همه كنترلهاي قابل قبـول مـساله         پس مجموعه 
) ۹(دن مثبتـي كـه در روابـط         اهاي ر   با مجموعه همه اندازه   

بنابراين تمـام مـشكلات قبلـي     . كنند معادل است    صدق مي 
مساله كلاسيك هنوز موجودند و در ماهيـت آنهـا تغييـري          

اكنون جهـت غلبـه بـر ايـن مـشكلات           . ايجاد نشده است  
ل فوق را گسترش داده و ايـن        مجموعه تصاوير تحت تبدي   

از ميـان تمـام   : گيـريم  مساله غير كلاسـيك را در نظـر مـي         
⊃Ω)(هاي رادن مثبت عضو       اندازه +MQ    در جـستجوي ،

را برقـرار نمـوده و   ) ۹( هستيم آنچنانكه روابـط    µ*اندازه  
)(كمينه ساز تابع     0fµµ در اصل كمينه سازي    . ( باشد →

دهيم كـه   مي انجام µهاي مثبت   را روي زير مجموعه اندازه    
صدق كننـد نـه اينكـه لزومـاً از قـضيه            ) ۹(فقط در روابط    

 Qهاي موجـود در      اندازه.) نمايش ريس حاصل شده باشند    
داراي خواصي هستند كه از تعريف كنترلهـاي قابـل قبـول           

  :توانند در نظر گرفته شوند ورت زير ميه شده و بصجنتي
  صـدق كننـد، يعنـي     ) ۹(ها بايـستي در رواط        اين اندازه ) ۱

 ...،۳، ۲، ۱ = =∀n , nn γψµ =)(  
∋Ω)(فرض كنيم  ) ۲ 1CG  ،دلخواه باشـد ))(Ω1C  فـضاي 

هـاي    در اين صـورت انـدازه     )  است uهمه توابع مستقل از     
 بايــــــــــستي در رابطــــــــــه Qموجــــــــــود در 

∫ ∫∫ ≡==
Ω

T S
aGdxdttxuxtGGdG

0 0
)),(,,()( µµ

  .صدق كنند
ــه     ــذا مجموعـــ ⊃Ω)(لـــ +MQــي ــد  مـــ   توانـــ

21 بـــصورت  SSQ I= كـــه : گـــردد  تعريـــف مـــي
,...},,n,)(:{S nn 3211 =γ=ψµµ=  
G(:{S(CG,a){{( و  G Ω∈=µµ= 12   

 بــه توپولــوژي Ω+M)( اكنــون بــا مجهــز كــردن فــضاي 
  :ضعيف ستاره، گزاره زير را داريم

 ـ Ω+M)( اگر فـضاي     :۱گزاره    –ه توپولـوژي ضـعيف      ب
 فـشرده اسـت و بعـلاوه تـابع          Qستاره مجهز شـود آنگـاه       

)( 0fµµ نگـارد، پيوسـته       مـي  R را بـه     Q كه مجموعـه     →
  .است
  .است] ۱۲[زاره نظير در مشابه گ: اثبات

)(اكنون چون      0fµµ  تابعي خطـي و پيوسـته روي        →
 اختيـار   Qم خود را در     م است پس اينفي   Qمجموعه فشرده   

اين واقعيت مبين آن است كه مساله كمينـه سـازي        . كند  مي
غير كلاسيك زير كـه توسـيع يافتـه مـساله كمينـه سـازي               

اسـت، در   ) ۳(الـي   ) ۱(با توجـه بـه روابـط        ) ۴(كلاسيك  
هاي رادن مثبت، داراي كمينه سازي كلي نظير          فضاي اندازه 

*µباشد  مي:  

)۱۱(       
اي    مجموعـه  Qجواب مساله فوق جوابي كلي اسـت زيـرا          

ــه از ــيع يافت ــت .  اســتUتوس ــواهيم داش ــن رو خ : از اي
)(inf)(inf uII uQ ∈∈ ≤ µµ µ .  يك مـساله از    ) ۱۱(همچنين

است؛ زيرا تمام عبـارات     ) نامتناهي(ريزي خطي     نوع برنامه 
 خطي است، لذا قادريم كه تمـام        µبرحسب اندازه مجهول    

حتـي اگـر    (تواناييهاي آناليز خطي براي حل بهره برگيريم        
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  ٦

و ايـن از    ) تابع هدف مساله اصلي بشدت غير خطي باشـد        
  . مزاياي بارز اين روش است

 توسـط   µ*زه بهينـه    باوجود اثبات وجود وجـود انـدا        
، به دست آوردن آن هنوز چندان سـاده نيـست؛           )۱(گزاره  

نامتنـاهي هـستند،    ) ۱۱(زيرا علاوه بر اينكه تعداد قيود در        
لـيكن  . ، نيـز نامتنـاهي اسـت    Qفضاي جواب مساله يعنـي      

هردوي اين عوامل با توجه به خـواص انـدازه بهينـه قابـل      
تـوان    استفاده از تواناييهاي رياضـي مـي      تقريب هستند و با     

جوابي به قدر كافي نزديك بـه جـواب بهينـه را شناسـايي              
در بخـش  . نمود كه ايـن نيـز از مزايـاي ايـن روش اسـت        

  .بعدي به بيان فرآيند تقريب سازي خواهيم پرداخت
  
  اي ثابت  فرآيند تقريب كنترل بهينه با كنترلي قطعه۴

دازه بهينه، قابل تقريب    نشان داده شده است كه عمل ان        
ــا يــك انــدازه  )(21 در uµب SSM IIΩ+ ــا  متنــاظر ب

 اسـت، زيـرا اگـر فـرض         uاي ثابت     كنترل قابل قبول قطعه   
 باشـد،   uµهايي به شكل       مجموعه همه اندازه   1ًQكنيم كه   

بـه توپولـوژي    Ω+M)(وقتـي   ]) ۱۲[و يا   ] (۵[آنگاه بنا به    
ــعيف ــد    ‐ضــ ــده باشــ ــز شــ ــتاره مجهــ  در ۱Q ســ

21)( SSM IIΩ+ ــت ــال اسـ ــه از  .  چگـ ــك پايـ يـ
ــسايگي ــفر در ايــن توپولــوژي بــا       هم هــاي بــسته ص

ــه ــكل    مجموعـــــــ ــه شـــــــ ــايي بـــــــ هـــــــ
},...,,,|)(:|{ 121 +=≤∈=∈ knFU nµµ كــه +∈Zκ ،0∈> 
توان يـك     بنابراين مي . تواند معرفي شود     مي Ω∈CFn)(و  

اي ثابـت در هـر همـسايگي        نترل قطعه اكمتناظر ب uµاندازه  
بخصوص اگر قـرار    . را بدست آورد  µ* ستاره از    ‐ضعيف
ψκψψ: دهـــيم ==== +131201 ,...,2,, kFFFfF ،

اي   توان به گونـه      را مي  κu)۰،۰(اي ثابت     آنگاه كنترل قطعه  
  داريمκ,...,,21=n و <∋0يافت بطوري كه براي هر 

  
  
  

  ،   κu)۰،۰(اي ثابـت    بنابراين بـا  اسـتفاده از كنتـرل قطعـه          
*)( دلخواه، مينيمم مقـدار  ∋توان نظير  مي 0fµ    را بدسـت

),,(],[اكنون فـرض كنيـد بـراي        . آورد SxTxY
t

0∈
∂
∂

κ   بـه
ــن   ــشتق آن باش ــوج و م ــايي م ــت نه ــب حال ــه از  دترتي  ك

نشان خواهيم  . اند  بدست آمده ) ۵( در   κu)۰،۰(جايگذاري  
 بقـدر كـافي بـزرگ       κبقدر كافي كوچك و     ∋داد كه اگر    

 ـاختيـار شـوند، فاصـله      بـه ترتيـب بـا    ۲g)۰( و ١g)٠(ين ب
),( TxYκ و ),( TxY

t κ∂
ــيS،۰(۲L( در ∂ ــد از  ت م ــوان ر ه

اني بـا   يه بيان ديگر شرايط پا    ب(مقدار دلخواه كوچكتر شود     
  ).شوند  دلخواه برآورده مي با تقريبκuگيري ركاب

تـوان بـه       را مي  <∋0 و   κ، اعداد   δ <۰ براي   :۲گزاره    
  : اي اختيار كرد كه  گونه
∫)الف ≤−

S
dxxgTxY

0
21 δκ ))(),((   

∫)ب ≤−
∂
∂S

dxxgTxY
t0

22 δκ ))(),(    
بـراي اثبـات    ] ۵[كافي است شيوه بيان شده در       : اثبات  

  .د، به تشابه پيگيري شوقضيه نظير
  
   تقريب اندازه بهينه در دو گام۵

ريـزي    اي از نوع برنامـه      مساله) ۱۱(مساله كمينه سازي    
 بعد نامتناهي اسـت كـه در آن عـلاوه بـر فـضاي               اخطي ب 

اكنـون سـعي    . باشـد   جواب، تعداد قيود نيـز نامتنـاهي مـي        
خواهيم نمود تا جواب آنرا با جواب حاصـل از حـل بـك       

در گـام   . مه ريزي خطي متنـاهي تقريـب نمـايي        منامساله بر 
بدين منظور ابتدا   . كنيم   محدود مي  اه ر لاول تعداد قيود مسا   

. كنـيم    محدوديت را انتخاب مـي     ۱M تعداد   ۱Sاز مجموعه   
∞كنــيم مجموعــه  ، ابتــدا فــرض مــي۲Sبــراي 

=1iiG  يــك }{
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مــثلاً چنــد (اشــد  بΩ1C)(مجموعــه چگــال و شــمارا در 
 پيوسـته   عدر اين صورت هر تاب    ). xitj صورت   ه ب اايه  جمله

تـوان بـا تركيـب متنـاهي از ايـن توابـع                مي ادر اين فضا ر   
 دســـته دوم بـــه صـــورت دتقريـــب نمـــود، لـــذا قيـــو

,..),,(,)( 321== iaG iiµ      خواهند بود؛ جايي كه αi   انتگـرال 
ــگ  ],s,[]T[ روي Giلب 00 ــي× ــد  م ــابق  ب. باش ــابراين، مط ن

 از ايـن    ۲M، با انتخـاب تعـداد متنـاهي         ]۱۲[ از   III.۱رةگزا
  :توان با جواب مساله زير تقريب نمود را مي) ۱۱(توابع 

  
)۱۲(  

 مـساله فـوق     µ* بعدي توجه داريم كه اندازه بهينه        مدر گا 
∑داراي فـرم نمايـشي      ] ۱۲ [هبنا ب  +

=
δα=µ 21

1
MM

l
*
l

*
l

* )z( 
*∋Ω جايي كـه     است

lz  ،0≥α*
l  ،)MM,...,,l( 2121 و  =+

)(tδ    گاه    اندازه اتمي يكاني با تكيهt استفاده از ايـن    .  است
بـا توجـه بـه خاصـيت        ) ۱۴(شكل نمايش در بيان مـساله       

گـردد كـه مجهـولات مـساله از           اندازه اتمـي موجـب مـي      
هاي رادن مثبـت، بـه دو دسـته ديگـر از مجهـولات                هانداز

211ضرايب  : آنها عبارتند از  . مبدل گردند 
MM

L
*
l }{ +

=α   و تكيـه 
211اههاي  گ

MM
L

*
l }z{ +

كند كه اندازه     بيان مي ] ۱۲[روبيو در   . =
∑توانـد بـا انـدازه         بهينه مي  +

=
δα=υ 21

1
MM

l
l*

l
* )z(  تقريـب

ــه در آن   ــردد، ك *α≤0گ
l   ــول و ــي مجه ــرايب حقيق  ض

)u,x,t(z llll  مقـاديري متعلــق بـه يــك زيـر مجموعــه    =
*باشند كه مقـادير        مي Ω از   Wچگال و شمارايي چون     

lz 
 از عناصر   Nبنابراين اگر تعداد    . گردد  توسط آنها تقريب مي   

W  ي بـه عنـوان گرههـاي    ساز  را در يك گسستهzl  اختيـار 

ريزي خطي فوق به شـكل زيـر تبـديل            شوند، مساله برنامه  
  :شود مي

)۱۳(  
ريـزي      گاهي در عمل مشاهده شده است كه مسائل برنامه        

ها، جوابهاي شـدني    Giخطي به شكل فوق براي انتخابهاي       
اي   ندارند؛ مثلاً وقتي كه انتخاب صرف توابـع چنـد جملـه           

براي غلبه بـر ايـن مـشكل        ). ۵۴‐۵۳ت  صفحا] ۱۲([باشد  
احتمالي و همچنين به منظور توانـايي در شناسـايي كنتـرل      

اي ثابـت پـس از تعيـين انـدازه            بهينه بصورت تابعي قطعه   
انتخـاب خاصـي را انجـام       ] ۵[و  ] ۱۲ [دتوان مانن   بهينه، مي 

 قسمت ۲m و   ۱m به   S,[0[ و   0],T[هاي  فرض كنيد بازه  . داد
  مــــــساوي تقــــــسيم شــــــوند بطــــــوري كــــــه

 ۲m۱m = ۲M  .  ۱برايm  ،...  ،۲   ، ۱= i   ۲ وm  ،...  ،۲   ، ۱= j 
(كنــيم  اختيــار مــي

m
S

,
m

)j(S[)
m
T,

m
)i(T[I ji

ij
2211

11 −
×

−
؛ بــا =

W)u,x,t(zفرض    كنيم؛  تعريف مي=∋
  

  
  

لذا مقادير سمت راست قيود دسـته دوم بـراي ايـن گونـه              
 : بصورت زير خواهند بودj و  iهر انتخاب توابع براي 
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  ٨

پيوسته نيستند ولي موارد زير      fijتوجه شود كه گرچه توابع      
  :را مد نظر خواهيم داشت

 ، fijهــــــــــر كــــــــــدام از توابــــــــــع  )۱
)12 2121 m,...,,i,m,...,,j اي از  حـــد دنبالـــه) ==

باشـد؛ پـس       مـي  {fijk}توابع پيوسته و مثبتي نظير      
M)( يك اندازه رادن مثبـت در        µاگر   Ω+   باشـد 

)f(lim)f(داريم  ijkkij µ=µ ∞→]) ۱۳.([  
مجموعه اين توابع را براي تمام اعـداد صـحيح و       )۲

گيريم؛ تركيبات خطي      در نظر مي   ۲m و   ۱mمثبت  
CG)(اين توابع قادرند كه هر تابع بصورت         Ω∈ 

 ]).۱۳([را بخوبي تقريب نمايند 

 از اين توابع بـراي دسـته دوم         ۲m۱m=۲Mبا انتخاب تعداد    
  :آيد به شكل زير در مي) ۱۳(قيود، مساله 

)۱۴(  
},,...,{با اسـتفاده از جوابهـاي       اكنون   *

N
** ααα  حاصـل از  21

قـادر خـواهيم    ) ۱۴(ريزي خطي متنـاهي       حل مساله برنامه  
كنتـرل بهينـه را بـا       ] ۱۲[بود مانند الگوريتم ارايه شـده در        

اي ثابـت     ازه حاصل، بوسيله يك تـابع قطعـه       استفاده از اند  
  .تقريب نماييم

  
  نتايج عددي

    اكنون قادريم تا با ارايه چند مثال عددي كـارايي روش           

در هر يك از مثالها عـلاوه بـر         . بيان شده را بررسي نماييم    
ارايه نتايج حاصله، با مقايسه وضعيت نهايي موجود مـوج           

كارايي روش را نيز  با وضعيت مطلوب نهايي آن نمودي از        
  .مشاهده خواهد شد

  
  ۱مثال 

    تار مرتعش از موارد مطرح در بحثهاي موج در اكثر 
 را πسيم نازكي به طول . باشد كتابهاي رياضي و مهندسي مي

. درنظر بگيريد كه در نقاط مرزي ثابت نگه داشته شده است،
 در وضعيت سينوسي و سرعت آن t = ۰فرض كنيد در زمان 

بر سيم ) از خارج(هدف يافتن نيرويي است كه . شدصفر با
اي  ، وضعيت و سرعت آن را به گونهπوارد شده و در زمان 

اگر در . صفر كند كه كمترين مقدار انرژي نيز مصرف شود
دانيم كه   بر سيم وارد شود، ميx,t(u( نيروي t و زمان xنقطه 

 اي نظير ارتعاشات سيم به صورت موجي است كه با معادله
توان بعنوان يك مساله  مساله بالا را مي. شود بيان مي) ۱(

با توجه به مفروضات مساله، . كنترل بهينه در نظر گرفت
ƒ(x)=sin(x) ،h(x)=0 ،Y(0,t)=Y(π,t) ،۰= (x)۲g = (x)۱g  و 

dxdt٢uππ(x,t)تابع هدف مساله 
00 ). ۲u = ۰fيعني(باشد   مي∫∫

را بترتيب به ] ‐ T,[0 ، ]S,[0 ،]۱ ،۱[اي ه براي حل ابتدا بازه
۹ = ۱m ،۹ = ۲m ۳ = ۱۱ وmكنيم؛   قسمت مساوي تقسيم مي

. گزينيم سپس از هر زير بازه يك نقطه به طور دلخواه برمي
 مساله برنامه ريزي ۲m۱m = ۲M = ۸۱ و ۱M = ۲با اختيار 
متغير بصورت زير حاصل  ۸۹۱ محدوديت و ۸۳خطي با 

  :شود مي
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 ٩

  
   كنترل بهينه‐۱شكل 

  

  
   زمانية وضعيت موج در انتهاي باز‐۲شكل 

  

  
ريــزي خطــي فــوق را بــا اســتفاده از روش  مــساله برنامــه

 از كتابخانه   DLPRSسيمپلكس اصلاح شده در زير برنامه       

IMSL    ۹۰ نرم افزارFortran   مقـدار بهينـه    .  حل شده است
سـپس بـا    . آيـد    بدست مـي   ۰۹۰۲۴۸۸/۲*۱۰‐۱۳تابع هدف   
*استفاده از   

lα       هاي بدست آمده، تـابع كنتـرل تقريبـاً بهينـه
همچنين وضـعيت   ). ۱شكل(محاسبه و رسم گرديده است      

 را بـا اسـتفاده از    )π،x(Y(يعنـي  (موج در زمـان انتهـايي   
كنترل بهينه حاصل و پانزده جمله اول جواب معادله مـوج           

تقريب شده است؛ تقريب حاصل همـراه بـا وضـعيت           ) ۵(
). ۲شكل  (اند    انتهايي داده شده جهت مقايسه رسم گرديده      

لازم به يادآوري است كه مثال مشابه بـراي سيـستم مـوج             
  حل شده كه مقـدار بهينـه       ]) ۵([همگن با كنترل مرزي در      
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  ١٠

  
   كنترل بهينه‐۳شكل 

  
  ي زمانة وضعيت موج در انتهاي باز‐۴شكل 

  
  . بوده است۳۹۵۷۱۴/۰تابع هدف در آنجا 

  
  ۲مثال 

ــه مــوج  ــار معادل ــا شــرايط اوليــه بــصورت) ۱(ايــن ب  ب

000 ==== )x(f),x(Y),xsin()x(h),x(Yt    و شرايط مرزي 
00 =π= )t,(Y)t,(Y     دوبـاره هـدف    . گيـريم    را در نظر مـي

است كه بايد بر موج وارد شود تـا         ) كنترلي(تعيين نيرويي   

 سينوسي و سرعت آن صفر شـده   وضعيت موج πدر زمان   
پـس از   . اي كه كمترين مقدار انرژي مصرف شـود         به گونه 

ــساله      ــدف م ــابع ه ــدار ت ــده، مق ــر ش ــل از روش ذك ح
كنتـــرل بهينـــه و .  بدســـت آمـــد۲۸۵۶۰۰۲۲۶۷۸۲۹۳۲/۰

مطــابق ) مطلــوب و موجــود (πوضــعيت مــوج در زمــان 
  .باشند مي) ۴(و ) ۳(شكلهاي 
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  … تعيين كنترل بهينه دروني وابسته به زمان و مكان براي يك سيستم موج                                                                                     

 ١١

  
   كنترل بهينه‐۵شكل 

  
   زمانية وضعيت موج در انتهاي باز‐۶شكل 

  
  ۳مثال 

)()3cos(21)(),2cos(فرض كنيـد     xxfxxh  و  ==−
ــراي    ــرزي ب ــرايط م ــصورت ) ۱(ش 00ب =π= )t,(Y)t,(Y 

 πوارد بر تار كه در زمان       ) كنترل(براي تعيين نيروي    . باشند
وضعيت و سرعت آن را صفر كرده و سيستم كمترين مقدار           

ق روش ارايـه شـده بـه حـل          انرژي را مـصرف كنـد، مطـاب       
 و تـابع  ۲۵۶۶۳۷۵۰۶۱۸۸/۱مقـدار بهينـه نيـرو    . پـردازيم   مي

همچنـين در   . نمايش داده شده اسـت    ) ۵(مبين آن در شكل     
وضعيت موجود نهايي موج با وضـعيت مطلـوب         ) ۶(شكل  

  .آن مقايسه گرديده است
 گيري نتيجه
بدنبال روند موفقيت آميز حـل مـسايل كنتـرل بهينـه در                    

هـا، ايـن مقالـه نيـز          يستمهاي مختلف بـا بكـارگيري انـدازه       س
توانست بر اين مبنا به حل مسايل كنترل بهينـه هـدايت شـده              
توسط معادله موج خطي غيرهمگن با كنتـرل درونـي وابـسته            

در ايـن راسـتا از خـواص جـواب          . به زمان و مكـان بپـردازد      
تـوان اذعـان داشـت كـه بـه            كلاسيك سيستم بهره برده و مي     

. آينـد   و كنترل بهينه همزمان بدست مـي      ) مسير(عي جواب   نو
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 مجله پژوهشی دانشگاه اصفهان 

  ١٢

علاوه بر تواناييهاي ذكر شده در ساير منابع كه در اينجا نيـز            
ــرار اســت، ــا وجــود   برق ــد آن اســت كــه ب ــز موي مثالهــا ني

محدوديتهاي عددي و تقريبهاي اعمال شده، بدون توجه بـه     
خطي يا غير خطي بودن تابع هدف، روش در تعيين مقـدار            

ينه و دستيابي به وضعيت مطلوب از توان بالايي برخـوردار           به
از ] ۱[تـري نـسبت بـه        بدين ترتيـب سيـستمهاي كلـي      . است

  .باشند تر به شيوه ذكر شده قابل حل مي طريقي ساده
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