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  محسن محمدزاده و عليرضا هومان    ١٦
 

  

Abstract 
     Discriminant analysis is a way for classification of one object or a group to one or more separate groups 
that are known or unknown. In scientific researches we often use linear or quadratic functions for 
classification. But in this paper, we suggest a nonlinear discrimination method that uses two nonparametric 
regression methods, namely multivariate adaptive regression splines and adaptive additive model. In a 
simulation study, we investigate the application way of proposed methods and comparing them with the 
ordinary nonlinear discrimination methods via their means of error rates.    
Keywords: Discriminate Analysis, Flexible Discriminate Analysis, Nonparametric Regression. 
 
 

  مقدمه
لاني دارد، اما اي طو بندي سابقه پيدايش تحليل رده

 )۱۹۳۶(اولين تعريف روشن از اين مسئله توسط فيشر
بندي معرفي   كه تابعي خطي براي رده ارائه شده است،

همچنين عامل به كارگيري تابع غيرخطي در . كرد
هاي چند متغيره نيز از انديشه وي سرچشمه  جمعيت

 در )۱۹۳۳( پيرسن-بعد از آن كارهاي نيمن. گرفته است
بندي را تحت تاثير زيادي  هاي رده ماري، شيوهاستنباط آ
 رهيافت بيزي را )۱۹۴۴( و والد)۱۹۳۹(ولچ. قرار داد

اخيراً تحولاتي . براي اين مساله مورد مطالعه قرار دادند
بندي غيرخطي توسط هيستي، تيب  هاي رده در شيوه

 انجام پذيرفته )۱۹۹۱( و فريدمن)۱۹۹۴(شيراني و بوجا
هايي نوين در اين مساله تحت  يوهكه منجر به ارائه ش

  .پذير شده استبندي انعطاف عنوان رده
هاي ها به گروه اي از داده بندي مجموعه براي رده 

فرض كنيد . مختلف، معياري مناسب مورد نياز است
 گروه مجزاي C شامل χفضاي اندازه پذير 

CRRR ,,, 21 Lها به صورت زوج   باشد و داده( )Xj, 
}2,1,,{كه در آن  Cj L=ℑ∈ برچسب هر گروه 

گيري شده در گروه   اندازهيبعدM بردار متغيرهايXو
jتواند تابعي از  عيار مناسب مييك م. ام را نشان دهد

χ به { }CRRR ,,, 21 Lبندي   باشد، كه احتمال رده
  در تحليل مميزي خطي كلاسيك،. نادرست را كمينه كند

بندي فضاي نمونه معمولاً فرض بر آن است که  براي رده
 هاي مستقلي به صورت متغيرهاي مورد مطالعه نمونه

( ),J X يهستند، كه در آن برا ℑ∈jتوزيع ، X  به
Jشرط  j= نرمال چند متغيرة ( ),jN µ Σدر .  است

اين صورت با فرض احتمالات يكسان 

( ) ℑ∈== j
C

jJP بندي  براي هر گروه قاعدة رده1,

Xبه گروه jRبندي  با شرط كمينه كردن احتمال رده
  :نادرست به صورت

)()(

)()(
1

1

min i
T

i
i

j
T

jj

XX

XXRX

µµ

µµ

−−

=−−⇔∈

∑
∑

−

−

  

 نامعلوم باشد، ∑شود، كه در آن اگر  بيان مي
 PΣيعني  ها  درون گروه١ماتريس كواريانس ادغام شده

در اين . )۱۹۷۹مارديا و همكاران، (شود  آن ميجايگزين

−∑صورت با تبديل 
=′ 2

1

P
XXمعيار بالا به صورت ،:  

)۱(     2 2minj j ii
X R X Xµ µ′ ′ ′ ′ ′∈ ⇔ − = −  

 فاصله در فضاي ⋅شود، كه در آن بيان مي

)اقليدسي  )ME ،M 1 تعداد متغيرها و
2

j jP
µ µ

−′ = ∑ 
 

1- Pooled Covariance 
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  ١٧   ...پذير با استفاده ازتحليل مميزي غيرخطي انعطاف

  

اي وارد شود،  بدون آنكه به كليت مساله خدشه. است
توان  مي

1

C
jj

µ
در اين .  را برابر با صفر قرار داد∑=

1صورت بردارهاي نرمال متعامد  2 1, , , Ca a a −L در 
)فضاي  )MEاي يافت كه بسط  گونهتوان به   را مي

}فضاي خطي توليد شده توسط  }1 1 C, , ,µ µ µ′ ′ ′Lباشند  .
 با كمينه كردن )۱(بندي در اين صورت قاعدة رده

[ ]∑ −

=
′−′1

1

C

i iii aXa µبنابراين تابع . شود  هم ارز مي
1C 1بعدي − 2 1( ) ( ', ', , ')CY X a X a X a X−= L  

) يك تصوير خطي از )MEبه فضاي ( 1)CE است  −
  بندي بصورت و قاعدة رده

2 2
'( ) min ( )j j ii

X R Y X Y Y X Y∈ ⇔ − = −

  
ام jن گروه يانگي مjYشود، كه در آن  حاصل مي

)اما به دليل آنكه تصاوير. است )Y Xه حالتهاي  فقط ب
ها بر  شوند، حالتهايي را كه توزيع داده خطي محدود مي

 يبرا. شوند شرايط كلاسيك منطبق نيستند را شامل نمي
   تبديلات كلي)۱۹۸۴(رفع اين محدوديت بريمن و ايهاكا

1
( ) ( )   0

M

k km m
m

Y X X kψ
=

= ≥∑  

به تابعي خاص  kmψرا در نظر گرفتند، كه در آن 
 و بكاربردن يه و با يك روش هموارسازمحدود نشد

 به دست )ACE(١رگرسيون اميدهاي شرطي متناوب
در اين روش با انجام رگرسيون خطي چند متغيره . آيد مي

براي ماتريس مشاهدات، بردار متغير پاسخ تخمين زده 
شود، سپس تحليل مميزي خطي بر تخمين بردارهاي  مي

. پذيرد نجام مي ا)۱(متغير پاسخ به روش مينيمم فاصله
 

1- Alternating Conditional Expectation 

 اين روش مميزي را تعميم )۱۹۹۳(هيستي و همكاران
داده و با استفاده از روشهاي مختلف رگرسيون ناپارامتري 

هايي   شيوه)PPR(٢ و تعاقب تصويرACEمانند 
بندي ارائه و آنها را تحليل مميزي  غيرخطي براي رده

 دو روش )۱۹۹۱(فريدمن . ناميدند٣انعطاف پذير
رامتري تحت عناوين اسپلاين رگرسيوني رگرسيون ناپا

 و مدل انطباقي )MARS(٤انطباقي چند متغيره
 يهايساز مدلي را ارائه نمود، که برا)AAM(٥جمعي
در مقاله حاضر، به . شودي از آنها استفاده ميرخطيغ

رخطي، ي تحليل مميزي غيهامنظور توسعه روش
 بجاي AAM و MARS دو روش يريبکارگ

بندي   براي ردهPPR و ACEاپارمتري هاي ن رگرسيون
سازي،  سپس در يك مطالعه شبيه. شوديشنهاد ميها پگروه

ن ميزان دقت ينحوه استفاده از اين روشها و همچن
 معمول يهاگر روشيهاي حاصل از آنها با دبندي رده
 مورد مقايسه PPR و ACE خطي، درجه دو، بندي رده

ن يي پيشنهاد شده در اها روشيگرفته و موارد برترقرار 
براي اين منظور دو روش رگرسيون . شوندين مييمقاله تع

 ۲ بطور مختصر در بخش AAM و  MARSناپارامتري 
معرفي شده، سپس نحوه مقياس گذاري بهينه براي ارتباط 

 و روش ۳بين رگرسيون و تحليل مميزي در بخش 
بخش . اند  ارائه شده۴تحليل مميزي غيرخطي در بخش 

بنديهاي  سازي براي مقايسه دقت رده امل مطالعه شبيه ش۵

 

2- Projection Pursuit Regression 
3- Flexible Discriminate Analysis 
4- Multivariate Adaptive Regression Spline 
5- Adaptive Additive Model 
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گيري  مختلف است و نهايتاً بخش آخر به بحث و نتيجه
  .اختصاص يافته است

  
  رگرسيون ناپارامتري چند متغيره

اي از  در رگرسيون ناپارامتري چند متغيره، مجموعه 
n 1 بردار اندازه پذيرp  بعدي ≤

{ }: 1, 2, ,p
ix R i n∈ = Lهاي   به همراه اندازه

}مربوط به متغير پاسخ  }: 1, 2, ,iY i n= L  در اختيار
  است که از مدل

)۲(    ( )     i=1,2, ,ni i iY f x ε= + L  
ها عبارت iεكه در آن يكنند، بطور پيروي مي
 تابعي نامعلوم است و با استفاده از fباقيمانده و

بريمن و . شودي برآورد ميامشاهدات نمونه
 را بعنوان يك ١ رگرسيون افراز بازگشتي)۱۹۸۴(همكاران

   به صورتfتقريب براي تابع

)۳(    
1

( ) ( )
M

m m
m

f x a B x
=

= ∑
)   

)اي  معرفي كردند، كه در آن تابع پايه )mB  به صورت ⋅
( ) ( )

mm uB x I x= ،I تابع نشانگر و 
{ ; 1, 2, , }mu m M= L افرازي از فضاي pRاست  .

 هستند كه براي هر pRها زير فضاهايي از muيعني 

,  i ji ju u φ∩ =  و ≠
1

M
p

m
m

u R
=

=U . مجموعة

{ ; 1, 2, , }ma m M= Lضرايبي هستند كه )۳( در مدل 
. شوند مقادير آنها به روش كمترين مربعات برآورد مي

بدليل ناپيوستگي مدل افراز بازگشتي در مرزهاي نواحي 

 

1- Recursive Partitioning Model 

muاي  ، توابع پايه)(⋅mBلذا. اي هستند پله) ،واهبا
 ياهي با توابع پاq به جاي آنها از اسپلاين مرتبه)۱۹۹۰
   به صورتيتوان

)۴(                    ( ) [ ]q
qb x t x t

+
− = −   

]استفاده نمود، كه در آن  ]a   a بيانگر قسمت مثبت +
اي حالت خاصي از اين توابع  بديهي است تابع پله. است
0qاي است، كه به ازاء  پايه در روش . شود  حاصل مي=

MARSبه شکل)۳(ياي برا  توابع پايه   

( ) ( )( , )
1

mK qq
m km v k m km

k
B x S x t

+
=

 = − ∏  

}شوند، كه در آن يانتخاب م 1,1}kmS ∈ −، mK 
)تعداد برشها،  , )v k mx متغير برش وkmt آستانه آن است 

1qو مقدار   ياهيشود كه توابع پا اي تعيين مي  بگونه≤
اي اضافي به كمك فرآيند  سپس توابع پايه. پيوسته شوند

شوند تا باعث بهتر شدن  حذف ميزدودن يك به يك 
مدل و انتخاب يك مجموعة معتبر نهايي براي برآورد 

  .مدل انتخابي شود
 را )۲( در مدلf تقريب )۱۹۸۹(بوجا و همكاران 

  به صورت

)۵(      
1

( ) ( )
p

T
j j ij

j
f x h xβ

=

= ∑
) 

 از توابع ييتاMردارک بي jhدر نظر گرفتند، كه در آن 
ر ين متغيامj ين مشاهده برايامijx iغيرخطي معلوم، 

 ضرايب رگرسيوني هستند كه با كمينه يها بردارهاjβو 
  ٢اي شده  خطاي جريمهكردن مجموع مربعات

)۶(      2

1 1 1
( ( ))

p pM
T T

i j j ij j j j j
i j j

y h x dβ λ β β
= = =

− +∑ ∑ ∑  
 

2- Penalized Sum of Square Errors 
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 يها پارامترهاjλكه در آن يشوند، بطور برآورد مي
س ي به نام ماتريسيام ماترj ستون jdهمواري و 
، از jλمعمولا براي برآورد پارامترهاي . جريمه است

. شود  استفاده مي)GCV(١معيار اعتبار متقابل تعميم يافته
 الگوريتمي براي اين منظور ارائه )۱۹۸۴(گا و واهبا

ها نياز به jλک از ياند، كه در آن برآورد هر نموده
)3محاسبه عبارتهايي از مرتبه  )O n۱۹۸۹(هيستي. د دار( 

)ل نموده و عبارتي از مرتبه ي را تعدGCVار يمع )O n 
 )۱۹۹۸(محمدزاده.  ناميدAAMبراي آن ارائه کرد و آنرا 

 ي را براjλ پارامترهاي همواري يستيار هيبر اساس مع
چون عبارت مربوط به .  برآورد كرد٢ي هموارنياسپلا
 است، كنت و ي اغلب چند مدGCVار يعم

سازي آن ارائه ز الگوريتمي براي بهينهي ن)۲۰۰۰(محمدزاده
مم ي را در ماکسينمودند که قادر است پارامتر هموار

  .دي برآورد نماGCVار يمطلق مع
  

  گذاري بهينه مقياس
 با استفاده از توابع )۱۹۳۶(فيشر 

0( ) ,   i=1,2, , CT
i i ig x w x w= + L تحليل مميزي 

  ا قاعده را ب
( ) ( )   i jj i jx R g x g x∈ ⇔ ≥ ∀ ≠ ∈ ℑ  

معرفي كرد، كه در آن خطاها نسبت به بردارهاي وزن 
T
iw0هاي  و آستانهiwنه ي به روش حداقل مربعات کم
توان با كدگذاري متغير  را ميigتوابع مميزي . شوندمي

براي . پاسخ و استفاده از رگرسيون خطي نيز برآورد كرد
 

1- Generalized Cross Validation 
2- Smoothing Spline 

اين كار لازم است مربع خطاها نسبت به مقادير نشانگر 
 تابع iθاگر . نه شوندي کمiwگروه و بردارهاي وزن 

 استفاده از مينيمم توان باام باشد، ميiنشانگر گروه 
Kمجذور خطا،  C< پاسخ مستقل براي iθ ،ها

*بصورت  * *
1 2, , , Kθ θ θLاگر .  بدست آوردΘ يك 

Cماتريس  K×متشکل از يها با ستوني بعد iθ ها و
T ماتريس ×n Cهاي ها با درايه نشانگر گروهي بعد
1ijT i براي = jx R∈ و صفر در جاهاي ديگر تعريف 

n×شوند، آنگاه ماتريس  Kل يهاي تبدخ پاسي بعد
*افته گروهها به فرم ي TΘ = Θبدون آنكه .  خواهد بود

توان فرض كرد خللي به كليت مساله وارد شود مي
n ماتريس X ها صفر است وميانگين داده p×ي بعد 

Tامين سطر iها با داده
ixبنابراين لازم است .  است

  عبارت 
)۷(                            2|| ||TE XW= Θ −  

K× و ماتريس وزن Θهاينسبت به مقياس p 
 بصورت )۷(وابج.  كمينه شودWيبعد

*TW X −= Θ است، كه در آن X  معكوس تعميم −
 )۷( درWاكنون، با جايگذاري.  استX ٣روزيافته پن
   :داريم

)۸(     [ ( ) ]T TE tr T I XX T−= Θ − Θ 

 با اعمال قيد Θت به كه كمينه كردن آن نسب
T

KD IΘ Θ =)KIي يك ماتريس همان ×K Kي بعد 
TD/و  T T n=(به روش لاگرانژ چندگانه، باعث مي -

 

3- Penrose Generalized Inverse 
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  محسن محمدزاده و عليرضا هومان    ٢٠
 

  

 در معادله بردار ويژه Θهاي ماتريس شود كه ستون
  متقارن عمومي 

)۹(              1 ( )T TT XX T D
n

θ λ θ− =  

)ماتريس حاصلضرب . صدق كند )XX T−۹( در( ،
 X روي T، در يك رگرسيون %Tمقادير برازش شده 

 حاصلضرب )۹(بنابراين، ماتريس طرف چپ. است
TTمقادير هدف و برازش شده، يعني  T%براي . باشد مي

هاي مركزي شده، ماتريس كواريانس بين گروه ها به  داده
  صورت 

)۱۰(
1

1 ( )
C

T T T Ti
B i i

i

nS m m X T T T T X
n n

−

=

= =∑  

ب حجم و ي به ترتim وin ناست، كه در آ
توان نشان  مي)۱۰(با استفاده از. هستندام iن گروهيانگيم

ک فضاي يها در داد که ماتريس كواريانس بين گروه
  افته به صورت يتبديل

2 2 2
1 2{ , , , }T

B KWS W diag λ λ λ= L  
1است، که در آن  2, , ,L Kλ λ λي مقدارهاژهي و 

1متناظر با  2, , ,L Kθ θ θي هستند که به صورت صعود 
به طور مشابه ماتريس كواريانس درون . اندمرتب شده

 ها نيز به صورت گروه

{ })1(),...,1(),1( 2211

)1(

KK

T
W

diag
DWWS

λλλλλλ
λλ

−−−

== −  

 BS هر دو ماتريس كواريانسWبنابراين. شودتبديل مي
به ويژه، در تحليل مميزي خطي . كند را قطري ميWSو 

، عبارت Wتوان به جاي مي
1
2
(1 )−=LDAW D Wλ λ را 

نصورت با استفاده از ارتباط بين پاسخ يدر ا. ز بكار بردين

ي بهينه، تحليل تحليل مميزي خطي و پاسخ مقياس گذار
  مميزي به صورت 

   i jj i jx R g g∈ ⇔ ≥ ∀ ≠ ∈ ℑ  
 باشد، كه در آن يم

1
(1 )

1log( ( )) ( ( )) ( ( )),
2

T
i i i OS i OSg p R y y x D y y xλ λ

−
−= − − −

)که ي است، بطور )ip R احتمال تعلق xبه i امين
امين گروه و iافته ميانگينيدار تبديل برiyگروه، 

( )OSy x Wx=۱۹۹۵(هيستي و همكاران. باشد مي( 
   بصورتigفرم ديگري براي 

1 2
1

1log( ( )) ( ( )) ( ( )) || ||
2

i T i i
i i OS OSg p R y x D y xλθ θ θ−

−= − − − −

 اند، كه در آن ارائه كرده

 { }1 1 21 ,1 , ,1 KD diagλ λ λ λ− = − − −L و iθ بردار 

.  استiΘامين ستون i، يعنيiRمقياسها روي گروه 
   را بصورت ig توانبطور معادل مي

2
1 21log( ( )) ( ( )) ( ( )) || ||

2
i T i i

i i OS OSe
g p R y x D y xθ θ θ−= − − − −

2ز نوشت، كه در آن ين
2 2 2
1 2( , , , )KeD diag e e e= L و 

2 1= − λi ieاس ي سهم مقθi در ميانگين توان دوم 
بنابراين روش رگرسيون بر پايه مقياسها به . خطاها است

همراه يك تبديل خطي منجر به قاعده مميزي هم ارز 
  . شودتحليل مميزي خطي مي

 
  تحليل مميزي غيرخطي 

 C مسأله تحليل مميزي براي در صورتي كه در 
)گروه،  )Yθ متغير پاسخ تبديل شده توسط رگرسيون 

 نشان دادند كه )۱۹۸۴(ناپارامتري باشد، بريمن و ايهاكا
1Kمانند حالت خطي تعداد  C≤  جواب مستقل −

ز طريق حل يك معادله ها وجود دارد كه ابراي مقياس
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  ٢١   ...پذير با استفاده ازتحليل مميزي غيرخطي انعطاف

  

 Θ*بعلاوه براي هر ستون . شوندبردار ويژه تعيين مي
  اند، به طوري كه عبارت  يك مدل جمعي برازش داده

2

2 *

1 1

1 ( ) , 1, 2, ,
pn

k ik kj ij
i j

e x k K
n

φ
= =

 
= Θ − = 

 
∑ ∑ L  

)را نسبت به توابع  )1,2, , ;  1, 2,  ,   kjk K j p φ= =L L 
نه ي تا رسيدن به همگرايي کمACEبا اجراي رگرسيون 

)امين عنصر بردار iدر اين صورت . كندمي )OSy x 
 توسط عناصر بردار 

1 21 1 1
( ( ) ,  ( ) ,  ,  ( ) )p p p

j ij j ij kj ijj j j
x x xφ φ φ

= = =∑ ∑ ∑L   
  

  بندي شود و قاعده ردهيبرآورد م

j i jx R d d j i∈ ⇔ ≥ ∀ ≠  
  را با 

2
1 21log( ( )) ( ( )) ( ( )) || ||

2
i T i i

i i e
d p R x D xθ φ θ φ θ−= − − − −% %

امين k تبديلي غيرخطي با %φبدست آوردند، كه در آن 
عنصر

1
( 1, 2, , )  , ( )p

kj ijj
k K xφ

=
= ∑L و iθ بردار 

   . استiRها براي گروه مقياس
بايد توجه نمود كه براي هر مقياس، مدل جمعي  

هاي براي دادهاين امر ممكن است . متفاوتي وجود دارد
زياد همراه بوده يا باعث  با تعداد متغير زياد، با محاسبات

هاي جمعي برازش نادرست شود، مگر آنكه مدل
. متغيرهاي مورد استفاده به نوعي خود افراز شده باشند

شويم كه تعداد اما در عمل با موارد زيادي مواجه مي
 بر متغيرها زياد بوده و لزوماً هيچگونه شواهدي مبني

لذا در اين مقاله . باشدافراز شده بودن آنها در اختيار نمي
 معرفي شده در AAM و MARSروشهاي ناپارامتري 

 براي تحليل مميزي غيرخطي مورد بررسي قرار ۲بخش 
  . گيرندمي

  
  پذيرتحليل مميزي غيرخطي انعطاف

رخطي با ي تحليل مميزي غک روشين بخش يدر ا
 ارائه AAM و MARSوني استفاده از روشهاي رگرسي

  :  آن به شرح زير استي گردد که مراحل اجرايم
K يك مقدار اوليه با قيد 0Θبه ماتريس   -۱ C< و 

T D IΘ Θ TD/ داده شود، كه در آن = Y Y n= 
  .است
*با قراردادن   -۲

0 0
TYΘ = Θي و استفاده از روشها 

 مدل را MARS و AAMرگرسيوني ناپارامتري 
*برازش داده و مقادير برازش شده 

0Θ%محاسبه شوند  . 

)ˆبا فرض آنکه  -۳ )S λباشد که مدل انتخابي ي عملگر 
 يدارهاژه بريس ويدهد، ماترينهايي را برازش م

* * * *
0 0 0 0

ˆˆ ( )T T S λΘ Θ = Θ Θن و با يي را تع( )ijφΦ = 
نصورت مقياسهاي بهينه به فرم يدر ا. ديش دهينما

0Θ = Θ Φتوجه شود که عملگر .  خواهند بودˆ( )S λ 
تواند خطي يا  ميλ̂بسته به انتخاب پارامتر همواري 

)غيرخطي باشد و  ) Tx W xη  بردار توابع رگرسيون =
 .برازش شده است

هاي بهينه، مدل نهايي مرحله دوم با استفاده از مقياس -۴
)بصورت  ) ( )Tx xη η≡ Φبهنگام شود  . 

)ها، بردار توابع  گروه از دادهCبراي   -۵ )xη  

1Kتواند حداكثر مي -۶ C= در .  مولفه داشته باشد−
 اين صورت تحليل مميزي به صورت 
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  محسن محمدزاده و عليرضا هومان    ٢٢
 

  

2 2( , ) || ( ( ) ) || min || ( ( ) ) ||j i
j ix R x j D x D xδ η η η η∈ ⇔ = − = −

)شود، كه در آن تبديل مي ) /
i

j
i jg j

x nη η
=

= ∑ 
 برازشهاي Dيرام است و ماتريس قطjن گروه يانگيم

گذاري بهينه را به متغيرهاي تحليل مميزي تبديل مقياس
  . كندمي
  

  سازي مطالعه شبيه
 روشهاي تحليل مميزي )۱۹۸۴(بريمن و همكاران

 و درجه )LDA(خود را بر اساس رگرسيون خطي
، همچنين دو روش رگرسيون ناپارامتري )QDA(دو

ACE و PPRسه نوع داده شبيه سازي شده  بر روي 
بكار گرفته و آنها را مورد بررسي قرار دادند، سپس 

 نيز روش تحليل مميزي )۱۹۹۳(هيستي و همكاران
يافته خود را با استفاده از همين سه نوع داده مورد تعميم

در اين بخش ما نيز براي تحليل . ارزيابي قرار دادند
 و AAMي مميزي بر اساس رگرسيون هاي ناپارامتر

MARSها استفاده مي كنيم تا بتوان   از همين داده
، LDAكارايي آنها را با يكديگر و با روشهاي ديگر 

QDA ،ACE و PPRمورد مقايسه قرار داد  .  
ها سه گروه مستقل، هر  اين داده : هاي موجي داده

  :  متغير تصادفي بصورت۲۱يك داراي 
1 2

1 3

2 3

( ) (1 ) ( )
( ) (1 ) ( )     i=1, ,21
( ) (1 ) ( )

i i

i i

i i

X Uh i U h i
X Uh i U h i
X Uh i U h i

ε

ε

ε

= + − +
 = + − +
 = + − +

K

ک متغير تصادفي با توزيع ي Uر آنها هستند، كه د
ها مستقل و داراي توزيع نرمال U ،iε(0,1)يكنواخت 

  : اند ها نيز بصورت زير در نظر گرفته شدهihاستاندارد و 

1 2 1 3 1( ) max(6 | 11|,0),   h (i)=h (i-4),  h (i)=h (i+4)h i i= − −

 
ها دو گروه مستقل از  اين داده :هاي با اثر متقابلداده

]توزيع يكنواخت دو متغيره بر مربع  ] [ ]1,11,1 −×− ،
گروه اول شامل مشاهداتي است كه از . اندانتخاب شده

هاي شمال شرقي و جنوب غربي و گروه دوم گوشه
هاي شمال غربي و شامل مشاهداتي است كه از گوشه

  . اند شرقي مربع انتخاب شدهجنوب 
دراين حالت از دو گروه، هر : اي هاي خوشه داده

متغيرهاي . كدام شامل چهار متغير استفاده شده است
 N(3.5,1)گروه اول مستقل و داراي توزيع نرمال 

 يز مستقل از يكديگر وليهستند، متغيرهاي گروه دوم ن
د و مستقل از متغيرهاي گروه داراي توزيع نرمال استاندار

 . اول هستند

، LDAبراي ارزيابي روشهاي تحليل مميزي خطي  
 و ACE مميزي غيرخطي يها، تحليلQDAدرجه دوم 

PPRهاي مميزي غيرخطي انعطاف  و همچنين تحليل
، از هر سه نوع داده موجي، با MARS و AAMپذير 

 يها آموزشي به حجميهااي، نمونه اثر متقابل و خوشه
هاي يكسان براي هر گروه  با احتمال۳۰۰ و ۱۵۰، ۵۰

  . اندتوليد شده
نمونه تست كه به صورت تصادفي به هر يك از 

 ي آن بررسيبندها تعلق دارد توليد و صحت ردهگروه
 بار تكرار شده و متوسط ۱۰۰۰اين كار . شده است

 روشهاي مختلف محاسبه و در يبنداحتمال خطاي رده
 ي خطايهاسه احتماليمقا. اند صه شده خلا۱جدول 
 و ي موجيها دادهي مختلف، برايها روشيبندرده
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  ٢٣   ...پذير با استفاده ازتحليل مميزي غيرخطي انعطاف

  

که  انگر آنستي آموزشي، بيها مختلف نمونهيهاحجم
 و PPR يها  از تمام روشها بجز روشيروش خط

AAMن دو روش از يهرچند ا. داردي عملکرد بهتر
 ي نسبت به روش خطي کوچکتريبنداحتمال خطاي رده

 آنها يبندخوردار هستند اما اختلاف احتمال خطاي ردهبر
 با اثر يها دادهياما برا. ز و در حد چند هزارم استيناچ

 از احتمال يرخطي غيهااي، همواره روش متقابل و خوشه

 ي نسبت به روش خطي کوچکتريبندخطاي رده
  تحليليبندبرخوردارند و بخصوص احتمال خطاي رده

، MARS و AAMنعطاف پذير هاي مميزي غيرخطي ا
 يها با احتمال)۴/۰شتر از يب(ينه تنها تفاوت فاحش

 دارند بلکه از هر دو روش ي روش خطيبند ردهيخطا
  . دارنديار بهتريز عملکرد بسي نPPR و ACEغيرخطي 

  
 هاي مختلف تحليل مميزي براي سه نوع داده روشيبنداحتمال خطاي رده: ۱جدول 

حجم  ها نوع داده
  ينمونه آموزش

هاي وشر
 اي خوشه با اثر متقابل موجي  تحليل مميزي

50 

LDA  
QDA 
ACE 
PPR 

MARS 
AAM 

0.195  
0.216  
0.236  
0.189  
0.215  
0.192 

0.475  
0.377  
0.083  
0.060  
0.059  
0.052 

0.568  
0.133  
0.122  
0.096  
0.071  
0.061 

100 

LDA  
QDA 
ACE 
PPR 

MARS 
AAM 

0.192  
0.215  
0.234  
0.187  
0.213  
0.190 

0.473  
0.357  
0.081  
0.057 
0.052  
0.050 

0.538  
0.133  
0.124  
0.097  
0.073  
0.059 

300 

LDA  
QDA 
ACE 
PPR 

MARS 
AAM 

0.191  
0.216  
0.232  
0.186  
0.211  
0.188 

0.472  
0.337  
0.081  
0.055  
0.050  
0.047 

0.501  
0.133  
0.122  
0.096  
0.072  
0.056 

 و يآموزش يهام حجم نمونهر توأيث تأي بررسيبرا
 ييتا۵۰ ي نمونه آموزشي برايزيل مميتست بر دقت تحل

 كه به صورت ۲۰ و ۱۰، ۵هاي  هاي تست به حجم نمونه
 .اندها تعلق دارند، توليد شدهتصادفي به هر يك از گروه
ها نرخ خطا، يعني حاصل نسبت  براي هر يك از نمونه

 ها، براي هاي نادرست به تعداد كل دادهبندي تعداد رده
  .اندهاي تحليل مميزي محاسبه شده تمام روش

 بار تكرار نموده و متوسط نرخ ۱۰۰۰ اين كار را 
 نمايش داده ۲هاي مختلف در جدول خطاي روش

 با ييتا ۱۵۰ ي نمونه آموزشين کار برايهم. اند شده
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  محسن محمدزاده و عليرضا هومان    ٢٤
 

  

 و نمونه ۱۰۰ و ۵۰، ۳۰هاي   تست به حجميهانمونه
، ۵۰هاي   حجم تست بهيها با نمونهيي تا۳۰۰ يآموزش
هاي  انجام شده و متوسط نرخ خطاي روش۱۵۰ و ۱۰۰

  .اند اضافه شده ۲مختلف به جدول 
ش يشود، افزا ملاحظه مي۲همانگونه كه در جدول  

 و تست همواره موجب کاهش ي آموزشيهاحجم نمونه
ش دقت تمام يجه افزاي و در نتيبند ردهينرخ خطا
شود که يها مده انواع داي برايزيل ممي تحليهاروش
  . قابل انتظار استياجهينت

هاي موجي متوسط نرخ خطاي  براي داده بعلاوه
روش تحليل مميزي خطي از متوسط نرخ خطاي 

گر بيشتر نيست و با متوسط نرخ يروشهاي غيرخطي د
 يكسان AMMخطاي روش غيرخطي انعطاف پذير 

واره اي هم هاي با اثر متقابل و خوشهاما براي داده.باشدمي
 ياديار زيهاي خطي تفاوت بسمتوسط نرخ خطاي روش

با متوسط نرخ خطاي ساير روشها به خصوص روشهاي 
  .غيرخطي دارد

هاي با اثر  روش تحليل مميزي درجه دوم براي داده
هاي  ن روشيمتقابل کمترين متوسط نرخ خطا را در ب

اي  هاي خوشه براي داده. تحليل مميزي خطي دارا است
هاي تحليل مميزي انعطاف پذير نسبت به شهمواره رو
 يدرجه دوم از متوسط نرخ خطا هاي خطي وروش

 ۲کمتري برخوردار هستند، اما همانطور که در جدول 

هاي تحليل مميزي انعطاف پذير شود روشيملاحظه م
AAM و MARSاند  كه در اين مقاله معرفي شده
ها وشر رين متوسط نرخ خطا را در مقايسه با سايکمتر
 براي دو AAMبعلاوه متوسط نرخ خطاي روش . دارند

 به MARSاي حتي از روش  نوع داده موجي و خوشه
 و تست که مورد ي آموزشيها تمام حجم نمونهيازا
  .اند کمتر است قرار گرفتهيبررس

  گيري بحث و نتيجه
هاي موجي نرخ خطاي روش تحليل  براي داده 

هاي غيرخطي  از نرخ خطاي روشLDAمميزي خطي 
گر بيشتر نيست و عملكرد آن با روش غيرخطي يد

هاي اما براي داده. باشد يكسان ميAMMانعطاف پذير 
هاي خطي عملكرد اي همواره روش با اثر متقابل و خوشه

روش تحليل . ها دارندنامناسبي در مقايسه با ساير روش
هاي با اثر متقابل بهترين  مميزي درجه دوم براي داده

هاي تحليل مميزي خطي از لكرد را نسبت به روشعم
  .دهدخود نشان مي
هاي تحليل اي همواره روش هاي خوشه براي داده
درجه  هاي خطي وپذير نسبت به روشمميزي انعطاف

هاي دوم از عملكرد بهتري برخوردار هستند، اما روش
 كه در MARS و AAMتحليل مميزي انعطاف پذير 

 در مقايسه ياند عمكرد بسيار بهتراين مقاله معرفي شده
  . شده دارنديهاي بررسر روشيبا سا
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  ٢٥   ...پذير با استفاده ازتحليل مميزي غيرخطي انعطاف

  

 متوسط نرخ خطاي روشهاي مختلف تحليل مميزي براي سه نوع داده مختلف: ۲جدول 

 براي دو نوع داده موجي و AAMبعلاوه روش 
ز بهتر تحليل مميزي ي نMARSاي حتي از روش  خوشه
 تحليل مميزي خطي هايبر خلاف تصور، روش. كندمي

تر  هاي غيرخطي همواره ضعيفبه طور كلي از روش
هاي ديگر توانند دقيقتر از روشنيستند و در مواردي مي

هاي هاي غيرخطي زماني بهتر از روشاما روش .باشند
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  محسن محمدزاده و عليرضا هومان    ٢٦
 

  

هايي كاملاً جدا از هها در گرو كنند كه دادهخطي عمل مي
هاي وهها از گرهر چه داده. هم قرار داشته باشند

متمايزتري تشكيل شده باشند، روش تحليل مميزي 
AAM نسبت به روش MARS عملكرد بهتري در 

  .دهدها از خود نشان ميتحليل مميزي داده
هاي خطي و بعلاوه شرايط محدود كننده روش

باشند، بكارگيري  در عمل محقق نميدرجه دوم كه عموماً
اغلب مسائل ن مقاله را در يهاي پيشنهاد شده در اروش

  . سازدكاربردي مرجح مي
هاي اين مقاله توسط تمام محاسبات و شبيه سازي 
 انجام شده كه از Splusافزار نويسي در محيط نرمبرنامه

طريق پست الكترونيكي هر يك از نويسندگان قابل 
  .دريافت است

   و تشکريقدردان
سندگان از داوران محترم مجله به خاطر نظـرات    ينو 

 ـشان کـه موجـب بهبـود ا       ادات سازنده شنهيو پ  ن مقالـه   ي
و از حمايـت قطـب علمـي داده هـاي ترتيبـي و         د،  يگرد

 يت تـشکر و قـدردان  ينهافضايي دانشگاه فردوسي مشهد  
  .را دارند
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