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  يدهچك
در بـسياري   . باشداي تصميم گيري متجانس مي    هاي از واحد  موعهگيري كارايي نسبي مج   ازها روشي براي اند   ههتحليل پوششي داد   

ت ه ـائي را جه ـر كـدام ورودي ه هشوند ك تقسيم مي اي كوچكتري   هلفه مؤ هاي تحت ارزيابي، خود ب    هاي اين تكنيك واحد   هاز كاربرد 
 هت كهاند از اين جستهم وابه ها بهلفه مؤهگيريم ك تحليل كارايي حالتي را در نظر ميه در اين مقال.كنندائي مصرف ميهتوليد خروجي

 لفـه ر مؤهبنابراين . گيرنديرار م قه مورد استفادي بعدلفه مؤي براي عنوان وروده بلفه توسط يك مؤ شدهاي توليد   هقسمتي از خروجي  
 عنوان ورودي ه دوم بستهاي دهشود و بخشي از خروجي  يدايت م ه طرف بيرون سيستم     ه اول ب  ستهد: كندي توليد م  ي خروج ستهدو د 

 kبـردار  يم از بين ايـن  هخوامي.  باشدي بعدk دوم يك بردار سته ديفرض كنيد خروج. گيرند قرار ميه بعدي مورد استفاد  لفهبراي مو 
kr تائي r، يك بردار    تائي سؤال اين است كدام انتخاب . يمه قرار ده بعدي مورد استفادلفه عنوان ورودي براي مؤه انتخاب و ب1≥>

 ـهاي تصميم گيري با توج ـهاي واحدلفه كارائي مؤهدر اين مقال. كندگيري را حداكثر ميكارائي كل واحد تصميم    ذكور  وابـستگي م ـ ه ب
اي واحـد درچنـين    ه ـلفـه كـارايي مو    كارايي كلـي و    ازهيك، اند -ريزي خطي مختلط صفر   ه برنام ساله كمك يك م   هب. د شد ه خوا هارائ

  .ا استهلفهب محدبي از كارايي مو كارايي كلي تركيازهشود اند ميهنشان داد. د شده خواحاسبهوضعيتي م
  .ا، كارائيههدادريزي خطي، تحليل پوششي هبرنام :اي كليديه هواژ
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Abstract 

In many real applications of data envelopment analysis(DEA), the decision making units(DMUs) may 
be separated into different components, in which each component consumes inputs to produce outputs. The 
idea of measuring efficiency relative to certain components of a DMU is not new. Färe and Grosskopf(1996) 
proposed the multi-stage production process. Cook et al.(2000) extended the usual DEA structure to one that 
determines the aggregate efficiency of DMUs accompanying with component measures. In our study, each 
component produces two types of outputs. The first one go onto the outside of the DMU and the second one 
can be used as inputs to the later component. The second output is a k-tuple vector and we would like to 
select an r-tuple sub-vector from this k-tuple vector to use as inputs to the later component to optimize the 
aggregate efficiency score. It is shown that the aggregate efficiency measure is a convex combination of the 
component measures.  
Keywords: Linear programming, DEA, efficiency. 
 

  همقدم. ١
 روشي غير پارامتري ١)DEA(اههتحليل پوششي داد

 نخستين هبراي تحليل كارائي و كارائي سنجي است ك
 هوج.  معرفي شد] ۴ [مكارانهبار توسط چارنز و 

اي ه در اين روش واحده اين دليل است كه آن بهتسمي
 ه كمك يك مرز توليد قطعه متجانس ب٢گيريتصميم

اي تحت هواحد. شوند ميهد خطي پوشش داهقطع
ر كدام ه هستند از اين حيث كهمسان هارزيابي 

اي يكسان هت توليد خروجيهاي يكساني را جهورودي
 يك شاخص كارايي نابيشتر از DEA. كنندمصرف مي

در . كند ميهگيري اراير واحد تصميمهيك براي 
ا، ههاي واقعي تحليل پوششي دادهبسياري از كاربرد 

  اي كوچكتري تقسيم هلفه مؤه ارزيابي بواحد تحت
اي متفاوتي هائي وروديه تنه خود بلفهر مؤه هشود كمي

  .كندائي مصرف ميهت توليد خروجيهرا ج
اي نخستين بار توسط فار و لفه كارائي چند مؤيدها

ا حالتي را معرفي هآن.  معرفي شد[ 7 ]گروسكوف 
ط يك  توسشده در آن بردار خروجي توليد هكردند ك

 ه بعدي مورد استفادلفه عنوان ورودي براي مؤه بلفهمؤ

 

1- Data Envelopment Analysis 
2- Decision Making Units 

 ] 5,6 [مكارانهپس از آن كوك و . گرفتقرار مي
 در آن هاي را در حالتي معرفي كردند كلفهكارائي چند مؤ

اي متفاوتي را هگيري ورودي يك واحد تصميملفهر مؤه
كرد و يك اي مختلفي مصرف ميهت توليد خروجيهج

ا در هلفه تمام مؤهنيز وجود داشت كمنبع مشترك 
مكاران ه فار و ه كيدر روش. م داشتندهمصرف آن س

 يگيراي تصميمه واحدي كليا كارايه كردند تنيمعرف
 ي سازاياهلفه مؤي كارايه بهيشد و توجي محاسبهم

 توسط شده هدر روش ارائ.  نشديواحد تحت ارزياب
ز يكديگر ر واحد مستقل اه ياهلفهمكاران مؤهكوك و 

 ها در نظر گرفتهلفه مؤيم وابستگه هبودند و حالت ب
 ي كارايازهاند ] ۲و۱ [ياميرتيموري و کردرستم .نشد
 قرار ه را مورد مطالعستهم وابه ها به لفه با مؤي الفهمؤ

اي هخروجي  در آنها حالتي را در نظر گرفتند كهآن. دادند
:  تقسيم مي شدندسته دو دهيك واحد تصميم گيري ب

دايت شدند و تمام ه سمت بيرون سيستم ه بستهيك د
 لفه عنوان ورودي براي موه دوم بستهاي دهخروجي

دراين حالت تصميم .  قرارگرفتندهبعدي مورد استفاد
 لفه عنوان ورودي موها رابه بايد تمام خروجيهگيرند

 بحث انتخاب اصلاً د وهد  قرارهبعدي مورد استفاد
  . مطرح نيست
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 ي را در حالتيالفه مؤي كارايازه اندهدر اين مقال
م ه ها بهلفه در آن مؤهيم كهدي قرار مهمورد مطالع

 توليد ياهي از خروجي بخشه اين ترتيب كهاند، بستهواب
 لفه مؤي براي عنوان وروده بلفه توسط يك مؤشده
ر واحد ه يبرا. گيرندي قرار مه مورد استفاديبعد

: د شده خواه ارائي دو نوع شاخص كاراييگيرتصميم
 هشود ك ميهنشان داد. يالفه مؤي و كارايي كليكاراي
 ي صورت تركيبه بيگيرر واحد تصميمه ي كليكاراي

 .  آن استياهلفه مؤيمحدب از كاراي

  چنين وضعيتي را  كاربرد  ازهيك مثال بسيار ساد
گيري اي تصميمه عنوان واحدها بهتوان در بانکمي
  يك واحدي بانکهک شعبينيد فرض ك . كردهدهمشا

ا هاي آن دو بخش خدمات و وامهلفهگيري و موتصميم
يك   عنوانهتوان بيپرسنل بخش خدمات را م. باشند

ن بخش ياي اهيكي از خروجي. ورودي درنظر گرفت
 ي و عاديان اعم از اعتباريتواند تعداد مشترز ميين

 ياعتباران يد از بين مشترهخوا ميهگيرندتصميم. باشند
لات يه از تسه استفادي عنوان متقاضها را بهبعضي از آن

 يانيد مشتري بايعي طور طبهب. ا اعزام كنده بخش وامهب
جاد ي اها منجربه آنه پرداخت وام بهانتخاب شوند ک

 صورت انجام ه چهاين انتخاب ب. مطالبات معوق نشود
   شود؟ ه بيشينهشود تا كارايي كلي شعب

 صورت زير ه به مقالي بعدياه بخشهيسازماند
  :است

 ه ارائساله از مي يك تعريف كليدر بخش بعد
 دست ه به و شيوي كاراييگيرازهمدل اند. د شدهخوا

. شوند مييارم معرفهچ ا در بخش سوم وهآوردن آن
 ي تصنعياهه از دادموعه يك مجي روشده هروش ارائ

  اجرالفهر كدام با دو مؤه ي واحد تصميم گير۲۰شامل 
  . استه در بخش ششم آمدي گيرتيجهن. د شدهخوا

   سالهتعريف ها و تشريح ابعاد م .۲
 براي ارزيابي يگير واحد تصميمnفرض كنيد 

.  شوندي تقسيم ملفه مؤbهر كدام به هموجود است ك
oDMU ،noدر حالت خاص   ياهلفه مؤي دارا1≥≥

tDMSU١ ، bt ، tDMSU. باشدي م1≥≥
11 −≤≤ btي دو نوع خروج ( )1,t

oY و ( )2,t
oY توليد 

) يبردار خروج. مي كند )1,t
oYون سيستم  طرف بيره ب

)رود ولي خروجي مي )2,t
oYاي ه بخشي از ورودي

 kيم از بردار هخوامي. كندم ميه بعدي را فرالفهمو
)يبعد )2,t

oY يك بردار ،r ،تائي kr  انتخاب 1≥>
ارسال  tDMSU+1 لفه مؤهب ودي عنوان وره و بهكرد
  .كنيم

) ازشدهاين زير بردار انتخاب  )2,t
oY  را( )2,t

oY   
) را bDMSU توسط شدهخروجي توليد . ناميميم )b

oY 
tDMSU ، bt. ناميممي ) دو نوع ورودي 2≥≥ )t

oX 
)و )2,1−t

oYتوسط شدهورودي مصرف. كند را مصرف مي 
1DMSU را ( )1

oXاي هورودي . ناميم مي( )t
oX ، 

bt . شوندا ميهفهل از بيرون سيستم وارد مؤ1≥≥
 حائز کتهن. كندفرآيند فوق را تشريح مي) ۱(شكل

) برداري براهميت اين است كها )2,1−t
oYياه انتخاب 

ا نيز ه وجود دارد و تعداد اين انتخابيمختلف







r
k 

)د شد، ه خواه ارائه كيدر مدل. است )2,1−t
oYياه گونه ب 

 واحد تحت ي كلي كارايازه اندهشود كيم انتخاب
  .  شوده بيشينيارزياب

  
  
  
  

 

1- Decision Making Sub-unit 
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  هاي سازاي آنگيري ومولفهتصميم فرايند مصرف وتوليد يك واحد): ۱(شكل
 
ا هاي وزني براي وروديهبردار) ۱( شكله بهبا توج
  : كنيم صورت زير تعريف ميها را بهو خروجي

  
( )1,tµ :اي هار وزن خروجيبرد( )1,t

oY ،
( )11 −≤≤ bt، 

( )2,tµ :ايهبردار وزن خروجي( )2,t
oY ،

( )11 −≤≤ bt،  
( )bµ :اي هبردار وزن خروجي( )b

oY،  

( )tV :اي هبردار وزن ورودي( )t
oX ،( )bt ≤≤1،  

( )1−tW :اي هبردار وزن ورودي( )2,1−t
oY ،( )bt ≤≤2 ،  

( ) ),,,( )1()1(
22

)1(
11

1 −−−− = t
kk

ttt ddddiagD L :  ماتريس
  .ستندهاي قطر آن صفر يا يك هه درايهقطري ك

۳ 

  اي و كليائي مؤلفه كارازهاند.  
ا وتئوري ههنگ با ادبيات تحليل پوششي دادهماه
 صورت نسبت مجموع ه كارائي را بهسنجي ككارايي
ا ه وروديشده مجموع توزين ها به خروجيشدهتوزين 

 ازه، اند)۱(گرفتن شكل نظر گيرد، با دردر نظر مي
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 صورت ه را بoاي واحد تحت ارزيابي هلفهكارائي مؤ
  :كنيمزير تعريف مي

  
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1,11

2,12,11,11,1
1

o

oo
o XV

YY
e

µµ +
= 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,2,111

2,2,1,1,

−−−+
+

= t
o

ttt
o

t

t
o

tt
o

t
t

o YWDXV
YY

e
µµ 

( ) ( ) 12,11
11 −≤≤=++ −− btrdd t

kk
t K 

 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,2,111 −−−+
= b

o
bbb

o
b

b
o

b
b

o YWDXV
Y

e
µ 

( ) ( ) ,11
11 rdd b

kk
b =++ −− K 

 
اي، لفهاي مؤهاي كارائيهبراي اين نمايش

اي دودوئي ه و نيز متغيرW و µ ، Vاي وزني هبردار
( )t
iid اي هازه اين اندهند شد كهاي تعين خواه گونهب

).  شوندحاسبهترين وضعيت مهكارائي در ب ) 1=t
iidه ب 

) بردار خروجي لفهامين مؤ i هاين معني است ك )2,t
oY 

 قرار هام مورد استفاد-t+1 لفه عنوان ورودي براي مؤهب
اي هو با در نظر گرفتن كارائي) ۱( شكله بهبا توج. گيرد
 صورت زير ه را بoDMU كارائي كلي ازهاي، اندلفهمؤ

  :كنيمتعريف مي
  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

1 2

2,111

1

1

1

1

2,2,1,1,

∑ ∑

∑ ∑

= =

−−−

−

=

−

=

+

++
= b

t

b

t

t
o

ttt
o

t

b

t

b

t

b
o

bt
o

tt
o

t

a
o

YWDXV

YYY
e

µµµ
 

( ) ( ) btrdd t
kk

t ≤≤=++ −− 2,11
11 K 

 

)وجود محدوديت  ) ( ) { }1,0, 1

1

1 ∈= −

=

−∑ t
ii

k

i

t
ii drd 

) خروجي k خروجي از rا هشود تنموجب مي )2,1−t
oY 

 قرار هام مورد استفادt لفه عنوان ورودي براي مؤهب
  .گيرد

  
)محاسبه  .۴ )a

oe و ( )t
oe  

 در بالا مبتني بر شدهاي كارائي تعريف هشاخص
)اي دودوئي همتغير )1−t

iid اي ه نقش تعين كنندهستند كه
 عنوان ه بلفهاي يك مؤهدر انتخاب بخشي از خروجي

 ه ارائهدر مدلي ك.  بعدي دارند لفهورودي براي مؤ
 هاي وزني بهاي دودوئي و بردارهد شد اين متغيرهخوا
 كارائي كلي واحد ازه اندهشوند ك اي انتخاب ميهگون

 اين شاخص ه شرطي كه شود بهتحت ارزيابي بيشين
. ا نابيشتر از يك باشدهلفها و تمام مؤهبراي تمام واحد

ريزي رياضي زير را حل ه برنامسالهبراي اين منظور م
  :كنيممي

  
( )

( ) ,,,1,1.. njets
eMax
a

j

a
o

K=≤
 

 
  ( ) ,,,1,,,1,1 njbte t

j KK ==≤ )۱(  
 

( ) ( ) ,,,2,11
11 btrdd t

kk
t KK ==++ −− 

 
( ) { } ,,,2,,,1,1,01 btkid t
ii KK ==∈− 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) .,

,,,

2
1

1
21

Ω∈

Ω∈

−tt

btt

WV

µµµ
 

 
 اطمينان را نشان ي نواح2Ωو1Ω ياهموعهمج

ا ه بر وزنشده اعمال ياه نوعي محدوديته بهند كهديم
 عنوان مثال هب(] ۸[ند هدرا نشان مي
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0,,:,, 2,1,2,1,
1 ≥=Ω bttbtt µµµµµµ

)و  ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }0,:, 11
2 ≥=Ω −− tttt WVWV.(  

  
ا هكاراي كلي است اگر و تن oDMU) : ۱(تعريف

)اگر  ) 1=a
oeباشد  .  
راست اگر  كالفهامين مؤt در oDMU) : ۲(تعريف

)ا اگر هو تن ) 1=t
oeباشد .  

) كارائي كلي ازهاند : ضيهق )a
oe تركيب محدبي از 

) اي لفه كارائي مؤازهاند )t
oe است ه .  

 : كنيم صورت زير تعريف ميها را به tλ: اثبات 
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    ].ديني را بب] ۲ [شتريب

 كاراست اگر oDMU فوق، ضيه قتيجه عنوان نهب
مچنين با ه. ا كارا باشدهلفها اگر در تك تك مؤهو تن
) ه اين كه بهتوج )a

oeتركيب محدبي از ( )t
oe ا است، ه

)اي همحدوديت ) bte t
j ,,1,1 L=≤ محدوديت ،

( ) 1≤a
jeاز ستهتوان اولين دلذا مي. كنند را ايجاب مي 

) ۱(بنابراين مدل. را حذف كرد) ۱(سالهاي مهمحدوديت
ا ه كنيد تنهتوج(:شود صورت زير باز نويسي ميهب

  ) اندشده ها در نظر گرفتهاي نا منفي بر وزنهمحدوديت
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 ( ) ( ) ( )( ) ,0,, 21 ≥btt µµµ  ( ) ( )( ) .0, 1 ≥−tt WV  
  

. ريزي خطي كسري استه برنامسالهيك م) ۲(مدل
را مي ) ۲(مدل ] ۳ [ از تبديل چارنز و كوپر هبا استفاد

ور قرار براي اين منظ. توان از حالت كسري خارج كرد
  :يمهدمي
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t YWDXV
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1 ، 

VV =ρ ، µρµ WW و = =ρ.   
  
  : شود صورت زير تبديل ميهب) ۲(براين مدلبنا
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 است ي کلي کاراoDMU  )۴(سالهم در مجدداً

)(1ا اگر هتن و اگر =a

o
e .نصورت يا ريغ درoDMU 

 ي کلي کاراoDMU وضوح اگر هب.  استي کليناکارا
 ييصورت ناکارا ا کارا است و درهلفهباشد در تمام مو
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   يتين وضعيچن در.  ناکارا استهلفک موي حداقل در
 ها بهيش خروجيا و افزاهيش ورودهتوان با کايم

زان ين ميي تعيبرا.  آن را کارا نمود،مقدار مشخص
توان ازشکل دوآل يا مهيا و خروجهيل وروديتعد

 .  نموده استفادهي ساياهمتيو ق) ۴(ساله مستهويپ

   يك مثال.۵
ستند هد نظر گيري مور واحد تصميم۲۰فرض كنيد 

ا و هورودي. باشد ميلفه مؤ۲ر واحد داراي هو 
 هآمد) ۲( در شكلpDMU لفهر مؤهاي هخروجي

  .است
  

  
  فرايند مصرف و توليد يك واحد با دو مولفه): ۲(شكل

  
)2,1(

pYيم از بين هخوامي.  برداري دو بعدي است
)2,1(دو خروجي بردار 

pYاول، يك خروجي را لفه از مؤ 
 دوم مصرف كنيم لفه عنوان ورودي براي مؤهانتخاب و ب

ا و كارائي كل هلفه با اين انتخاب، كارائي مؤه طوري كهب

اي ورودي و هشاخص.  شودهگيري بيشينواحد تصميم
 ۱گيري در جدول  واحد تصميم۲۰خروجي براي اين 

  . استهآمد
انتخاب يكي از ه شيو) ۲(م جدولستون دوم و سو

)2,1( بردار لفهدو مؤ
pYه بايد بهد كهد را نمايش مي 

 قرار ه بعدي مورد استفادلفهعنوان ورودي براي مؤ
اي هارم جدول نتايج كارائي كل واحدهستون چ. گيرند
. ده انتخاب مذكور نشان مي ده بهگيري را با توجتصميم

 هاي پنجم و ششم آمدها در ستونهلفه كارايي موازهاند
 از بردار لفهگيري اول، اولين مؤدر واحد تصميم. است

)2,1(
pYشود و با اين  عنوان ورودي انتخاب ميه ب

 و 0/8120گيري اول انتخاب كارائي كل واحد تصميم
 0/8500و  0/7600  ترتيبهاي آن بهلفهكارايي مو

  .گردد ميحاسبهم
 از لفهگيري سوم، دومين مؤ واحد تصميمدر

شود و با اين انتخاب كارائي كل بردار مذكور انتخاب مي
در اين . گردد ميحاسبه م۱گيري سوم واحد تصميم
ر هگيري كاراي كلي ظا واحد تصميمهارزيابي يازد

ا و تحليل نتايج از نرم افزار هبراي اجراي مدل. شدند
GAMS(Professional version)شده ه استفاد 

 ياها و تعداد واحده تعداد شاخصه بهبا توج .است
 يهپنج ثان از  کمتره برناميكل زمان اجراي، ريگميتصم
 مدل ين بودن بارمحاسباتيين نشان از پاي اه است کهبود
 .  داردشدهاد هشنيپ
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  هاها و خروجيمقادير كمي ورودي : ۱جدول 

 
  .اندشده ه خلاص۲ در جدول هشود كمي نتايجي همنجر ب) ۴(اجراي مدل

 نتايج كارائي : ۲جدول 
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   تيجه ن. ۶
گيري در حالتي اي تصميمه كارائي واحدهدر اين مقال

گيري اي تصميمه در آن واحده قرار گرفت كهمورد مطالع
 تقسيم )اهلفهمؤ( اي كوچكتريه واحدهدر درون خود ب

گيري داراي يك ر واحد تصميمهاي هلفهمؤ. شوندمي
 اين ترتيب هباشند ب يكديگر ميهوابستگي خاص نسبت ب

 ستها ، دهلفه توسط مؤشده خروجي توليد سته از دو دهك
شود، و بخشي از دايت ميه سمت بيرون سيستم هاول ب

 عنوان ورودي براي هتوانند ب دوم ميستهاي دهخروجي
 ساله م كمك يكهب.  قرار گيرنده بعدي مورد استفادلفهمؤ

 كارائي كلي و ازهريزي صفر و يك مختلط، اندهبرنام
گيري در چنين اي تصميمهاي واحدهلفهكارائي مؤ
 كارائي كلي ازه اندهثابت شد ك.  شدندحاسبهوضعيتي م

  .ا استهلفهتركيب محدبي از كارائي مؤ
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