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 يها خطاي پاسخ در آمارگيريواريانس مدل ي ها مؤلفهي آزمون و برآورد ها هآمار

 حضوري
  
  محمدي روشنك علي

  تهران دانشگاه الزهرا -گروه آمار
 r_alimohammadi@alzahra.ac.ir :پست الكترونيكي

  
  چكيده

. گيري وجود دارد طاي غيرنمونهاي امكان بروز انواع خ نمونههاي  يگير آماروها  اعم از سرشماري ها يگيرآماردر 
ازي آن داراي اهميت و كاربردهاي س لدهد و مد ميرا تشكيل  يريگ رنمونهي غز خطاهاي ا ميمه پاسخ بخش يخطا

مدل ن مقاله يادر . آن در برآورد ميزان دقت استكارگيري  هبيكي از كاربردهاي مدل خطاي پاسخ، . فراواني است
هايي براي آزمون اثرهاي مدل  مورد نظر قرار گرفته و آماره ي حضورة مصاحبةويش  بهها  يگيرخطاي پاسخ در آمار

روش  هي واريانس بها مؤلفهبرآوردگرهايي براي ده و همچنين ش  هبر اساس تشكيل جدول تحليل واريانس ارائ
هايي از  مجموعه،  كاربردي از نتايج حاصلئةعنوان ارا به. اند حاصل شده) در دو حالت (ماكسيمم درستنمايي مقيد

روش  هشده ب ههاي واريانس مدل خطاي پاسخ با استفاده از برآوردگرهاي ارائ مؤلفهكار گرفته شده و  هها ب هداد
له در مورد برآوردهاي حاصل از روش ماكسيمم درستنمايي أيك مس. ندا ه، محاسبه شدمايي مقيدنماكسيمم درست

يزي ر هلذا براي اطمينان از اعتبار برآوردهاي حاصل، از برنام. متر استر فضاي پارادها   آنمقيد، لزوم قرار گرفتن
سازي غيرخطي برآوردهاي حاصل از روش ماكسيمم  هست كه بهينا  هغيرخطي استفاده شده و نتايج نشان داد

  .دنك يمييد أمايي مقيد را كاملاً تتندرس
  

  گيري، خطاي پاسخ خطي، خطاي غيرنمونهريزي غير هنمايي مقيد، برنامتماكسيمم درس  :ي كليديها هواژ
  
 قدمهم

دليل  ه بها يحاصل از آمارگيرهاي  دادهتعيين ميزان كيفيت 
 از اهميت ها ييرگ م و تصميها ييزر ها در برنامه نكاربرد آ

 ها ي برخوردار است، لذا بررسي انواع خطا در آمارگيريزياد
ي ها يدر اجراي آمارگير. ستا  همورد توجه قرار گرفت

گيري و  ي امكان بروز انواع خطا اعم از خطاي نمونها هنمون
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برخلاف خطاي . گيري وجود دارد خطاي غيرنمونه
هد، د يي روي ما هي نمونها يگيري كه تنها در آمارگير نمونه

.  نيز قابل وقوع استها يگيري در سرشمار خطاي غيرنمونه
.  استاه هدقت يكي از مفاهيم اساسي در ارتباط با كيفيت داد

منظور برآورد ميزان دقت، لازم است كه واريانس   هب
 گراوز. گيري برآورد شود گيري و واريانس غيرنمونه نمونه

 هگيري پرداخت  به معرفي و بررسي انواع خطاي غيرنمونه]1[
گيري در  خطاي پاسخ بخشي از خطاهاي غيرنمونه .ستا 

ردهاي ندي خطاي پاسخ داراي كاربب لمد.  استها يآمارگير
. ن دليل مورد توجه خاصي قرار دارديمه همتعددي است و ب

در برآورد ميزان دقت مدل رگيري كا هكاربردها ب اين ةاز جمل
 تحليل واريانس، مدل خطاي ةندي به شيوب لدر مد. است

 يريگ هخطاي غيرنموناين نوع از پاسخ بر اساس منابع ايجاد 
ع خطاي پاسخ بر  به بررسي مناب]2[  باوداز.شود ميطراحي 

ن يدر ا ييها ه پرداخته و توصيها يريگ اساس تكرار اندازه
   .ستا  همورد ارائه داد

 اثر ةمؤلفدو شامل  خطاي پاسخبراي  مدلي ]3[ كيش
 ]4[ هارتلي و رائو .كردارائه  ساير عوامل اثرپرسشگر و 

خطاي پرسشگر، خطاي هاي  مؤلفه خطاي پاسخ با مدل
   .بين اين عوامل را پيشنهاد كردند اثر متقابل  وكدگذار

گيري  اندازهخطاي براي  ميمدل عمو دو ]5[مر و تروين  بي
را بررسي هاي دوحالتي  هاي پيوسته و داده دادهدر ارتباط با 

  .كردند
هاي با دو   مدلي براي خطاي پاسخ در آمارگيري]6[آيهان 
در اين . پيشنهاد كردرا  مجدد ة مصاحبه و مصاحبةمرحل
اثر بازبين، اثر پرسشگر و اثر پاسخگو در نظر گرفته مدل 
  .ستا  هشد

 ةها به شيو اجراي آمارگيري ة با بررسي نحو]7[حمدي م يعل
 حضوري در ايران، مدلي براي خطاي پاسخ ارائه ةمصاحب

ر اساس تشكيل جدول تحليل واريانس، ست و با  هكرد
ه يي براي آزمون اثرهاي مدل خطاي پاسخ محاسبها هآمار
يانس ي وارها مؤلفه برآورد ةلأدر اين مقاله مس .ستا  هكرد

روش ماكسيمم درستنمايي مقيد مورد  همدل خطاي پاسخ ب
ي واريانس در دو ها مؤلفهتحقيق قرار گرفته و برآوردگرهاي 

   .ست ا هحالت محاسبه شد
وش ماكسيمم درستنمايي ر  هرآورديابي بهاي ب ييكي از ويژگ

ي واريانس در ها مؤلفهفتن برآوردهاي مقيد، لزوم قرار گر
، سه منظور بررسي عملي اين ويژگي  هب. فضاي پارامتر است

هاي واريانس مدل  مؤلفهر گرفته و كا هرا ب  ها هز دادا  همجموع
 هنمايي مقيد برآورد شدتوش ماكسيمم درسر  هخطاي پاسخ ب

براي حصول اطمينان از ماكسيمم بودن تابع . ستا 
زاي برآوردهاي حاصل، از ا هورد نظر بمايي متندرس
 درستنماييرخطي استفاده شده و ماكسيمم تابع يسازي غ بهينه

براي . ستا  همورد نظر تحت قيود مطلوب محاسبه شد
هاي  مؤلفههاي مختلف برآورد   روشمطالعه در مورد

توان  مي مقيد ماييتندرسواريانس از جمله روش ماكسيمم 
زي به سا هني بههاي  روشورد در مو ]8 و 9[ مراجعبه 

  .مراجعه كرد ]10 و 11[مراجع 
  

   ها مدل خطاي پاسخ در آمارگيري
ط ي لازم است شرا سخمدل مناسب خطاي پا ةبراي ارائ

مورد بررسي قرار گرفته و بر اساس ها  يرياجراي آمارگ
ندي خطاي پاسخ ب ل به مدها يريت اجراي آمارگيوضع

ي حضوري ها يريآمارگ اجراي ةبا بررسي نحو. پرداخت
  :ستا  هر ارائه شديورت زص هخطاي پاسخ بل مد
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ijklsijklijkijiijklsijkls RDCBAy +++++= µ )1  (  

ن يام s ةشد   مقدار مشاهدهijklsy،ي مقدار واقعijklsµكه در آن
 نيام و بازب jلئوام مربوط به كارشناس مسiدر استان (واحد 

 اثر ijBام، i اثر استان iA،)ام lرسشگرپو  امk )و كدگذار(
و ( ني اثر بازبCijkام، iام در استان j  مسئولكارشناس 

  Dijkl  ،امjل ئومسكارشناس براي ام iدر استان  امk) كدگذار
 ام jل وئ مسكارشناس  وام kبازبين مربوط به  ام lپرسشگر اثر 

ن پاسخگوي منتسب به يامsاثر Rijkls  ، وام i در استان
در  ام jل وئ مسكارشناس  وام k بازبين ام مربوط به l پرسشگر

  . استامiاستان 
i,...,=)30( سياند I=1 س يها، اند  استانبراي

,..., ij J=1ل، وئ مربوط به كارشناس مس
,...,سياند ijk K=1 سي، اند)و كدگذار(زبين با مربوط به 

,..., ijkl L=1 س ي اندپرسشگر و مربوط به,..., ijkls S=1 
  .پاسخگو استمربوط به 
 در اثر پرسشگر، اثر پرسشگر در اثر پاسخگو، اثر )1(در مدل 

 اثرهان يا ميول، و تمائدر اثر كارشناس مس نين، اثر بازبيبازب
اي آماري ه حدر طر. ي هستنداهنورت آشياص هدر اثر استان ب

اثرهايي ثابت در مدل ها  نل و بازبيئوايران، كارشناسان مس
، اثر استان ها ن استاةا در كليه حن طريليل اجراي اد هدارند و ب

نيز در مدل ثابت است و پرسشگرها و پاسخگويان اثرهايي 
بنابراين مدل مورد نظر، مدل تحليل  .در مدل دارندتصادفي 

   . آشياني استةنس آميختواريا
  

  ي آزمون اثرهاي مدل خطاي پاسخ ها هآمار
وش ر هب) 1(ي آزمون اثرهاي مدل ها هدر اين بخش آمار

د و در بخش بعد برآوردگر نشو ميتحليل واريانس ارائه 

 1 مقيددرستنماييوش ماكسيمم ر هي واريانس بها مؤلفه
 D و ثابت C وA ،  Bدر اين مدل اثرهاي . وندش ميحاصل 

 در ها هبا فرض متعادل بودن داد.  اثرهاي تصادفي هستندRو 
JJيعني(سطوح   ميتما i = ،KKij =، LLijk   و=
SSijkl ~ و) = ( , )ijkl DD N σ 2

~ و  ( , )ijkls RR N σ 2 
ijklsijklsو براي مقادير واقعي  M+= µµ كه 

~ ( , )ijkls MM N σ  A ، Bو همچنين براي اثرهاي ثابت  2
  :شود ميفرض   Cو 

,..., , ,...,i I j J= =1 1، ijk
k

C =∑،  ,...,i I=1 

،ij
j

B
=

=∑
1

،  I

i
i

A
=

=∑
1

  

هاي  ربض ل حاصبا توجه به صفر شدن جملات( ور كليط هب
توان   را مي(SST)هاي دوم كل  ، مجموع توان)متقابل

  :صورت زير نوشت به
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i ijkls ijkl
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i j k l i j k

ij i i
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y y

y y y y

S y y LS y y

LSK y y LSKJ y y

SSR SSD SSC SSB

+ −
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∑∑∑∑∑ ∑∑∑∑∑

∑∑∑∑ ∑∑∑

∑∑ ∑
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SSA  
 iy....ده، شــ ه ميــانگين كــل مقــادير مــشاهدy.....كــه در آن 

 ميـانگين  ijy...ام،  i ده در اسـتان ش ـ هميانگين مقـادير مـشاهد   
                                                 
1- REML 
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ام،  jل ئوام مربـوط بـه كارشـناس مـس        iمشاهدات در اسـتان     
..ijky   در اسـتان   شـده   ه ميانگين مقادير مشاهد i      ام مربـوط بـه

 ميانگين  ijkly. ام، k) كدگذار(ام و بازبين     j ولئكارشناس مس 
 ام، jول ئام مربـوط بـه كارشـناس مـس        iمشاهدات در اسـتان     

  .ام است lام و پرسشگر  k) كدگذار(بازبين 

SSAMSA: كنيم ميتعريف 
I

=
، در اين صورت با بسط 1−

نظر از جزييات  و صرف) 1( بر اساس مدل SSAجملات 
  :ودش ميورت زير حاصل ص  هب  MSAاثبات، اميد رياضي 

( )
I

i M D R
i

JKLSE MSA A S
I

σ σ σ
=

= + + +
−

∑ 2 2 2 2

11  

( )
SSBMSB

I J
=

 است و Bي دوم عامل ها ن ميانگين توا1−

  :دهد ميست د ه زير را بةآن نتيج اميد رياضي ةمحاسب

( )
( )

I J

ij M D R
i j

LSKE MSB B S
I J

σ σ σ
= =

= + + +
−

∑∑ 2 2 2 2

1 11  

و 
( )
SSCMSC

IJ K
=

ــا صــرف 1− ــه ب ــات  ، ك نظــر از جزيي

  :شود ميورت زير حاصل ص همحاسبات، اميد رياضي آن ب

( )
( )

I J K

ijk M D R
i j k

LSE MSC C S
IJ K

σ σ σ
= = =

= + + +
−

∑∑ ∑ 2 2 2 2

1 1 11  
 

( )
SSDMSD

IJK L
=

ميد رياضـي   ا   هت ك سا  ه و ثابت شد   1−

  :ورت زير استص هآن ب
( ) M D RE MSD Sσ σ σ= + +2 2 2  

( )
SSRMSR

IJKL S
=

ورت زيـر   ص ـ  هرياضي آن ب   و اميد    1−

  :شود ميمحاسبه 
( ) M RE MSR σ σ= +2 2  

ن محاسبات، جدول تحليل واريانس مدل خطاي       يبر اساس ا  
   :ودش مي حاصل 1ورت جدول ص هپاسخ ب

  )1(اريانس مدل  جدول تحليل و- 1جدول 

 منبع تغييرات  آزاديدرجة SS هاي دوم مجموع توان MSاميد رياضي 
I

i M D R
i

JKLS A S
I

σ σ σ
=

+ + +
−

∑ 2 2 2 2

11  .... .....( )i
i

LSKJ y y−∑ 2  I-1  A  

( ) ij M D R
i j

LSK B S
I J

σ σ σ+ + +
−

∑∑ 2 2 2 2
1  ... ....( )ij i

i j
LSK y y−∑∑ 2  I(J-1)  B  

( ) ijk M D R
i j k

LS C S
IJ K

σ σ σ+ + +
−

∑∑∑ 2 2 2 2
1.. ...( )ijk ij

i j k
LS y y−∑∑∑ 2  IJ(K-1)  C  

M D RSσ σ σ+ +2 2 2  . ..( )ijkl ijk
i j k l

S y y−∑∑∑∑ 2 IJK(L-1)  D  

M Rσ σ+2 2  .( )ijkls ijkl
i j k l s

y y−∑∑∑∑∑ 2
IJKL(S-1) R  

  
H:، فرض صفر     Aبراي آزمون اثر     A . رود مـي ار  ك  ه ب =

  ايـن آزمـون عبـارت اسـت از         ة آمـار  1با توجه بـه جـدول       
MSAF
MSD

 F ين آماره تحت فرض صفر داراي توزيع       و ا  =
  .زادي استآ ة درج(IJK(L-1),(I-1))با 
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H: توسط فرض صفر   Bاثر   B MSBF ة و آمار  =
MSD

= 
-I(J)  با F داراي توزيع    Hاين آماره تحت    . شود ميآزمون  

1),IJK(L-1)) زادي است آهرجد.  
H: توسط فرض صـفر    Cر ثابت   آزمون اث  C  ة و آمـار   =

MSCFآزمون  
MSD

 Hاين آماره تحـت   . گيرد   صورت مي  =
  . آزادي استة درج(IJ(K-1),IJK(L-1)) با Fداراي توزيع 

:توسـط فـرض صـفر   D آزمون اثر تصادفي  DH σ  و 2=

MSDF آزمـون    ةآمار
MSR

ايـن آمـاره    . گيـرد    صـورت مـي    =
 (IJK(L-1),IJKL(S-1)) بــا F داراي توزيــع Hتحــت

 . آزادي استةدرج

توان اثر پاسـخگو را آزمـون كـرد كـه تكـرار               در صورتي مي  
  .ها قابل انجام باشد گيري اندازه

  
  ي واريانس مدل خطاي پاسخها هلفؤبرآورد م

مدل خطـاي   واريانس  ي  ها  مؤلفه بخش برآوردگرهاي    در اين 
دليـل  . شود ميوش ماكسيمم درستنمايي مقيد ارائه      ر  هپاسخ ب 
رآوردهـاي منفـي    ز اين روش، اجتناب از حـصول ب       ا   هاستفاد

  .براي واريانس است
 متعادل باشند، تـابع درسـتنمايي مقيـد         ها  هدر صورتي كه داد   

  : زير نوشتورتص هوان بت يمرا ) 1(مدل مربوط به 

( ) / ( ) / ( ) / /

( , | , )

exp( / ( / / ))
( ) ( )

R D

N IJK IJKL S IJK L IJK

L SSR SSD

SSR t SSD h
t h SL

σ σ

π − − −

=

− +

2 2

2 1 2 1 2 2
1 2

2
)2      (  

ــه در آن Rكـ Mt σ σ= +2 Dh و2 t Sσ= + ــستند و 2  N هـ
ورت زيـر حاصـل     ص ـ  هلگاريتم اين تابع ب   . ستا    ه نمون ةانداز
  :شود مي

( ) log( ) ( )log( )

( )log( ) ( / / ) log( )

N IJKl IJKL S t

IJK L h SSR t SSD h IJK SL

π− −
= − −

− − − + −

12 12 2
1 1 112 2 2

)3(  

 تــوان مــيرا   h و tنــسبت بــه l  اول ة مرتبــياهــ قو مــشت
  :ر نوشتيزورت ص هب

( )( ) / ( )

( )( ) / ( )

IJKL S SSRd l d t
t t

IJK L SSDd l d h
h h

− −
= +

− −
= +

2

2

1
2 2

1
2 2

 

ي آن ها هشياي جزيي، ره قبا برابر صفر قرار دادن اين مشت
 ورتص هب

ˆ /( ( ))t SSR IJKL S MSR= −  و 1=
ˆ /( ( ))h SSD IJK L MSD= − ود و در ش مي حاصل 1=

ˆنتيجه ( ) /D MSD MSR Sσ =  نبراي آ. آيد ميست د به 2−
  مقيدماييدرستنماكسيمم ين مقادير برآوردگرهاي ا  هك 

Dσ ي واريانسها مؤلفه
در فضاي  باشند، لازم است t و 2
Dσˆ، يعنيپارامتر قرار داشته باشند t̂ و2≤ بدين .  باشد<

ي ها مؤلفهمنظور علامت برآوردگرهاي حاصل براي 
)ˆ,ˆ(واريانس 2

Dt σ كنيم، با توجه به نتايج قبل  مي را بررسي
  :داريم

MSRt =ˆ  
MSRMSD مثبت است و در صـورتي كـه          هكه هموار  ≥ 

  :باشد
ˆ ( ) /D MSD MSR Sσ = −2  

  . نيز نامنفي است
MSRMSDيك راه مواجهه با حالتي كـه        باشـد، قـرار     >

Dσˆ دادن th  بنابراين است،2=  در hايج هشود و ب مي =
در اين صورت لگـاريتم تـابع       . دهيم مي را قرار    t،  )2 (ةرابط

  :درستنمايي حاصل عبارت است از
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' ( ) log( ) ( )log( )

( )log( ) ( / / ) log( )

N IJKl IJKL S t

IJK L t SSR t SSD t IJK SL

π− −
= − −

− − − + −

12 12 2
1 1 112 2 2

 
  :ورت زير نوشتص هوان بت مي را tنسبت به  l'مشتق جزيي

' ( ) ( )( )/ ( ) IJKL S IJK L SSR SSDd l d t
t t t

− − − +
= − + 2

1 1
2 2 2

 

ˆ اين مشتق، ةريشاين بنابر
( )

SSR SSDt
IJK LS

+
=

  . است1−

)ˆ,ˆ(اگر htماكسيمم تابع درستنمايي مورد ة مختصات نقط 
 درستنمايي ماكسيمم وشر هبررسي باشد، همان برآوردگرها ب

),(براي مقيد ht ماكسيمم بودن تابع ةلألذا مس. دهستن 
)ˆ,ˆ(اي جزيي يعنيه ق مشتةزاي ريشا هدرستنمايي ب ht را ،

  .كنيم ميورت تحليلي بررسي ص هب
ماكسيمم تابع درستنمايي مورد استفاده در روش ) 2 (ةرابط

لگاريتم آن ) 3 (ةدهد و رابط ميست د ه را ب مقيددرستنمايي
ره ي آزمون مشتق دوم توابع دومتغيةق قضطب. دهد ميرا نشان 

)ˆ,ˆ(در حسابان براي آن كه ht ماكسيمم ةمختصات نقط 
  .باشد، لازم است دو شرط زير برقرار باشد

)ˆ,ˆ(زايا  هب l دوم تابع ةاي مرتبه قحداقل يكي از مشت - 1 ht 
 :براي تابع مورد نظر داريم. منفي شود

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )

( )( )/ ( )

( )                           
( )

t h t h

IJKL S SSRd l d t
t t

IJKL S
MSR

− −
= −

− −
=

2 2
2 3

2

1
2

1
2

)4(           

  و

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )

( )( )/ ( )

( )                             
( )

t h t h

IJK L SSDd l d h
h h

IJK L
MSD

−
= −

− −
=

2 2
2 3

2

1
2

1
2

)5(              

Sو همواره    .  برقرار است1، بنابراين شرط 1<
 ـ)  زيـر  ةرابط ـ( lدترمينان ماتريس هسين     -2 )ˆ,ˆ(زايا   هب ht 

  :اكيداً مثبت شود

ˆˆ( , )(( ( )/ ( ))( ( )/ ( )) ( ( )/ ( ) ( ))

( ) ( )                          ( )( )
( ) ( )

t hd l d t d l d h d l d t d h

IJKL S IJK L
MSR MSD

−

− − − −
=

2 2 2 2 2 2

2 2
1 1

2 2
 

)ˆ,ˆ( هر نقطد lبنابراين . ط نيز برقرار استين شرا  هك ht 
)ˆ,ˆ( يعني،ماكسيمم است ht ماكسيمم  برآوردگرهاي

) براي مقيددرستنمايي , )t h است و بنا بر خاصيت ناوردايي 
ˆ، مقيددرستنماييماكسيمم برآوردگرهاي  ˆ( , )Dt σ2 

)  براي مقيددرستنماييماكسيمم ردگرهاي برآو , )Dt σ2 
  .وندش ميحاصل 

 نامتعادل باشند و تنها در سطح آخر ها هدر صورتي كه داد
باشد و تنها ) 1( مانند مدل ها يسمتعادل باشند، يعني اند
SSijklةبراي سطح آخر رابط  برقرار باشد، نتايجي =

) 2 ( هن صورت رابطيدر ا. ودش ميهمانند روابط بالا حاصل 
  :دآي يمورت زير درص هب

.. ... ... ..( ) / ( ) / ( ) /

( , , )

exp( / ( / / ))

R D

N K L S L K

L SSR SSD

SSR t SSD h
t h c

σ σ

π − − −

− +
=

2 2

2 1 2 2
1 2

2
)6(                      

ها  ن بازبية تعداد كل پرسشگرها مربوط به كليL...كه در آن
تعداد  K..است و ها ناستا  مي در تمامسئولو كارشناسان 

.   مقدار ثابت استc ، و مورد نظري در آمارگيرها نكل بازبي
  :ورت زير استص هلگاريتم اين تابع ب

..
...

... ..

( )
log( ) ( )log( )

( )log( ) ( / / ) log( )

N K
l L S t

L K h SSR t SSD h c

π
− −

= − −

− − − + −

1
12 12 2

1 1
2 2

)7   (  
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  :عبارتند از h و t نسبت به l1 اول ي همشتق مرتب

...

... ..

( )( ) / ( )

( )( ) / ( )

L S SSRd l d t
t t

L K SSDd l d h
h h

− −
= +

− −
= +

1 2

1 2

1
2 2

2 2

 

  ورتص هب) 7 (هاي جزيي رابطه ق مشتةيشبنابراين ر

...
ˆ /( ( ))t SSR L S MSR= − =1  

MSDKLSSDhو  =−= )/(ˆ
در نتيجه .  است.....

ˆ ( ) /D MSD MSR Sσ = بديهي است ( .آيد ميست د به 2−
 متفاوت با SSR و  SSDكه در اين حالت درجات آزادي 

  .)  نيز متفاوتندMSR و MSDتعادل است، لذا محالت 
اي ه ق مشتةه ريشك ن نيز براي اطمينان از ايدر اين حالت

جزيي، برآوردگرهاي ماكسيمم درستنمايي مقيد هستند، 
)ˆ,ˆ(آزمون مشتق دوم توابع دو متغيره را در نقطه شرايط  ht 

هد كه شرايط مورد د مينتايج حاصل نشان . يما هبررسي نمود
)ˆ,ˆ(نظر برقرارند و htزيرا.  ماكسيمم استةتصات نقط مخ:   

...
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )

... ...

( )
( ) / ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

t h t h

L S SSRd l d t
t t

L S L SSSR
MSR MSR MSR

−
= −

− −
= − = −

2 2
2 3

2 3 2

1
2

1 1
2 2

 

  و
... ..

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )

... .. ... ..

( ) / ( )

( ) ( ) ( )

t h t h

L K SSDd l d h
h h

L K L KSSD
MSD MSR MSD

−
= −

− −
= − = −

2 2
2 3

2 3 2

2

2 2

  

دترمينان براي بررسي شرط دوم، . كه شرط اول برقرار است
  :ورت زير استص هماتريس هسين ب

ˆˆ( , )

... ... ..

(( ( )/ ( ))( ( )/ ( )) ( ( )/ ( ) ( ))

( ) ( )
                        ( )( )

( ) ( )

t hd l d t d l d h d l d t d h

L S L K
MSR MSD

−

− − − −
=

2 2 2 2 2 2

2 2
1

2 2
  

ود ش ميبنابراين نتيجه . كه همواره مقداري مثبت است
)ˆ,ˆ( ht براي  مقيددرستنماييماكسيمم  برآوردگرهاي 
),( ht هستند و بنا بر خاصيت ناوردايي برآوردگرهاي 

ˆماكسيمم درستنمايي مقيد، ˆ( , )Dt σ ماكسيمم  برآوردگرهاي 2
)براي  مقيددرستنمايي , )Dt σ   . هستند2

كارگيري نتايج  به براي ود، تنها شرطش ميملاحظه كه  چنان
.  در سطح آخر استها هحالت اخير متعادل بودن داد

برابر پاسخگو به بارت ديگر با اختصاص تعداد ع به
اين فرض . وان از نتايج حاصل استفاده كردت يمپرسشگران 
 برقرار ها يي نيست و اكثر اوقات در آمارگيرا همحدودكنند

  .است
روش  بهي واريانس ها مؤلفهبديهي است كه برآوردگرهاي 

مايي مقيد بايد در فضاي پارامتر قرار داشته  ماكسيمم درست
همواره  t̂شود كه ملاحظه مي چنان. باشند، يعني نامنفي باشند

MSRMSDكهمثبت است و در صورتي  Dσˆ باشد، ≤
2 

MSRMSDدر صورتي كه. نامنفي استنيز   باشد، با >
 يافتن ماكسيمم تابع ةلأمسريزي غيرخطي  استفاده از برنامه

. كنيم درستنمايي مورد نظر در فضاي پارامتر را بررسي مي
ابي تابع ي مسازي غيرخطي، ماكسيم هدف از استفاده از بهينه

tدرستنمايي مورد نظر تحت قيود  Dσ و <  است، 2≤
ة در اين صورت برآورد ماكسيمم درستنمايي مقيد در ناحي

t Dσ و< اي ه تشود كه همان محدودي  حاصل مي2≤
تابع هدف همان لگاريتم تابع . فضاي پارامتر است

 ةاست كه مختصات نقط)) 3 (ةرابط(درستنمايي مقيد 
t( مورد نظر ة در ناحيماكسيمم آن Dσ و < ≥2 (

هاي واريانس  مؤلفهبرآوردگرهاي ماكسيمم درستنمايي مقيد 
  .دهد دست مي بهرا 
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هاي  مؤلفهدر بخش بعد، برآورد ماكسيمم درستنمايي مقيد 
ز ا  ه با استفادها هداداز براي چند مجموعه واريانس 

  .ودش ميغيرخطي محاسبه يزي ر هبرنام
ماكسيمم در اين بخش، روش بر اساس نتايج حاصل 

ي تحليلي براي برآورد ها ب منجر به جوا مقيددرستنمايي
ور كلي در ط هب. ي واريانس مدل خطاي پاسخ شدها مؤلفه

  مقيددرستنماييماكسيمم وش ر هب تحليلي بصورتي كه جوا
توان  مي نباشد، ي واريانس قابل حصولها مؤلفهبراي برآورد 

رين ت لمتداويكي از . اي عددي استفاده كرده شاز رو
در اين روش .  رافسون است- اي عددي روش نيوتنه شرو

  :دنآي ميدست  ه زير بي همعادلات تكرار از رابط
)8(                        ( ) ( ) ( ) ( )( )m m m mH lθ θ+ −= − ∇1 1  

 ماتريس mH)( مورد برآورد، بردار پارامترهايθ كه در آن
ها  گراديان تابع هدف هستند كه در آن  بردار∇ml)(هسين و

ة دهند نشان m. ( قرار گرفته استmθ)(، مقدارθجاي به
  .) گام استةشمار

هاي واريانس  مؤلفهبراي اجتناب از برآوردهاي منفي براي 
 رافسون و يا  هر روش ديگر كه بر اساس - در روش نيوتن

) 1986(توان از روش جنريچ و شلاكتر  تكرار باشد، مي
در اين روش در صورتي كه در يك گام . ]12[ استفاده كرد

براي يافتن ها  آناز تكرار، مقادير برآورد منفي باشد از 
 و گام جديد را شود برآوردهاي گام جديد استفاده نمي

نصف طول گام مورد نظر گيرند كه داراي  طوري در نظر مي
حاصل از ) برآوردهاي(باشد و پس از آن اگر تمام مقادير 

ا در معادلات تكرار براي يافتن ه نگام اخير، مثبت شوند از آ
ن صورت يشود و در غير ا گام بعد استفاده ميبرآورد مقادير 

و شود  و مانند قبل عمل ميشود  طول گام مجدداً نصف مي

ارگيري اين روش به ك هب. ابدي ميبه همين ترتيب ادامه 
  .نجامدا يهاي واريانس م مؤلفهبراي برآوردهاي نامنفي 

  
  كاربرد

وش ر هي واريانس مدل خطاي پاسخ بها مؤلفهدر اين بخش 
ازي س هز بهينا  هو با استفادماكسيمم درستنمايي مقيد 

ازي غيرخطي مقدار س هدر بهين. دونش ميغيرخطي برآورد 
بارت ع هود، بش ميماكسيمم تابع تحت قيود مطلوب محاسبه 

يعني (ديگر ماكسيمم تابع درستنمايي تحت قيود مورد نظر 
t ةدر ناحي Dσ و < بدين منظور . ودش ميحاصل ) 2≤

ارگيري برنامه ك هو ب  Mapleفزار رياضيا متوان از نر مي
Optimization  و دستور NLPsovleازي س ه كه براي بهين

 ةبا انتخاب گزين. توابع غيرخطي است استفاده كرد
assume=nonnegative   وmaximize مقدار ماكسيمم 

تابع مورد نظر در فضاي نامنفي براي پارامترها محاسبه 
  . ودش مي

وش ر هازي بس هي مورد بررسي، بهينها هداددر مورد مجموعه 
اين روش . ستا  ه انجام شد1دوم مكرر ةيزي درجر هبرنام
در اين روش تابع هدف در . وش نيوتن داردر هايي به تشباه

 ه و سپس بدشو مي دوم تقريب ةدرجهر گام با يك تابع 
گام محاسبه   ندوم مقدار بهينه در آ ةدرجيزي ر هوش برنامر 

  . ودش مي
 هي واريانس با استفادها مؤلفهرد  برآوةنظور بررسي نحوم هب
MSRMSDرخطي در حالت ييزي غر هز برناما  ، سه >

 ةي نوعي مربوط به درآمد كل، هزينها هز دادا  همجموع
 ها ن ناخالص خانوار كه در آي هخالص و هزين

                                                 
1- Sequential Quadratic Programming 
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MSRMSD  ها هدر اين داد. (يما هست را در نظر گرفت ا>
1180=n ،1=I، 1=J ،2=K ،2=L295  و=S 

ي ها مؤلفهين مقادير در محاسبات مربوط به برآورد ا  هك
  ).گيرند ميفاده قرار واريانس مورد است

 كه در دهد ميدرستنمايي مورد نظر را نشان تابع ) 2(رابطه 
ازي غيرخطي همان تابع هدف است و مختصات س هبهين
Dσ و t<0 ي ه ماكسيمم اين تابع در ناحيي هنقط ≥2 ،

ي ها مؤلفهبرآوردهاي ماكسيمم درستنمايي مقيد براي 
  .ندده ميست د هواريانس مدل خطاي پاسخ را ب

ي مربوط به درآمد كل خانوار، ها هبراي داد
234/2226641=SSR ،367/1893=MSRو  
948/223=SSD، 974/111=MSDي ه، لذا رابط 

MSRMSD  برآورد ي ه برقرار است و محاسب>
وش ماكسيمم درستنمايي مقيد با ر هبيانس ي وارها مؤلفه
 و t̂=3779/1890ازي غيرخطي، س هز بهينا  هاستفاد

ˆDσ ز ا  هبارت ديگر با استفادع به. دهد مي را نتيجه 2=
 ماكسيمم لگاريتم ي هيزي غيرخطي، مختصات نقطر هبرنام

tي هتابع درستنمايي مورد نظر در ناحي Dσ و < ≥2 
ي واريانس ها مؤلفهكه همان برآورد است محاسبه شده 

  .هستند
 خالص ي هي نوعي مربوط به هزينها هدادمجموعه براي 

  وSSR ،327/2295=MSR=41/2699304خانوار، 
322/2928=SSD، 16/1464=MSDبنابراين .  است

MSRMSD كه نيا  هبا توجه ب كارگيري  ه و با ب>
نمايي مقيد  ازي غيرخطي، برآورد ماكسيمم درستس هبهين

Dσˆ و t̂=9157/2293ورت ص هي واريانس بها مؤلفه =2 
  . دنوش يممحاسبه 

  ناخالص خانوار،ةي نوعي مربوط به هزينها هدر داد
451/3042097=SSR ،817/2586=MSR و 
617/3629=SSD، 808/1814=MSD ةو رابط 

MSRMSD ايي برآورد ماكسيمم درستنم. برقرار است >
ازي غيرخطي، س هز بهينا  ه با استفادي واريانسها مؤلفهمقيد 
5068/2585=t̂ و ˆDσ   . دنوش ميحاصل  2=

دهد كه در هر  ميي انجام شده نشان ها يمحاسبات و بررس
سه مورد، تابع درستنمايي مورد نظر ماكسيمم خود را دقيقاً 

Dσ(ختصات ي با ما هدر نقط  و 2=
( )

SSR SSDt
IJK LS

+
=

−1 (

Dσˆ يعني. گيرد مي ˆ  و2=
( )

SSR SSDt
IJK LS

+
=

  برآوردگرهاي1−

Dσ
 كه نچنا. ازي غيرخطي هستندس هز بهينا  ه با استفادt و 2

ي  نتايج با آنچه در بخش قبل براينود اش يملاحظه م
MSRMSDمواجهه با حالت  د، كاملاً مطابقت ش  هارائ >

  مقيددرستنماييماكسيمم دارد و نتايج حاصل از روش 
دهد كه  مياين محاسبات نشان . ندك ميييد أ را ت4بخش 

وش ماكسيمم ر هكارگيري برآوردگرهاي حاصل ب هب
ي اه بد، به جواش  هدرستنمايي مقيد كه در بخش قبل ارائ

ي واريانس مدل ها مؤلفهكاملاً قابل قبولي براي برآورد 
  . انجامد ميخطاي پاسخ 

  
  گيري هنتيج
ندي خطاي پاسخ داراي كاربردهاي متعددي است و به ب لمد

يكي از كاربردهاي . همين دليل مورد توجه خاصي قرار دارد
ي حاصل از ها همدل خطاي پاسخ در برآورد ميزان دقت آمار

مدل خطاي پاسخ، با بررسي در اين مقاله . تري اسيآمارگ
ي آزمون اثرهاي مدل خطاي پاسخ مورد بررسي قرار ها هآمار

ملاحظه شد براي برآورد اثر كه  نند و چناا هد ش هگرفته و ارائ
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.  با تكرار انجام شودها هكه مصاحباست لازم پاسخگو 
ي واريانس مدل خطاي پاسخ ها مؤلفههمچنين برآوردگرهاي 

ند و در هر ا هوش ماكسيمم درستنمايي مقيد محاسبه شدر هب
علاوه بر اين . ستا  همورد جواب تحليلي مورد نظر ارائه شد

ي مشتق لگاريتم تابع درستنمايي مورد نظر بررسي ها هريش
زاي اين ا هست كه با  هور تحليلي نشان داده شدط بهشده و 

يرد و گ يم تابع درستنمايي، ماكسيمم مقدار خود را ها هريش
ي ها مؤلفهي حاصل، برآوردگرهاي ها ببنابراين جوا

  . وش ماكسيمم درستنمايي مقيد هستندر هواريانس ب
MSRMSDدر صورتي كه  يعني تغييرپذيري بين  (>
، )ان باشديتر از تغييرپذيري بين پاسخگو پرسشگران كم

لت شود، در اين حا ميبرآورد واريانس اثر پرسشگر منفي 
يا ( ماكسيمم تابع درستنمايي ي هبراي يافتن مختصات نقط

يزي غيرخطي ر ه، از برنام)ي واريانسها مؤلفهبرآوردهاي 
ي مورد بررسي ها هست و براي مجموعه دادا  هاستفاده شد

ازي غيرخطي با س هج حاصل از بهينيشود كه نتا ميملاحظه 
 نتايج حاصل از روش ماكسيمم درستنمايي مقيد كاملاً

ز برآوردگرهاي حاصل از روش ا  هلذا استفاد. مطابقت دارد
ي واريانس ها مؤلفهماكسيمم درستنمايي مقيد براي برآورد 

  . شود ميمدل خطاي پاسخ توصيه 
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