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 هچكيد

هـاي   ريـزي  برنامهمسائل  هايي از    ردهسپس  . ميكن  دوم را معرفي مي    ةروط مرتب ريزي مخ  برنامهابتدا   اين مقاله    رد
حـل   دروني كـاهش پتانـسيل   ةروش نقطاز  و  تبديل   دوم   ةريزي مخروط مرتب   برنامهمسائل از نوع    به   را   كسري

  .ديآ يدست م هب ي اصلةلأ مسةجواب بهينن دسته از مسائل يبا حل ا. ميكن يم
  

  ، تابع مانع، تابع پتانسيليريزي كسر برنامه ،ليتم كاهش پتانسيالگور دوم، ةمخروط مرتب يريز هبرنام :ي كليديها واژه
 

  مقدمه
مورد تبديل در  ]1[  و همكاران او1 بويد1998در سال 

ر ي نظ آنيهاكاربرد و يساز بهينهمسائل  از يهاي رده
و   پنجه زدني نيرويساز بهينه ،آرايه آنتن وزن يراحط

 دوم مرتبة مخروط يريز غيره به برنامه لتر و فييطراح
از  ]2[ 2 آكربلد2002در سال  .ان كردندي بيمطالب
 ي برايبه عنوان الگوريتم دوم مرتبةط ومخر ريزي برنامه

 پيِشگويانه استفاده كرد و سرانجام در سال يها حل كنترل
  راي درونة نقطيها روش ]3[ 4ي و ترلاك3 وانگ2003

ما . كار بردند به دوم مرتبة مخروط ييزر  حل برنامهيبرا

                                                 
1- Boyd 
2- Akerblad 
3- Wang 
4- Terlaky 

 حل ي دوم براة مخروط مرتبيريز در اين مقاله از برنامه
فرم . كنيم  كسري استفاده ميريزي برنامهمسائل هايي از  رده

بيان  دوم به صورت زير مرتبةريزي مخروط  كلي برنامه
  :ودش مي

min
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i i i i
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s t A x b c x d i N+ ≤ + =1 )1(    

ــه در آن nfكـــ R∈،( )in n
iA R − ×∈ 1، in

ib R −∈  و 1
n

ic R∈، id R∈،  نرمي كـه    .له هستند أ پارامترهاي مس 
 ،اسـت نرم اسـتاندارد اقليدسـي    ،استدر قيود به كار رفته     

) :يعني )Tu u u=
1
 دوم اسـتاندارد    مرتبـة مخروط  يك  . 2

  :شود  زير تعريف مي به صورت  kبعد از 
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  :شدبا صورت زير مي دوم بالا به مرتبةمخروط   =1kبراي 

{ },c t t R t= ∈ ≥1 D . 

 دوم صدق مرتبة قيد مخروط كمجموعه نقاطي كه در ي
  : استزيركنند نقش نگاشت  مي

i

i iT
i i i i nT
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كه منظور از
inC  دوم از بعدمرتبةمخروط in  كه است

 مخروط ريزي برنامه بنابراين .است محدب يا مجموعه
ريزي محدب است، زيرا تابع   يك برنامه1SOCPدوم مرتبة

 دوم نيز مرتبةمخروط و قيود بوده هدف يك تابع محدب 
 ضيحات تويبرا (كنند  تعريف مي رايك مجموعه محدب

  .) مراجعه كنيد]1[تر به مرجع  بيش
  

  دوگان  - دروني اوليهةروش نقط
 .ميكن ي ميمعرفرا ) SOCP) 1 مساله بخش دوگان ندر اي

دوگان  -كاهش پتانسيل اوليه ي درونةنقطروش سپس از 
ن مسائل ي حل ايبرا ]4[ در 2نستروف و نميروسفكي

  .منيك ياستفاده م
   

  SOCPدوگان 
 رير متغيين قسمت با تغيدر ا

, T
i i i i i iu A x b t c x d= + = +                        

  :شود يل مير تبديه به فرم ساده زي اولةلأمس
min
. . , , ,
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s t u t i N≤ = …1

)2(                           

  .شود يف مير تعريبه صورت ز  SOCPن دوگان يهمچن

                                                 
1- Second Order Cone Programming 
2- Nestrov and Nemirosvky 
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ريزي   برنامه ةلأهمچنين يك مس) SOCP) 3دوگان 
ش ينما P*را بااوليه SOCP  ةمقدار بهين ،محدب است

اگر . P*=∞+كنيم كه قرارداد مين ي و همچنهيمد يم
ش ينما d*را بامسئله نشدني باشد و مقدار بهينه دوگان 

 ،باشد دوگان نشدني ةلأزماني كه مسم و يده يم
* `d = كه در وجود داشته باشد  ياx اگر يك . است∞−

 اوليه صدق كند شدني اوليه ناميده ةلأهمه قيود در مس
 ة شدني وجود داشته باشد كه در همxشود و اگر يك مي
 اكيداًَ xد آن نامساوي اكيد صدق كنبه صورت قيود

 شدني دوگان wوzبردارهاي. شود شدني ناميده مي
 صدق كنند و اكيداًَ )3(ها در قيود  شوند اگر آن ناميده مي

 به )3(ها در قيود نامساوي  شوند اگر آن شدني ناميده مي
در مورد تر   توضيحات بيشيبرا .طور اكيد صدق كنند

 2[جع ابه مر دوم مرتبة مخروط يزير  دوگان برنامهةلأسم
  .مراجعه كنيد ]3و 
  

   يناساسي درباره دوگامطالب 
* : دوگاني ضعيف .1 *p d≥  

 اكيداً) يا دوگان( اوليه ةلأگر مسا :قويمه يندوگاني  .2
باشد در اين كراندار ) يا از بالا (نييو از پاشدني 

*صورت  *p d=. 

 اگر مسائل اوليه و دوگان اكيداً :دوگاني قوي .3
وجود  نقاط شدني اوليه و دوگان گاه آنشدني باشند 

 .دهند دست مي همقادير بهينه مساوي بدارند كه 

 2 براي اثبات مواردو كنيم   مي ثابتما فقط اولين مورد را
 تفاوت بين توابع هدف .دي مراجع كن]4[ مرجع  به3 و

Archive of SID

www.SID.ir

www.sid.ir
www.sid.ir


74 1386تان مسزالف،  ، قسمت18 دانشگاه شهيد چمران، شماره مجلة علوم

  شكاف دوگاني مربوط به متغيرهاي،وگاناوليه و د
( , , )x z w با و نامند يم( , , )x z wη يا η نمايش 

   .دهيم مي
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 شكاف دوگاني هميشه به ازاي ، ضعيفنيطبق دوگاحال 
)متغيرهاي , , )x z w ،با استفاده از مقداررا يز نامنفي است 

f  داريم ،داده شده است) 3( دوگان ةلأكه در قيد مس :  
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   زيرا،در مجموع سمت راست نامنفي استجمله هر 

T
i i i i i i i iz u w t z u w t+ ≥ − + ≥ D . 

شود و  نامساوي اول از نامساوي كوشي شوارتز نتيجه مي
i,اين حقيقت كهاز  دومين نامساوي i i iw z t u≥ ≥ 

  . شود نتيجه مي
شكاف دوگان صفر است اگر و فقط اگر شرايط زير براي 

  : برقرارباشدi هر

)4(                  i i i iu t w z< ⇒ = = D  

)5(                   i i i iz w t u< ⇒ = = D  

)6( ,i i i i i i i iz w u t w u t z= = ⇒ = −  

هاي اوليه  مكمل بين جوابكمبود ط يشرا) 6( -)4(شرايط 
ن يو همچن دهند مي تعميم را ي خطيزير برنامه در دوگان و

يك نقطه . دهند كافي براي بهينگي را نتيجه مي طياشر
  شدني بهينه است اگر براي هر

, T
i i i i i iu A x b t c x d= + = +  

 يكيكه  طوريه د بوجود داشته باشن iz و iwمتغيرهاي
گر كه الازم به ذكر است . ( برقرار باشند)6(و  )5( ،)4(از 

ط فوق يگاه شرا  آن شدني باشنداًمسائل اوليه و دوگان اكيد

 مراجعه ]4[به مرجع  اثبات يشرط لازم هم هستند برا
  .)ديكن
  

   دوممرتبةمانع براي مخروط تابع 
فضاي ها  اشتراك آن دوم كه مرتبةهاي  براي مخروط

 تابع ،آورند يوجود مه ب شدني مسائل اوليه و دوگان را
t زوجمانع براي هر  R∈ و mu R −∈ به صورت زير را  1

  شود تعريف مي

( )( , )
log t u u t

u tφ
⎧− − ≤⎪= ⎨
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22

ــورت  ــن ص ــير اي در غ
 

)تابع  , )u tφ متناهي است اگر و فقط اگر 
( ),( , ) mu t u t C< )و ∋ , )u tφكند يميل م ∞ به 

) زماني كه , )u tبه مرز  Cm اين  همچنين .شود يم نزديك
است و هموار و محدب  ، دوممرتبةرون مخروط تابع در د

  :باشد هاي اول و دوم آن به صورت زير مي مشتق
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   دوگان - تابع پتانسيل اوليه
دوگان را تعريف  -در اين بخش يك تابع پتانسيل اوليه

ايجاد يك ل يپتانس يكي از دلايل تعريف اين تابع .كنيم مي
كه به صورت زير  است كران بالا براي شكاف دوگاني 

 ]4[تر به مرجع  شيات بي جزئيبرا( ودش ميف يتعر
  ):ديجعه كنمرا
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ν،در تابع پتانسيل بالا ≥ رابطه وزني و  يك پارامتر است 1
 ،انحراف از مركزيتتابع  دوگاني و ةبين عبارت فاصل

)(x,z,wψشود يف مير تعري است كه به صورت ز:   
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) هري براψ تابع , , )x z w ي برا. استي نامنفيشدن 
با استفاده از . دي مراجعه كن]4[تر به مرجع  شيات بيجزئ

 دوگاني و تابع پتانسيل ة زير را بين فاصلة رابط]4[مرجع 
  :داريم 

)7(                         
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⎜ ⎟
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  دوگان -ليهالگوريتم كاهش پتانسيل او

 ي بااستفاده از نامساودوگان -پتانسيل اوليهروش كاهش 
 شده يگذار هيپا x,z,wϕ)(پتانسيل اساس كاهش بر) 7(

 تابع ةدهند  جستجو كاهشيها ن روش جهتي در ا.است
 محاسبه  زيريل توسط حل دستگاه معادلات خطيپتانس

 يبرا. اند هآمددست  هوتن بيق روش نيز طر اگردد كه يم
 د به مرجعيتوان ين دستگاه معادلات ميل اي تشكيچگونگ

 :ديمراجعه كن ]4[
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 چنين تعريف Aو A  ، H، gيها و بردارها ماتريس
  :شوند يم
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هاي  ماتريس  g و H، Aهاي  توجه كنيد كه ماتريسضمناً
  .بلوكي هستند يقطر

  
  لگوريتممراحل ا

 شدني  اكيداًةنقطك ي يبايست داي ابت درونةدر روش نقط
ε يك يسپس برا. ميدست آور هب > D )ر و پارامت)دقت 

ν ≥ تكرار ر يتم را به صورت زيمراحل الگور داده شده 1
  .مكني يم
 )8(دستگاه جستجو را توسط حل  يها تجه )1

 .پيدا كنيد

 كه يد كنارا پيد   pو q ةجستجو در صفحجهت  )2
( , , )x p x z q z w q wϕ + ∂ + ∂ +  . را كمينه كند ∂

  ،دآوريدست   هنقاط جديد را ب )3

, ,w w q w z z q z x x p x= + ∂ = + ∂ = + ∂. 

) اگر )4 ), ,x z wη ε≤  برويد) 1(به گام. 

ك يبا در هر تكرار الگوريتم مقدار تابع پتانسيل 
  : يعني ،يابد كاهش ميمقدار ضمانت شده 

( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,k k k k k kx z w x z wφ φ δ+ + + ≤ −1 1 1 )9(  
 

براي  ،وابسته نيستله أ مسينقطه ابتدا به δ`كه در آن
 با تركيب .دي مراجعه كن]4[ به مرجع بالا اثبات رابطة

 εدقت به است حداكثر لازم كه يدوگان ةو فاصل )9 (ةرابط

)( دبرس ), ,x z wη ε≤( ديآ يمدست  هبر يرت زبه صو.   
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)تر از بيشتم يالگور )O N كشد تا  يمرحله طول نم
 ي برا،دهد را با عامل داده شده كاهش  يشكاف دوگان

ه دوگان ي اولي درونةتر در مورد روش نقط شيات بيجزئ
   .دي مراجعه كن]4[به مرجع 

  ريزي كسري مهبرنا 
ريزي كسري  برنامهمسائل خاصي از  يها بخش ردهدر اين 

مسائل از ها را به  ان آنبتوكه  دهيم ي قرار ميرا مورد بررس
 يهاي روش.  دوم تبديل كردمرتبةريزي مخروط  برنامهنوع 

به كار هاي محدب  يريز برنامهمسائل  حل يكه برا
كه حدب  مي كسريها يريز  حل برنامهيرابروند،  يم

در  .كارا نيستند ، استنه باز و نه بستهها   آنناحيه شدني
ر يي را با تغي كسريزير برنامهمسائل  از ييها بخش رده ناي

 دوم مرتبة مخروط يزير برنامه از نوع يمسائلر به يمتغ
حل پتانسيل  كاهش ي درونل و با روش نقطةيتبد
  .ميينما يم

 به ي كسريريز  از مسائل برنامهيهاي تبديل رده
SOCP   

ريزي مخروط  به برنامه ي كسريزير برنامهبراي تبديل 
  : دوم به نامساوي زير نياز داريم مرتبة
x, اگر y > D وw گاه  آن دلخواه باشد، ي حقيقبردار يك
  :ميدار

T w
w w xy x y

x y
⎡ ⎤

≤ ⇔ ≤ +⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 )11(               

xywwT آن كه در   .شود يك قيد هذلولوي ناميده مي≥

ريزي كسري با صورت ثابت مثبت و مخرج  برنامه
   دومةود درجي همراه با قخطي

 با صورت ي كسريزير برنامه ةلأك مسيصورت كلي 
  :شود يان ميببه صورت زير ثابت مثبت و مخرج 
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T
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T
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s t c x d i q
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ريزي  برنامه مسائل ءجزريزي كسري بالا  امه برنةلأمس

 زيرا هر كسر در تابع هدف يك تابع ،محدب است
i, aT چون كه براي هر, محدب است

i ix b+ > D  و ناحيه
 ري متغيبا معرف. شدني نيز محدب است

it،i iT
i i

c t  ،t
a x b

≤ >
+

D زير  ةلأمسبه ) 12 (ةلأمس

  .شود يل ميتبد

min

. . , , , , ,

, , ,

p

i
i

T
i i i iT

i i
T
i i

t

cs t t t a x b i p
a x b

c x d i q

=

≤ > + > = …
+

+ ≥ = …

∑
1

1

1

D D

D

)13(  

  فرض با حال

( , , ) T
i i i i i ij p    x a x b  ،y t  ،w c= … = + = =1  

   : داريم) 11 (يكار بردن نامساو هو با ب

, , ,t
i i iT

i i i

c
a x b t i p

a x b t

⎡ ⎤
≤ + + = …⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1  

 يريز به برنامه) 13 (ي كسرريزي  برنامهةلأبنابراين مس
  :شود يتبديل م دوم زير مرتبةمخروط 

min

. . , , ,

, , ,

p

i
i

T
i i iT

i i i

T
i i

t

c
s t a x b t i p

a x b t

c x d i q

=

⎡ ⎤
≤ + + = …⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ≥ = …

∑
1

2 1

1D

)14(  

  با را)14 ( دوممرتبة مخروط يريز برنامهل مسائحال 
و جواب نموده  دروني كاهش پتانسيل حل روش نقطة
  . آوريم دست مي هبهينه آن را ب
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مجموع توابع ريزي با تابع هدف  برنامهمسائل 
 ة و درج) خطيجصورت ثابت مثبت و مخر( كسري

  مدو
ريزي مخروط  توان به برنامه را كه مي نوع ديگري از مسائل

 شامل تابع هدف ي دارايمسائل،  دوم تبديل كردمرتبة
 ثابت مثبت و يبا صورت (ي كسر از توابعيمجموع
با ابتدا .  دوم استةدرج يا چند جملهو ) ي خطيجمخر
قيود  جديد تابع هدف را به صورت ي متغيرهايمعرف

 ةلأمس يدر حالت كل. كنيم  دوم تبديل ميمرتبةمخروط 
  : در نظر بگيريدزير را يكسرريزي  برنامه

min

. . , ,

, ,

p
T

T
i i i

T
i i
T
i i

c x P x q x r
a x b

s t a x b i p

c x d i q

=
+ + +

+

+ > = …

+ ≥ = …

∑
1

2

1
1

D D

D

D

)15    (     

nqكه در آن  R∈D، n nP R ×∈D  معين مثبت يك ماتريس
,  با معرفي متغيرهايحال. است , ii p    ،t  ،t ′=  و 1…

  SOCPةلأمس به )15( ةلأمس, )11(استفاده از نامساوي 
  : شود زير تبديل مي

min

. . , , ,

, , ,

p

i
i

T
i i iT

i i i

T
i i

t t

c
s t a x b t i p

a x b t

P x q q t

c x d i q

=

−

′+

⎡ ⎤
≤ + + = …⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

′+ ≤

+ ≥ = …

∑
1

1 1
2 2

0 0 0

2 1

0 1

)16(  

  
 ةريزي كسري محدب با صورت درج برنامهمسائل 

   دوم قيود درجةو  خطيج و مخرمدو
ريزي كسري  در اين قسمت به نوع ديگري از مسائل برنامه

پردازيم كه در صورت دارا بودن شرايطي قابل تبديل به  مي
SOCPهستند .  

  :يد زير را در نظر بگيري كسرريزي  برنامهةلأمس

min

. . , , , ,

, , , .

p
i i
T

i i i
T
i i
T
i i

F x g
a x b

s t a x b i p

c x d i q

=

+

+

+ > = …

+ ≥ = …

∑
2

1

1
1

D

D

)17(                   

,كه در آن , i iq n q
i ii p   ،F R ،g R×= … ∈ ∈1 

  :داريم it اكنون با معرفي متغيرهاي جديد.باشند مي

, , ,i i
iT

i i

F x g
t i p

a x b
+

≤ = …
+

2

1  

  :شود له به صورت زير تبديل ميأ مسگاه آن

( ) ( ) ( )
min

. . , , , ,

, , , ,

, , , .

( )

p

i
i

T T
i i i i i i i

T
i i
T
i i

t

s t F x g F x g t a x b i p

a x b i p

c x d i q

=

+ + ≤ + = …

+ > = …

+ ≥ = …

∑
1

1
1
1

18D

D
 

  :حال با قرار دادن 
, , , , ,T

i i i i i i i iw F x g z a x b y t i p= + = + = = …1
 

 زير SOCPبه ) 18( ألةمس) 11 (ينامساوبا استفاده از 
  :شود تبديل مي

( )

min

. . , , ,

, , , ( )

p

i
i

i i T
i i iT

i i i

T
i i

t

F x g
s t a x b t i p

a x b t

c x d i q

=

⎡ ⎤+
≤ + + = …⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ≥ = …

∑
1

2 1

1 19D
  

دهيم كه صورت تـابع      حالتي را مورد بررسي قرار مي     حال  
يـك   اگر مـا بتـوانيم    .  نيست 2 با توان    2-به فرم نرم  هدف  

 بـه  2-نرمصورت  به  جمله  را مجموع يك     دوم   ةدرجفرم  
مقـدار  كـه آن    بنويـسيم    يمقدار عدد يك  علاوه  ه   ب 2توان  
 تـوان يـك چنـين      يم در اين صورت     .است ي نامنف يعدد

 ن منظـور  يبـد  .تبـديل كـرد     SOCP را به  دوم   ةفرم درج 
 :زير را در نظر بگيريد يكسرريزي   برنامهةلأمس
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min

. . , , ,

, , ,

, , ,

Tp
i i i

T
i i i

T
i i
T
i i

T
i i i

x p x q x r
a x b

s t a x b i p

c x d i q

x Q x m x l i k

=

+ +
+

+ > = …

+ ≥ = …

+ + ≤ = …

∑
1

2

0 1
0 1

2 0 1

)20(             

)ipيها سكه در آن ماتري ), ,i p=  iQ و 1…
( ), ,i k= n وهستندمعين مثبت  1…

im R∈، 
n n

iQ R ×∈ ( ), ,i k=  ةلأدر مس م دوة درجفرم. 1…
  : صورت زير نوشتتوان به  را مي) 20(

T T
i i i i i i i i ix p x q x r  p x p q r q p q

−

+ + = + + −
21 1

2 22
  

,مقدار عـددي  كه در آن     , T
i i i ii p   ، r q p q= …  بايـد   1−

  پس. باشد SOCP  تبديل به   قابل)20 (ةلأمثبت باشد تا مس

, , ,

i i iT
i i i

T T
i i i i

T
i i i i

T
i i

p x p q
x p x q x r

a x b a x b

r q p q                  i p
a x b

−

+
+ +

=
+ +

−
+ = …

+

21 1
2 2

2

1

 

,حال با معرفي متغيرهاي جديد , ,i ii p   ،t t ′= و با  1…
  : فرض

,
i i i T

i i i i
i iT T

i i i i

p x p q
r q p qt t

a x b a x b

−

+
− ′≤ ≤

+ +

21 1
2 2

  

  
  :شود يم زير تبديل  SOCPبهبالا  ةلأمس

( )

( )

min

. . , , ,

, , ,

, ,...,

c d , , ,

p

i i
i

i i i T
i i i

T
i i i

Ti i i i
i i i

T
i i i

T
i i i i i i i

T
i i

t t

p x p q
s t a x b t i p

a x b t

r q p q a x b t i p
a x b t

Q x Q m r m Q m i k

x i q

=

−

−

−
−

′+

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ≤ + + = …⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥ ′≤ + + = …⎢ ⎥

′+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ ≤ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ≥ =

∑
1

1 1
2 2

1
1 1 2

1 1 1
12 2 2

2
1

2 1

1

0 1… .
 

مركب از  يبا تابع هدف ي كسرريزي برنامهمسائل 
ود يم همراه با ق دوة كسري و درجمجموع توابع

   دودرجة
  : زير را در نظر بگيريديريزي كسر  برنامهةلأمس

min

. . , , ,

, , ,

, , ,
,

( )

p li i T
T T

i ii i i i
T
i i
T
i i
T

i i i

F x g c x Px q x r
a x b c x d

s t a x b i p

c x d i l

x p x q x r i q
x x

= =

+
+ + + +

+ +

+ > = …

+ > = …

+ − ≤ = …
≥

∑ ∑
2

0 0
1 1

1 2

2

0 1
0 1

2 0 1
0

21

 
) ipيها كه در آن ماتريس ), ,i q=  معين P0 و1…

, ي متغيرهايبا معرف. مثبت هستند , ii p    ،t=  و 1…
i،t ′, ,i p= t و1…     و با فرض′

Tx P x q x r t ′+ + ≤0 02  

iT  و
i i

c t
c x d

′≤
+

i و  i
iT

i i

F x g
t

a x b
+

≤
+

2

) 21 (ةلأ مس

  :شود ي زير تبديل مSOCP ةلأمسبه 
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( )

( )

min

. . , , ,

,

, ,...,

, , , .

p l

i i
i i

i i T
i i iT

i i i

T
i i i i i i i

T
i iT

i i

t t t

F x g
s t a x b t i p

a x b t

p x p q
t

t

p x p q r q p q i q

c
c x d t i l

c x d t

= =

−

−
−

′ ′+ +

⎡ ⎤+
≤ + + = …⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤
+⎢ ⎥⎢ ⎥ ′≤ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥′−⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ ≤ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
′≤ + + = …⎢ ⎥

′+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
1 1

1 1
2 2

0 0 0

1 1 1
12 2 2

2 1

1
1

1

2 1

  
  وجود جواب

مسائلي با ساختار تابع هدف مشاهده شد طور كه  همان
 با قيود هذلولوي تبديل ةلأ با تغيير متغير به يك مس،كسري

ريزي  به برنامه) 11( رياضي ينامساو سپس با .شوند مي
ن سئوال پيش  اما اي.هستندتبديل قابل  دوم مرتبةمخروط 

و تابع هدف آيد كه آيا مسائل كسري با ساختار خاص  مي
  بسته داراي جواب بهينه هستند؟ه شدني نه باز و نهناحي

 يدارا شدني بسته ةسازي محدب با ناحي چون مسائل بهينه
از  يمرز ةدر يك نقطباشند و جواب بهينه  يمجواب بهينه 

ي ذكر شده اگر مسائل كسر ،افتد  شدني اتفاق ميةناحي
 ةدر كجاي ناحي جواب بهينه داراي جواب بهينه باشد اين

با توجه به  در جواب به اين سئوالات .افتد شدني اتفاق مي
ك يكه  SOCP ئلمسامسائل به نوع اين  )11 (ينامساو
، تبديل است ناحيه شدني بستهمحدب با  يزير برنامه

 ة در يك نقطSOCP كه جواب بهينه مسائل شوند يم
 مسائلچون اما  .افتد  شدني اتفاق ميةي از ناحيمرز

 ،هستند قابل تبديل SOCP مسائل هبريزي كسري  برنامه
گاهي در نقاط ريزي كسري   مسائل برنامهةجواب بهينپس 
  .افتد  شدني اتفاق ميةو گاهي در درون ناحي يمرز

  

  هاي عددي مثال
شرح داده شده براي روشن شدن مطالب در اين بخش 

 ما ةلأين مسز آغاةنقط. آوريم مي زير را يعدديي ها مثال
 افزار هاي زير از نرم براي حل مثال. باشد يم) 0,0 (ةُنقط

msocp_auto استفاده شده است]5[ مرجع .  

  :ريزي كسري زير را در نظر بگيريد  برنامهةلأمس -1مثال 

min

. .

,

x x x x
s t x x

x x
x x

x x

+
+ + − −
+ ≤
+ + >
− − >
≥

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1
2 2 3 2
4
2

2 3 2
D
D

D

 

با فرض و  t2 وt1متغيرهاي جديد يبا معرف مثال ن در اي
  :كه اين

,t t
x x x x

≤ ≤
+ + − −1 2

1 2 1 2

1 1
2 2 3 2  

  :  با قرار دادنو
, ,

, ,
w w z x x
z x x y t y t

= = = + +
= − − = =

1 2 1 1 2

2 1 1 1 1 2 2

1 2
2 3 2  

  :روابط زير را داريم   

, ,
w

w z y z y z y
z y
⎡ ⎤

≤ > ≥ ⇔ ≤ +⎢ ⎥−⎣ ⎦
12

1 1 1 1 1 1 1
1 1

2
D D  

  :همچنين براي كسر دوم داريم   

, ,
w

w z y z y z y
z y
⎡ ⎤

≤ > ≥ ⇔ ≤ +⎢ ⎥−⎣ ⎦
22

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2
D D

 را   زيـر  SOCP ةلأپس با جـايگزيني در روابـط بـالا مـس          
  :داريم

min

. .

,

t t

s t x x t
x x t

x x t
x x t

x x
x x

+

≤ + + +
+ + −

≤ − − +
− − −

+ ≤
≥

1 2

1 2 1
1 2 1

1 2 2
1 2 2

1 2

1 2

2 22
2 2 3 22 3 2
4

0

)22 (     
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ε و با  كاهش پتانسيلي درونةروش نقط حال با −= 610 
 ،111/0( لهأ مسةنيكنيم و جواب به يرا حل م) 22 (ةلأمس

1667/0، 0، 4(='x27بعد از  710− با شكاف دوگاني 
  ي اصلةلأ مسة پس جواب بهين،آيد يدست م هبكرار ت
)0، 4(=x توجه كنيد2  و1 يها  به شكل،است  .  

  

  ي درون مسيرها با روش نقطةييهمگرا -1شكل 

  

  SOCPمربوط به ) η( ي شكاف دوگان-2شكل 
  

  : در نظر بگيريد زير راي كسرريزي  برنامهةلأمس -2مثال 

)23(              

min

. .

,

x x x x

x x x x x x
s t x x

x x
x x

+
+ + − +

+ + + + − −
+ + >
− + >
≥

1 2 1 2
2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 1
5 1 7 4

3 3 4 8
5 1 0
7 4 0

0

  

ط ـ و حل آن توسSOCPرم ـبه ف) 23 (ةلأـديل مسـبا تب
ε باسيل ـپتان شـ كاهي درونةـروش نقط −= جواب  510

با  x/=)7084/0 ،5854/0 ،3038/0 ،0068/9( ةنـيـبه
ηيشكاف دوگان −= دسـت  هب تكرار 39پس از  610

 x∗=)0 ،7084/0( ي اصلةلأ مسةجواب بهينپس  ،آيد يم
  .توجه كنيد 4 و 3 يها شكل به ،است

  

  ي درونة مسيرها با روش نقطيي همگرا-3شكل 

  
  

  SOCPمربوط به ) η( ي شكاف دوگان-4شكل 

تر شدن تبديل بالا ما روي يك مثال آن را   روشنبراي
 .دهيم نشان مي

  :ريزي زير را در نظر بگيريد  برنامهةلأ مس-3مثال 



min

. .

,

x x x x
x x x x

s t x x
x x

x x
x x

− + + + +
+

+ + − +
+ + >
− + >
+ ≤

≥

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 1 1
2 2 3 1

2 0
2 3 1 0

4
0

 

Iterations 

η  

Iterations

20

15

10

5  

0 
20          10           0

20         10        0

η

4

2

0

60                   40               20                0

3000

2000 

1000

0

20                   10                0

40 

20 

0 

20
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  :كه  و با فرض اينt1 وt2 جديد ي متغيرهايبا معرف
 

x x
t

x x

x x
t

x x

+ +
≤

+ +

+ +
≤

− +

2
1 2

1
1 2

2
1 2

2
1 2

3 1
2

1
2 3 1

 

  :داريم 
( )
( )

x x t x x

x x t x x

+ + ≤ + +

+ + ≤ − +

2
1 1 1 1 2

2
1 2 2 1 2

3 1 2
1 2 3 1

 

  فرض با اكنون
 , ,y t z x x w x x= = + + = + +1 1 1 1 2 1 1 12 3 1 

y و t=2 2 ,z x x w x x= − + = + +2 1 2 2 1 22 3 1 1  

 دوم زير مرتبة يها مخروط) 11 (يو با استفاده از نامساو
  :را داريم 

, ,

, ,

w
w z y z y z y

z y

w
w z y z y z y

z y

≤ > ≥ ⇔ ≤ +
−

≤ > ≥ ⇔ ≤ +
−

12
1 1 1 1 1 1 1

1 1

22
2 2 2 2 2 2 2

2 2

20 0

20 0
 

  :باشد  تبديل يافته ما به صورت زير ميةلأحال مس

( )

( )

min

. .

, , ,

t t

x x
s t x x t

x x t

x x
x x t

x x t
x x
x x t t

+

+ +
≤ + + +

+ + −

+ +
≤ − + +

− + −

+ ≤
≥

1 2

1 1
1 2 1

1 2 1

1 2
1 2 2

1 2 2

1 2

1 2 1 2

2 3 1 22
2 1 2 3 12 3 1

4
0

    (24) 

 شـ كـاهيدرونـ روش نـقـطـة طـتـوس) 24( ةلأمـس
εو با  پتانـسـيـل −=  ةبهـيـنـ و جــواب حـل شـده 510

)054/10، 0057/0، 0، 2951/0=(/x افبا شك 

ηيدوگان −=  كه ،آيد  ميتدس ه بر تكرا61پس از  610
 ، استx*=)2951/0، 0( يـلـ اصةـلأ مسةـينهـواب بج
  . توجه كنيد6 و 5 يها شكل به

  

  

  

  ي درون مسيرها با روش نقطةييهمگرا -5 شكل

  
  

  SOCPمربوط به ) η( ي شكاف دوگان-6 شكل    

  :ديري زير را در نظر بگيرير برنامهألة مس -4 مثال

min

. .

,

x x x x
x x x x

s t x x
x x

x x
x x

− − − +
+

+ + − +
+ + >
− + >
+ ≤

≥

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 4

1 2

3 2 4 5
2 2 3 1

2 0
2 3 1 0

4
0

         (25) 

و با ل ي كاهش پتانسي درون توسط روش نقطة)25( ةلأمس 
ε −= ، 2997/0، 2305/10( ةنيحل شده و جواب به 510

0 ،6825/1( =/x  يدوگانگبا شكافη −=  پس از 610
  ي اصلةلأ مس جواب بهينة،آيد دست مي هب  تكرار23

)0 ،6825/1( =*x توجه كنيد8 و 7 يها  به شكل،است .  

Iterations 
30                  20                  10                  0

η  

20

15 

10 

5  

0  

20                   10            0

6/0  

4/0  

2/0  

0  

2/0-  
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  ي درونة مسيرها با روش نقطيي همگرا-7شكل 

  
  

 SOCPمربوط به ) η( يشكاف دوگان -8شكل    

 
  :ريد زير را در نظر بگي ي كسريزري برنامه ةلأمس -5مثال 

min

. .

,

( )

x xx x x x x x
x x x x

s t x x
x x                                            

x x
x x

+ ++ + + + +
+

+ + − +
+ + >
− + >
+ ≤

≥

22 2
1 21 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

13 3 12
2 2 3 1

2
2 3 1

4
26

D

D

D  

  :مكني ير تبديل ميزألةالا را به مس بةلأابتدا مس

. . .
. . .

min

.

. .

,

x

x x

x x
x x x x

s t x x
x x

x x
x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− +

+ +
+ +

− + − +

− + >
− + >
+ ≤

≥

2

1 2
2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0 07794 0 6265 0 506
0 6265 1 6148 0 0883

2
10 66667

2 2 3 2
2

2 3 1
4

D
D

D

       (27) 

 كاهش ي درونتوسط روش نقطة) 27( ةلأمس
εو بال پتانسي −=  ةلأ مسةنجواب بهي حل شده و 810

SOCP) 3807/1, 7566/3, 8569/0 ,0 ,1057/1(=/xبا  
ηيشكاف دوگان −=  ,ديآ يدست م هب تكرار 48پس از  910

  . توجه كنيد10  و9 يها شكل به

  
 

  ي درونة مسيرها با روش نقطيي همگرا-9شكل 

  

 SOCPمربوط به ) η( ي شكاف دوگان-10شكل

η  

η

Iterations 

Iterations 
20        10           0

20      10       0

3 

2 

1 

0 

1-

100

50

0

40

30 

20 

10

0 

30                   20                 10              0

30                    20                10               0

4

2

0 

2-
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  :بگيريدرا در نظر ر زي ي كسرةبرنام ةلأمس -6مثال 

min

. .

,

( )

x xx x x x x x
x x x x

x x
x x

s t                                                
x x

x x
                                                      

+ ++ − − − +
+

− + − +
− + >
− + >
+ ≤

≥

22 2
1 21 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

4 8 74 4 4 4 6
3 7 6 4 3

3 7 6
4 3
5 6 28

D

D

D
                            

روش بـا   ) 28( ةلأمعـادل مـس     SOCP ةلأمسبا حل   حال  
εو با  دروني   ةنقط −= ، 1604/0،  443/0( ةن بهي جواب 810

9925/0  ،0  ،6367/1(='x     با شـكاف دوگـاني η −= 910 
 ةلأ مـس ةجواب بهين ـپس  ،دآي ي مدست هب تكرار 30پس از   
 12 و   11 يهـا   به شـكل   ، است x*=)6367/1،  0(اصلي  

  .توجه كنيد

  

  ي درونةروش نقط  مسيرها با يي همگرا-11 شكل     

  
  

  SOCPمربوط به ) η( ي شكاف دوگان-12 شكل
 

  :ر را در نظر بگيريدزي ي كسريزري برنامه ةلأمس -7 مثال

min

. .

x x x x
x x x x

s t x x
x x

x x x x x x

− + + − + +
+

− + + + +
− + + >
+ + >

+ − + − − ≤

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2
2 2
1 2 1 2 1 2

3 4 5 3 8 4
2 4 5

2 4
5

2 2 2 6

D
D

D

 (29) 

و حل آن توسط روش   SOCP بالا به ةلأا تبديل مسب
ε و با ي درونةنقط −= ، 0، 0 (ةلأ مسةجواب بهين1110
33/0 ،24/1-(=/xبا شكاف دوگاني η −= پس از  1210
  اصليةلأ مسة جواب بهينس پ،ديآ يدست م هب ر تكرا20

)33/0-  ،24/1-(=*x14 و 13 يها به شكل ، است 
  .توجه كنيد

  

  ي درونة مسيرها با روش نقطيي همگرا-13 شكل

  

 .SOCPمربوط به ) η (يشكاف دوگان -14 شكل

 
 :در نظر بگيريدزير را  يكسر يريز  برنامهةلأمس -8 مثال

Iterations 

Iterations

η

20             10                      0

3

2

1 

0 

1-

100

50 

0 

40           30            20       10    0

η

30

20

10

0

40           30             20       10         0

20            15            10          5             0 

5/0  
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min

. .
,

x x x x x x
x x

x x x x x x
s t x x

x x

+ − − − +
− +

+ + + − − +
− + >
≥

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2
2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

4 4 4 4 6
3 7 4

3 2 2 4 2 4
3 7 4 D

D

        (30) 

و حل آن توسط روش  SOCPبه ) 30( ةلأبا تبديل مس
εو با ي درونةنقط −=  SOCP ةلأ مسةجواب بهين 610

)002/0 ،3994/ ،3281/0 ،1928/0 ،5772/0(=/x  با
ηشكاف دوگاني −=  ،دآي يدست م هب  تكرار27 پس از 710

به  است، x*=)5772/0، 1928/0(  اصليةلأجواب مس
 .توجه كنيد 16 و 15 يها شكل

 

  ي درونةروش نقطبا  هامسير ييهمگرا -15 شكل

  
  

  SOCP  مربوط به)η( يشكاف دوگان -16 شكل   
  

  گيري نتيجه
 - دروني كاهش پتانسيل اوليهةمقاله از روش نقط اين رد

 دوم مرتبةريزي مخروط  مسائل برنامه دوگان براي حل

مسائل هايي از  سپس رده. استفاده شده است
ريزي  برنامهمسائل از نوع هاي كسري به  ريزي برنامه

روش مذكور  دوم تبديل شده و با حل مرتبةمخروط 
رود كه   اميد مي.آيد دست مي هب اصلي ةلأ مسةجواب بهين

ريزي كسري با قيود كسري را به مسائل  بتوان مسائل برنامه
 دوم تبديل و با روش مذكور و مرتبةريزي مخروط  برنامه

  .هاي ديگر حل كرد يا با روش
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