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  چكيده
 يك فضاي هاسدروف    XCm)( توپولوژي؛ يعني  - mه با    همرا XC)(در اين مقاله خواهيم ديد كه فضاي      

.  شبه فشرده باشد   Xاول است اگر و تنها اگر فضاي        شماراي نوع  XCm)( كه دهيمو منظم است و نشان مي     
 توابـع   ةهمچنين مجموع ـ .  فضا است و شـبه فشرده نيست      -Pسيار دور از تقريباً    ب XCm)(كنيم كه ثابت مي 
ة مجموعه عناصر يك ـ.  فضا باشد-P تقريباXً بسته است اگر و تنها اگر فضاي   XCm)( صفر در  ةعلي مقسوم

)(XCm     دهيم و با كمك اين مجموعه خـواهيم ديـد كـه            را مورد بررسي قرار مي)(XCm     هرگـز ناهمبنـد 
 بـر حـسب     XCk)( بسته اسـت و بـستار      XCm)( در ∞XC)(كنيم كه سرانجام ثابت مي  . باشدشديد نمي 

  .شود شناسايي ميXC)(سيمالهاي ماكايدآل
  

ــاً  توپولــوژي، - m يكــه مثبــت، : هــاي كليــديواژه شــبه فــشرده، مقــسوم عليــه   فــضا، شــماراي نــوع اول،-Pتقريب
  ، ناهمبند شديد∞XC)(،XCK)(صفر،

  
   مقدمه-1

))((XC)(در اين مقاله   XC∗ توابـع پيوسـته و      ة حلق 
ــي  ـــدار(حقيقـ ــنظم و  ) كرانـ ــاملاً مـ ــضاي كـ روي فــ
)()(آشـكارا . باشـد  مي Xهاسدروف XCXC  و  ∗⊇

را  Xهنگامي كه اين دو حلقه بر هم منطبق شوند، فضاي         
ــبه ــشرده ش ــاميم ف ــر . ن ــراي ه XCf)(ب ــ∋  ة، مجموع

{ }D=∈= )(:)( xfXxfZــفر ــة - را صـ  fمجموعـ
 را XC ،][IZ)( درIگــوييم و بــراي هــر ايــدآل مــي

)(هـاي  مجموعـه  - صفر مة ه ةگرداي fZ  گيـريم كـه     مـي 
If )(][در صــورتي كــه. ∋ IZfZ   نتيجــه بدهــد∋
If ــاه، آن∋ ــكIگ ــي-z را ي ــدآل م ــاميم اي ــر. ن  اگ
∅=)( fZ گاه، آنf     گـوييم كـه در ايـن        را يكـه مـي

 صورت
f
 -δGهرگـاه هـر   .  نيـز تـابعي پيوسـته اسـت        1

 X داراي درون ناتهي باشد، فضاي     X ناتهي در  ةمجموع
 -δGشود و در صورتي كه هـر   ده مي  فضا نامي  -Pتقريباً  
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ــضاي ــه در ف ــضا را Xمجموع ــد، ف ــاز باش ــضا -P ب  ف
 يـك  X بـاز در ةهنگامي كه بستار هر مجموع ـ   . گوييم مي

. نـاميم  ند شديد مـي    را ناهمب  X باز باشد، فضاي   ةمجموع
تر ايـن    هاي بيش  را براي آگاهي از ويژگي     ]2و   1[ع  راجم

  .مفاهيم ببينيد
 را آزاد گـــوييم، هرگـــاه XC)( درIايـــدآل

∩
If

fZ
∈

 و در غيــر ايــن صــورت ثابــت ناميــده )(=∅

XCf)(بـع  توا ة از هم ـ  XCk)(.شـود  مي  تـشكيل   ∋
ــي ــستار  مـ ــه بـ ــود كـ \)(شـ fZXدر X ــشرده  فـ
 اسـت و برابـر بـا        XC)( يك ايـدآل در    XCk)(.باشد

 همچنين. باشد مي XC)(هاي آزاد در  اشتراك همه ايدآل  
)(XC∞   چـون  ة توابع پيوست  ة عبارت از گرداي f   اسـت 

nكه براي هر   مجموعة،  `∋
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥∈

n
xfXx 1|)(|: 

 يـك ايـدآل     ∗XC)( در ∞XC)( . فشرده باشـد   Xدر
 هاي ماكـسيمال آزاد در     ايدآل ةشتراك هم است و برابر با ا    

)(XC∗ شـــود كـــهآشـــكارا ديــده مـــي . باشـــد  مــي 
)()( XCXCk تر در خصوص     براي آگاهي بيش   ؛⊇∞

ــه م  ــده را ب ــدآل، خوانن ــن دو اي  ارجــاع ]3 و 2[ع راجــاي
  . دهيم مي

XCf)(براي هر    در u مثبـت  ة و هـر يك ـ    ∋
)(XCكنيم، تعريف مي:  

.{ }ugfXCgfNu <−∈= ||:)()(  

)( متشكل از عناصر   ةگرادي fNu كه )(XCf  u و   ∋
ــراي يــك  XC)( مثبــت درةيكــ ـــه ب  اســت، يـــك پاي

 ايـن توپولـوژي را    .  خواهـد بـود    XC)(توپولوژي روي 
m-  توپولوژي روي )(XC  در صـورتي كـه   . نـاميم  مـي
گـاه توپــولوژي     را كراندار فـرض كنـيم، آن       u مثبت ةيك

.  كـرد   نيز تعريـف   ∗XC)(تــوان روي اي را مي  مشابــه
ــت  ــديهي اس ــوژي روي-mب ــا∗XC)(  توپول  -m ب

 همـراه بـا     ∗XC)(.توپولوژي نسبي روي آن يكي اسـت      
m-    توپولوژيكي است و اين     ة توپولوژي نسبي، يك حلق 

 ∗XC)( توپولوژي نُرم يكنواخـت روي     توپولوژي شامل 
 ثابت شـده    ]4[  مرجع در.  را ببينيد  M2 ،]2[ رجعاست، م 

 يكي است اگر    ∗XC)( است كه اين دو توپولوژي روي     
 از اين پس فـضاي    .  شبه فشرده باشد   Xو تنها اگر فضاي   

)(XC    همراه با m-     گونـه كـه در      توپولـوژي را همـان 
  .دهيم نشان ميXCm)(با نمايش داده شده ]5[ مرجع

گونه كه از عنوان مقاله پيداست، هدف مـا          همان
تا حدود زيـادي در     . باشدهاي اين فضا مي   بررسي ويژگي 

ايـم و بـا      موفق شده  X و XCm)(برقراري ارتباط ميان  
هـاي خاصــي از ايـن فــضا، از قبيــل    زيرمجموعــهةمطالع ـ
هـاي    مقـسوم علـيهة و مجـموع  XC)(هاي يكه ةمجموع
 XCm)(هاي ايم برخـي از ويژگي    توانـسته XC)(صفر

  .را آشكار كنيم
  
  XCm)(هاي فضايويژگي -2

 نخـست بـه خـاطر       ]4[مرجع  اگر چه معرفي اين فضا در       
 و ارتبـاط آن بـا       XC)(دست آوردن بعضي از خواص     هب

 بوده است، ولي بعـدها      XC)(هاي ديگر روي  توپولوژي
فت و بـسياري    تري قرار گر   اين فضا خود مورد توجه بيش     

. دانان ديگر بررسي شـد     از خواص اين فضا توسط رياضي     
 XCm)(نـشان داده شـده اسـت كـه         ]5[  مرجع مثلاً در 

 بـا   XCm)(هرگز فشرده موضعي نيست و چند ويژگـي       
 ]6و   5[  مراجـع   در Xهاي معـادل آن در فـضاي       ويژگي

انـواع تــوابع     ]7[  مرجـع  در. اندالعه قرار گرفـته  مورد مط 
، مانند چگـالي، وزن و    XCm)(كارديــنالي در فـــضاي  

 مقايسه و ارزيابي    Xغيره در ارتباط با نظاير آن در فضاي       
نخستين پرسشي كه در اين فـضا مطـرح شـد،           . شده است 

ها بعد به    در اين فضا بود كه سال     هاي بسته   شناسايي ايدآل 
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در واقـع   .  انجام شـد   ]9 و   8[ع  راجدو روش مختلف در م    
 چــيزي جـز اشـتراك       XCm)( در Iبسـتار يك ايدآل  

 نيست و به اين ترتيـب       Iهاي ماكسيمال شامل    ايدآل ةهم
 بسته است اگـر و تنهـا اگـر بـه            XCm)( يك ايدآل در  

مـسلماً بـا    . هـاي ماكـسيمال باشـد     صورت اشتراك ايـدآل   
تـوان بهتـر بـه      هاي ايـن فـضا مـي      تر ويژگي  شناخت بيش 

 توابع  ةهاي موجود در اين فضا و همچنين در حلق         واقعيت
در اين بخش نـشان     . پيوسته حقيقي روي اين فضا پي برد      

ــي ــضايم ــيم ف ــا  Xده ــر و تنه ــشرده اســت اگ ــبه ف  ش
علاوه بر آن در اين     .  شماراي نوع اول باشد    XCm)(اگر

 فـضا   -Pفـشرده و   بينيم كه اين فضا هرگز شـبه      بخش مي 
  .باشدنمي

)فضاي:  قضيه 1 -2 )mC X       ل است اگـرشماراي نوع او 
  . شبه فشرده باشدXگر فضايو تنها ا
 شبه فـشرده نباشـد،      Xدهيم كه اگر  ابتدا نشان مي  : اثبات

براي اين منظـور،    .  شماراي نوع اول نيست    XC)(گاهآن
گيـريم و نـشان       در نظر مـي    XC)(تابع ثابت صفر را در    

هـاي بـاز    را از همسايگي   ي شما دهيم براي هر خانواده   مي
، يك همـسايگي بـاز از ايـن         XCm)(تابع ثابت صفر در   

تابع وجود دارد كه شامل هيچ يك از عناصر اين خـانواده            
 fكـران  شبه فشرده نيست، يك تابـع بي      Xچون. نيست

gدر نتيجه   .  وجود دارد  XC)(در f= +2  يكه مثبت   1
  اكيــداً صــعوديةپــس دنبالــ.  اســتXC)(كــران دربــي

}{ n n
a

∈`
 ة از اعــداد حقيقــي مثبــت و همچنــين دنبالــ

}{ n nx  كــــه د بــــه طــــوري وجــــود دارX در`∋
+∞=

+∞→ na
n
lim   و براي هر  ( ) , , ,...n ng x a ،n= =1 2 3 

}{حال فرض كنيم     ( )
n n

Nπ ∈̀
D پذير  اي شمارش  خانواده

هاي باز شامل تابع ثابت صفر است       و دلخواه از همسايگي   
اكنـون يكـه    . باشـد  تابع يكه مثبـت مـي      nπكه در آن هر     

 شـامل   DΨN)(يابيم كه  چنان مي  XC)( را در  Ψثبتم

}{ة  هيچ يـك از عناصـر خـانواد        ( )
n n

N π ∈`
D  نباشـد  .

)(دهيم ، قرار مي  `∋n براي هر  nnn xb π2
1

بـديهي  . =

) است )Cσ ∈  دارد به طـوري كـه بـراي هـر          وجود \

D>x ،D>)(xσ  و بـراي هـر ،n ∈` ،
n

n b
a 1

=)(σ .

دهيم  حال قرار مي  
goσ

1
=Ψ .    در ايـن صـورتΨ  در 

)(XCباشد و براي هري يكه مثبت مn   : ، داريم`∋

)(
)())((

)( nnn
nn

n xb
axg

x π
σσ 2

111
≤===Ψ

  
D)( شامل هيچ يك از    DΨN)(در نتيجه 

n
Nπ    هـا نيـست؛

ي بـاز شـمارا      داراي يـك پايـه     D≡f در   XC)( يعني
يك فضاي شـماراي نـوع       XCm)(به اين ترتيب  . نيست

 شـبه فـشرده باشـد،       Xبه عكـس، اگـر    . اول نخواهد بود  
 همان توپولوژي نُـرم     XC)( توپولوژي روي    -mگاه آن

يكنواخت است و به اين ترتيب فضا متريـك اسـت و در              
  . باشد اول مينتيجه شماراي نوع 

گـروه  ( توپولـوژيكي    ةلازم به ذكر است كـه در هـر حلق ـ         
هاي هر دو نقطـه يـك تنـاظر         بين همسايگي ) توپولوژيكي

 فـوق   يةبنابراين قـض  . دوسويي و حافظ شمول وجود دارد     
گـاه هـيچ    فـشرده نباشـد، آن      شبه Xدهد كه اگر  نشان مي 

  .ز شمارا نيستاي از آن داراي پايه بانقطه
 بعـدي بپـردازيم، از ايـن        ةقبل از اين كه به قضي       

در A ةپس بـراي سـادگي، بـستار و درون يـك مجموع ـ           
 نشان  Amint و   Aclm را به ترتيب با      XCm)(فضاي

  .دهيممي

 يـك فـضاي هاسـدروف و مـنظم          XCm)(: قضيه 2 -2
  . است
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,)(گيـريم : اثبات XCgf gf و ∋ Xxپـس   . ≠ ∈D 
)()(وجود دارد كه   DDD xgxf  را  u مثبـت  هاكنون يك ـ . ≠

ــي  XC)( در ــر مــ ــان در نظــ ــه   چنــ ــريم كــ گيــ

|)()(|)( DDD xgxfxu −= 2
دهـــيم  و نـــشان مـــي1

∅=)()( gNfN uu براي ايــن منــظور، فـرض       . ∩
)()(كنـــــيم gNfNh uu  در ايــــن صــــورت،. ∋∩

| |f h u− | و > |g h u− | و بنابراين    > |f g u− < 2 .
ــس |)()(|)(|)()(|پ DDDDD xgxfxuxgxf −=<− 2 

هـاي بـاز و     در نتيجـه مجموعـه    . تو اين يك تناقض اس ـ    
)(مجــزاي fNuو )(gNuبــه ترتيــب شــامل fو g 

  . يك فضاي هاسدروف استXCm)(وجود دارد؛ يعني
اسـت،   منظم   XCm)(براي اين كه نشان دهيم      

 اسـت و   XCm)( بـاز در   ة يـك مجموع ـ   Gفرض كنيم 
Gf  وجـود دارد كـه      XC)( در u مثبـت  ةپس يك . ∋
GfNu دهـــــيم اكنـــــون نـــــشان مـــــي  . )(⊇

( ( )) ( )m u ucl N f N f⊆
2

اين منظور، فـرض    براي  . 

ــي ــيممـــــ )كنـــــ ( ))m ug cl N f∈
2

ــس  ، پـــــ

∅≠)()( fNgN uu
22

 را متعلق به اين     hاگر تابع . ∩

گـاه خـواهيم داشـت      اشتراك نـاتهي در نظـر بگيـريم، آن        

2
ufh <− || ،2

uhg <−  و در نتيجــــــــــــه ||

ufg <− ــي؛ ي|| )(عن fNg u∈ .  ــب ــن ترتي ــه اي ب
( ) ( )mu uf N f cl N f G∈ ⊆ ⊆

2 2
ــه   و در نتيجــــــ

)(XCmمنظم است  .  
هــاي فاقــد بعــضي از ويژگــي XCm)(گرچــه  

هــاي توپولــوژيكي اســت ولــي آن هــم خــود از ويژگــي 
)(XCmــسمت . شــود محــسوب مــي ــن ق ــشان در اي ن
همچنـين  . فـشرده نيـست    گاه شـبه   هيچ XCm)(دهيم مي

 ة نـه تنهـا فاقــد نقــط        XCm)(مشاهده خواهيم كرد كه   

 نقطه هم نيـست -P منفرد است بلـكه حتي شـامل تقريباً
 فـضا   -Pتقريباً بسيار دور از     XCm)(و بنابراين فضاي  

  .باشدمي

 نقطـه   -P تقريبـاً  ،XCm)(هـيچ نقطـه از    :  قضيه 3 -2
  .نيست

XCf)( فرض كنيم  :اثبات n و براي هر   ∋ ، تـابع   `∋

 بـه صـورت      ∋Xx را كه براي هر    nu ثابت
n

xun
1

=)( 

 دهــيم نــشان مــي. گيــريمشــود، در نظــر مــيتعريــف مــي

}{)( ffN nun
=

∞

=1
ــر . ∩ ــراي ه nچــون ب ــم،`∋   داري

)( fNf nu∈پــس ،)(}{ fNf nun

∞

=
⊆

1
اكنــون . ∩

ــيم  ــرض كن )( ف fNg nun

∞

=
∈

1
gf و∩ ــه. ≠  در نتيج

Xx ∈D     وجود دارد كه )()( DD xgxf علاوه بر اين   . ≠
nبــــــراي هــــــر   داريــــــم∋Xx و هــــــر`∋

| ( ) ( ) | ( )nf x g x u x− nپس بـراي هـر      . > ∈` ،

| ( ) ( )|f x g x
n

− <D D
)()(؛ يعني 1 DD xgxf  كـه يـك     =

)(}{تناقض است و در نتيجه     ffN nun
=

∞

= 1
اكنون نشان . ∩

}{ دهيممي f  براي ايـن منظـور، كـافي اسـت     .  باز نيست
)(}{ ، uنشان دهيم براي هر يكه مثبت      ffNu  چون. ≠

( )u uf f u− + = <2 2
ــس )، پـــ )u

u f N f+  و 2∋

)(}{ بنابراين ffNu }{؛ يعنـي  ≠ f در )(XCm   بـاز 
ــست }در نتيجــه . ني }intm f ــه . ∅= ــا از آن جــا ك ام

)(fN nun

∞

=1
هـاي بـاز در      اشتراك شـمارايي از مجموعـه      ∩

پـس  .  مجموعه است  -δGباشد، يك    مي XCm)( ايفض
δG- ة مجموع}{ f   كه شـامل f   باشـد، درون تهـي       مـي

  .  بود نقطه نخواهد-Pيك تقريباً   f به اين ترتيب. است
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 -P بـسيار دور از تقريبـاً      XCm)(فـضاي :  نتيجه 4 -2
  .  فضا است-Pفضا و در نتيجه بسيار دور از

 هرگـز يـك فـضاي شـبه فـشرده           XCm)(: قضيه 5 -2
 هرگـز شـمارا فـشرده       XCm)(نخواهد بود و از اين رو     

  .نيست
Xx فرض كنيم    :اثبات ∈D .  تابع: ( )mC Xϕ → \ 

XCf)(كه براي هر     )()( به صورت    ∋ Dxff =ϕ ،
ــي    ــر م ــده درنظ ــف ش ــريمتعري ــي . گي ــشان م ــيم ن ده

))(( XCC m∈ϕ .    براي اين منظور، فرض كنيم D>ε 
)(و fNg ε∈ . ،در اين صورت  

ε<− |)()(| DD xfxg  
ــه )())(,)(( و در نتيجـــ εεϕ +−∈ DD xfxfg ؛

) يعنـــــي ( )) ( ( ) , ( ) )N f f x f xεϕ ε ε⊆ − +D D   و
 كرانـدار   ϕدهيماكنون نشان مي  .  پيوسته است  ϕبنابراين  
}{هـاي ثابـت    يكه ةاي اين منظور، دنبال   بر. نيست nu   كـه ،

nxun به صورت  ∋Xx براي هر  اند  تعريف شده  )(=
ــي  ــر مـ ــريمرا درنظـ ــر . گيـ ــراي هـ ــون بـ ، `∋nچـ

nxuu nn == )()( Dϕپــس ،ϕو در  كرانــدار نيــست 
بـه طـور مـشابه،      . فشرده نخواهد بود    شبه XCm)(نتيجه
 توپولـوژي نيـز     -m بـا  ∗XC)(توان ديد كه فـضاي    مي
  . فشرده نيست شبه

  
  Cm(X) هاي باز، بسته و چگال در زيرمجموعه-3

از، بسته و   هاي ب در هر فضاي توپولوژي شناسايي مجموعه     
 XCm)(هــا دربــسياري از ايــدآل. چگــال اهميــت دارد

 عبـارت   XCm)(در واقع بستار يـك ايـدآل در       . اندبسته
هاي ماكسيمال شامل آن و بنـابراين       است از اشتراك ايدآل   

 را  ]9 و   8[ مراجـع  و   P7 ،]2[ رجع ايدآل است، م   -zيك
 لزومــاً بــسته XCm)(  ايــدآلي در-zولــي هــر. ببينيــد

} نيست، ماننـد   }( ) : 0 int ( )O f C Z f° = ∈ ∈ \\ 

) در )C  ايدآل اسـت و بـه سـادگي ديـده           -zكه يك  \
 از آنجـا كـه عناصـر يكـه در         . شـود كـه بـسته نيـست        مي

  وجود ندارند، درون هر ايـدآل سـره از         XC)(هاي ايدآل
)(XCm  زيـرا اگـر   .  تهي استI       يـك ايـدآل سـره در  
)(XCmــد و intmf باش I∈ــه  ، آن ــستي يك ــاه باي گ

)اشته باشد كه   وجود د  uمثبت ) intu mN f I I⊆ ⊆ .

IfNufاما   u ⊆∈+  ∋Iuدهـد كـه   نتيجه مي2)(

دهـد كـه هـيچ      اين موضوع نشان مـي    . و اين تناقض است   
ــاز نيــستXCm)(اي ازايــدآل ســره در ايــن بخــش .  ب

 را بـه    XCm)(هـاي مهـم   وضعيت برخي از زيرمجموعه   
بـستار  . لحاظ بسته، باز و چگال بودن بررسي خواهيم كرد        

 را شناسايي   XCk)( مانند XCm)(هايبعضي از ايدآل  
 هرگز ناهمبند   XCm)(دهيمكنيم و سرانجام نشان مي    مي

  .شديد نيست

 هم باز و هـم بـسته        XCm)( در ∗XC)(: گزاره 1 -3
  .است

ــات ــي: اثب ــرض م ــيمف XCf)(كن m∈ــ   حــدية نقط
)(XC∗همـــسايگي.  باشـــد)( fN1را بـــراي fدر  
)(XCmــريم و فـــرض مـــيمـــي  درنظـــر ــيم گيـ  كنـ
)()( XCfNh ∗∈ در ايـــــــن صـــــــورت  . 1∩
1≤− || hf ــي ــه م ــه  نتيج ــد ك ≥+1ده |||| hf و 

ــابراين XCf)(بنـ ــي∋∗  XCm)( در∗XC)(؛ يعنـ
XCf)(كنـيم اكنون فرض مـي   . بسته است   و يكـه    ∋∗

1=uدر ايــــن صــــورت . گيــــريمنظـــر مــــي   را در
)()( XCfN )(، چرا كه اگر   1⊇∗ fNg گاه  ، آن ∋1
1+≤ |||| fgــي ــه م ــد  نتيج ــت و gده ــدار اس  كران

  .  باز نيز هست∗XC)(بنابراين

 XCm)(گـاه فشرده نباشـد، آن     شبه X اگر : نتيجه 2 -3
  . ناهمبند است
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، XCm)(هــاي مهــم ديگــر  از زيرمجموعــه  
 متشكل از عناصـر     Dة، مجموع \ اعداد حقيقي  ةمجموع

.  شامل عناصر يكه اسـت     Uمقسوم عليه صفر و مجموعه    
  زيـر فـضاي گسـسته      \شـود كـه   به سـادگي ديـده مـي      

)(XCm دهيمنشان مي .  استU در )(XCm   باز است 
UXCDclو mm ــن   =)(\ ــتفاده از اي ــا اس ــپس ب ، س

م ديد كه بـسته بـودن مجموعـه عناصـر           ها، خواهي واقعيت
 X معادل است با اين كـه      XCm)(مقسوم عليه صفر در   

  . فضا باشد-Pيك تقريباً 

  . باز استXCm)( درUمجموعة:  گزاره3 -3

2گاه يكه مثبت    ، آن ∋Uuاگر: اثبات
||u

=π    را در نظر 

UuNدر ايــن صــورت. گيــريممــي ⊆)(πزيــرا اگــر ، 

)(uNf π∈ 2گاه  ، آن
|||| uuf  دهد كه  نشان مي  −>

∅=)( fZ؛ يعنيfيكه است .   

UXCDcl : قضيه4 -3 mm \)(=.  
  باز اسـت، پـس     U،3 - 3 ةجا كه بنا به گزار      از آن  :اثبات

UXCm ــي )(\ ــسته مـــ ــابراين   بـــ ــد و بنـــ باشـــ
( ) \m mcl D C X U⊆ . ــي ــرض مـ ــون فـ ــيم اكنـ  كنـ

UXCf m دهـيم   نشان مي .  مثبت باشد   يكه π و ∋)(\
∅≠DfN ∩)(π .تابعh       را به صورت زير تعريـف 
  :كنيممي

( ) ( )( ) , ( )

( )( ) , | ( ) |

( ) ( )( ) , ( )

x xf x f x

xh x f x

x xf x f x

π π

π

π π

⎧ + ≤ −⎪
⎪
⎪= ≤⎨
⎪
⎪ − ≥⎪⎩

2 2

2

2 2

D

  
−>π  و∋XCh)( آشـــكار اســـت كـــه   || hf ؛

)(يعنـــــــي fNh π∈ .ةاز طرفـــــــي مجموعـــــــ 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <∈= 2

)(|)(|: xxfXxG πدر X ــاز و  بـ

GfZ ناتهي است، چـرا كـه      ⊆≠∅ جـا كـه     از آن . )(
)(hZG int)(≠∅ ، پـــــس⊇ hZX و بنـــــابراين 

Dh∈ ؛ يعني ∅≠DfN ∩)(π  مطلـوب   ة كه نتيج ـ 
  . است

  بسته است اگر و تنهـا اگـر    XCm)( در D : نتيجه 5 -3
X ًيك تقريبا P-فضا باشد  .  

 فـضا باشـد،     -P يك Xدر صورتي كه فضاي   
 تـري در    نقش پررنـگ   XC)(گاه مجموعه عناصر يكه   آن
)(XCmدارد .  

 مجموعـة گاه   فضا باشد، آن   -P يك Xاگر:  قضيه 6 -3
U در )(XCmچگال است  .  

ــات ــيم: اثب XCf)(فــرض كن   يكــه مثبــت درπ و∋
)(XCكنيمتعريف مي.  باشد:  

( )( ) , ( )

( )
( )( ) , ( )

xf x f x

u x
xf x f x

π

π

⎧ + ≥⎪
⎪

= ⎨
⎪
⎪ − <
⎩

D

D

2

2

  

ــون ــكXچـ ــفر -P يـ ــضاست، صـ ــ- فـ  ة مجموعـ
{ }: ( )x X f x∈ ≥D در X        باز است، در نتيجـه هـر 

ــ } ةدو مجموعــــــــــ }: ( )E x X f x= ∈ ≥D و 
{ }: ( )F x X f x= ∈ <D در X     باز و بسته خواهند 

  روي uباشـند،  پيوسته مـي   Fu| و Eu|جا كه  بود و از آن   
X  عـلاوه بـر ايـن     .  پيوسته استπ<− || ufيعنـي  ؛  
)( fNu π∈ .ــديهي اســــت ــابراين∋Uuبــ   و بنــ
)( fNUu π∩∈؛ يعنـــي ∅≠)( fNU π∩ و در 

Uclf نتيجه m∈ .  
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 را بـه ترتيـب مجموعـة عناصـر      U− و U+اگر
گــاه بــستار ايــن  مثبــت و منفــي درنظــر بگيــريم، آنيكــه

. ها نيز به لحاظ نتايج حاصـل از آن اهميـت دارد           مجموعه
 را به ترتيب    −XC)( و +XC)( زير مجموعه  ةدر قضي 
  .گيريم توابع پيوسته نامنفي و نامثبت ميةمجموع

  .دهاي زير برقرار هستنگزاره:  قضيه7 -3
1- )(XCUclm

++ XCUclm)( و =
−− = .  

2- ( ) ( ) mC X C X cl U+ − ⊆∪.  
3- )(XC+در )(XCmبـــاز نيـــست ولـــي +Uدر  
)(XCmباز است .  

XCf)(فـرض كنـيم   ) 1 (:اثبات در . Uu∋+ و ∋+

ــن ــورت  ايــ uf صــ U ++ ــه    و از آن2∋ ــا كــ جــ

( )u uf f u− + = <2   ، داريم 2

.( )u
uf N f+ ∈2   

)نتيجــــــــه  در )u
uf U N f++ ∈2  ؛ يعنــــــــي∩

∅≠+ )( fNU u∩و بنــابراين +∈ Uclf m .پــس 
++ ⊆ UclXC m)( .  ــر ــال اگــ XCg)(حــ   و∋

Xx ∈D       موجود باشد به طوري كه DD <)(xg    و قـرار 

|دهيم   ( ) |r g x=
1
2D D گاه تابع ثابت    ، آنDrيكه مثبت در  

)(XC ــي ــت؛ يعنــ ــلاوه  و UrD∋+ اســ ــه عــ  بــ
∅=+UgNr ∩

D
 ، زيـــرا اگـــر فـــرض كنـــيم   )(

+∈ UgNu r ∩D ــورت )( ــن صـــــــ ، در ايـــــــ
| ( ) ( )| | ( )|g x u x g x r r− ≥ = >2D D D D Dيعنـــــي  ؛

( )ru N g∉
D

ــاقض اســـت  ــه يـــك تنـ ــه .  كـ در نتيجـ
∅=+UgNr ∩

D
∌+ و بنــابراين)( Uclg m ؛ يعنــي

)(XCUclm
++ شود كـه   به طور مشابه ثابت مي    . =

)(XCUclm
−− =.  

  .، اثبات آشكار است)1(با استفاده از قسمت ) 2(
ــي) 3( ــرض مـ ــيمفـ ــيUu∋+كنـ ــشان مـ ــيم ، نـ  دهـ

( )uN u U +⊆
2

ــر.  )اگـــــ )uf N u∈
2

ــاه ، آن گـــــ

2
uuf <− )(=∅در اين صورت  . || fZ    زيرا اگـر ،

)( fZx ∈Dــاه ، آن )گ )( ) u xu x < 2
D

D ــرممكن ــه غي  ك
 .D>fدهـيم اكنون نشان مي  .  يكه است  fباشد، پس مي

ــر Xxاگـــــــــ ∈D و DD <)(xfــاه ، آن گـــــــــ

| ( ) | uu f x u< − < 2D          كه باز هم تناقض است و به ايـن 

 بـاز   +XC)(براي اين كه نـشان دهـيم      . Uf∋+ترتيب
XCf)(نيست، گيـريم  اي در نظـر مـي      را بـه گونـه     ∋+
)كــه )Z f گــاه  مثبــت باشــد، آن ة يكــπاگــر. ∅≠

( )f N fπ
π

− ) ولي 2∋ )f C Xπ +−  ، چرا كه اگر   2∌

)( fZx∈گـــاه، آن( )( ) xf x π
− <2 D . ايـــن نـــشان

XCUclm)(دهد كه مي
++   .  باز نيست=

، 7 -3ة  در قضي ) 3(و  ) 1(هاي  با استفاده قسمت  
  .نتيجه زير آشكار است

  .  ناهمبند شديد نيستXCm)( : نتيجه8 -3
هاي ماكسيمال   برابر با اشتراك ايدآل    ∞XC)(جا كه  از آن 

 در ∞XC)(،  ]2[ در   A6 است، مطـابق     ∗XC)(آزاد در 
)(XC∗      همچنين .  با توپولوژي نُرم يكنواخت بسته است

 -mبـا    ∗XC)(هاي بـسته در   ، ايدآل ]2[ در   P7ق  مطاب
ــا اشــتراك ايــدآل   هــاي ماكــسيمال درتوپولــوژي برابــر ب

)(XC∗     است اگر و تنها اگر X   ولـي .  شبه فشرده باشد 
)(XC∞  حتي اگر ،X   شبه فشرده نباشـد، در  )(XCm 

  .بسته است

  . بسته استXCm)( در∞XC)(: قضيه9 -3
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XCclf)(كنيمفرض مي : اثبات m دهيم ، نشان مي  ∋∞

nبراي هر  : ة، مجموع `∋ | ( ) |x X f x
n

⎧ ⎫∈ ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

 در 1

X  بنا به فـرض، بـراي هـر       .  فشرده استn∈`   داريـم 
∅≠

∞
)()( XCf

n
N ∩

2
)()(اگر. 1 XCf

n
Ng

∞
∈ ∩

2
1 ،

 گـــــــــــاهآن
n

gf 2
1

<− ة  و مجموعـــــــــــ||

: | ( ) |x X g x
n

⎧ ⎫∈ ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
پــس .  فـشرده اسـت  X در2

| | | |g f
n

≥ −
1

   و بنابراين2

: | ( ) | : | ( ) | .x X f x x X g x
n n

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∈ ≥ ⊆ ∈ ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1 1
2  

: ةدر نتيجه مجموع   | ( ) |x X f x
n

⎧ ⎫∈ ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

 X نيز در    1

XCf)(فشرده است و از اين رو  ∞∈ .  

)()(: نتيجه10 -3 XCXCcl km ∞⊆ .  
)()(چـون : اثبات XCXCk  بـسته   ∞XC)( و ⊇∞

  . است، نتيجه مطلوب آشكار است
ــستار ــون بـ ــه XCm)( را درXCk)(اكنـ  بـ

  .كنيمهاي ماكسيمال شناسايي ميصورت اشتراك ايدآل

:  قضيه11 -3
\

( ( )) p
m k p X X

cl C X M
β∈

= ∩ .  

pOXCداريـم  ،]2[در  7E بنابر :اثبات
XXpk \

)(
β∈

= ∩ ،

p پــس

XXpk MXC
\

)(
β∈

⊆ جــا كــه هــر ايــدآل  از آن. ∩

هـاي ماكـسيمال    ماكسيمال بسته و در نتيجه اشتراك ايدآل      
   بسته است، از اين رو،

p
km MXCcl

XXp \
)(

β∈
⊆ ∩ .  

pMfاكنــــون فــــرض كنــــيم 
XXp \β∈

∈  يعنــــي؛ ∩

)(\ fZclXX Xββ   درu مثبـــتةبـــراي هـــر يكـــ .⊇
)(XCبايــد نــشان دهــيم ، ∅≠)()( XCfN ku ∩ .

g: براي اين منظـور تـابع      X  را بـه شـرح زيـر        \→
  :كنيمتعريف مي

( ) ( ) ( )   , ( )

( )( ) ,  | ( ) |

( ) ( )( )  , ( )

u x u xf x f x

u xg x f x

u x u xf x f x

⎧ + ≤ −⎪
⎪
⎪= ≤⎨
⎪
⎪ − ≥⎪⎩

2 2

2

2 2

D

  
    و∋XCg)(پيداست كه

( ): | ( ) | u xH x X f x⎧ ⎫= ∈ ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭2   

ــفر  ــك ص ــ-ي ــتXه در مجموع ــي .  اس ــرار م ــيمق  ده
)(hZH ــه = ــي ∋XCh)(كـ ــشان مـ ــيم  و نـ دهـ
)()(\)( gZhZXfZ بــراي ايــن منظــور،   . ⊇⊇

 و بنـابراين    ∌Hx، در نتيجـه   D=)(xfكنـيم فرض مـي  
)(\ hZXx∈ . ــين اگـــر \)(همچنـ hZXx∈گـــاه  ، آن

( )| ( ) | u xf x < ــابراين2 ــابر . ∋gZx)( و بن ــون بن  اكن

.7 gZcl)(، ]2[ در 14 Xβيـــــــك همـــــــسايگي از  
)( fZcl Xβ   ــم ــن رو داريـــــ ــت و از ايـــــ  اســـــ

\ ( ) int ( )X X XX X cl Z f cl Z gβ β ββ ⊆   نتيجــــهدر. ⊇
)(

\
XCOg k

p

XXp
=∈

∈β
 از طرف ديگر، براي هر    . ∩

Xx∈،)(|)()(| xuxgxf  ؛ يعنـــــــــــــــي−>
ugf <− )(پــــــس . || fNg u∈ ــابراين  و بنــــ
)()( XCfNg ku ∩∈ .    
  

  تشكّر و قدرداني
ود را از آقاي    نويسندگان مقاله، مراتب تشكرّ و قدرداني خ      

هـاي ارزشمندشـان در     دكتر فريبرز آذرپناه براي راهنمـايي     
  .دارندمورد محتوي اين مقاله ابراز مي
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