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  چكيده

همه تا كنـون در هـيچ كتـاب يـا           با اين   . بسته يكي از مفاهيم بسيار مهم و مفيد در جبر است           - ضربي ةمجموع
در . بسته به عنوان يك كلاس با ساختاري جبري مورد مطالعه قرار نگرفته اسـت              -هاي ضربي اي مجموعه  مقاله

. گيردبسته تعريف شده و مورد بررسي قرار مي        -هاي ضربي اين مقاله يك ساختار جبري روي كلاس مجموعه       
  . يكريخت باشدP(X) بولي ، اين ساختار جبري با حلقة آنبه ويژه، شرايطي بررسي خواهد شد كه تحت

  
  مشبكه بولي، نيمةبسته، ايدآل اول، ايدآل اول پاد مينيمال، حلق- ضربية مجموع:هاي كليديواژه

  
  . 1بخش 
  مقدمه 

هـا  حلقهة   در اين مقاله هم    . نمادها و تعاريف مقدماتي    1-1
 هـاي اول    ايـدآل  ةمجموع ـ. پذير و يكـدار هـستند     تعويض

 ة و اشـتراك هم ـ    Min(I) را بـا     Iمينيمال روي يك ايدآل     
ــدآل ــال در اي ــاي اول مينيم ــي Rه ــاMin((0))، يعن   را ب

)(Rηفــرض كنــيم. دهــيم نمــايش مــيR يــك حلقــه 
RS.باشد  گوييم هرگـاه   بسته مي  - ضربي ة را مجموع  ⊇

S∈1و اگــر Sss ــاه ، آن,21∋ Sss گ  مجموعــة. 21∋
 گوييم، در صورتي كه از     را اشباع شده مي    Sةبست -ضربي

Sss Sss  نتيجـــه شـــود21∋  ةاشـــتراك همـــ. ,21∋
 ةمل مجموع ـ  شـا  ةبسته اشـباع شـد     -هاي ضربي  مجموعه
بسته اشـباع شـده      - ضربي ة يك مجموع  Sبسته   -ضربي

 Aفرض كنـيم كـه    . ناميم  مي Sةاست كه آن را اشباع شد     
  باشد؛ در اين صـورت     Rهاي اول در   اي از ايدآل  مجموعه

PR
AP∈
 بسته است كه آن را بـا       - ضربي ة يك مجموع  \∪

ASهرگــاه . دهــيم نمــايش مــي{ }PA ؛ در آن  باشــد=
 اسـتفاده   AS بـه جـاي      PSصورت براي راحتي از نمـاد     

 ة يـك مجموع ـ   Sشـود كـه   راحتـي ديـده مـي      به. كنيم مي
 Aة  بسته اشباع شده است اگر و تنها اگر مجموع         -ضربي

ASS هاي اول وجود داشته باشد كه      متشكل از ايدآل   = .
گوييم هرگاه تحـت     را مشبكه مي   X مرتب جزيي    ةمجموع

}sup,{دو عمل    baba }inf,{  و ∨= baba =∧ 
را نـيم     X مرتـب جزيـي      ةبه عـلاوه مجموع ـ   . بسته باشد 
گوييم، هر گاه تحت يكي از اين دو عمل بـسته           مشبكه مي 

براي آشنايي با ساير نمادها و مفاهيم معرفي نـشده،          . باشد
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توانـد بـه هـر كتـاب جبـر            در صورت لزوم، خواننده مـي     
  .مراجعه نمايد] 1- 3[پذير از جمله مراجع  تعويض

 ــ در بخــش  ــه ازاي مجموع ــه ب ــن مقال  ةدوم اي
 را تعريف   T(I)  ، ايدآل  I و ايدآل    T مفروض ةبست -ضربي

. دهيمكنيم و سپس خواص آن را مورد بررسي قرار مي         مي
 -هـاي ضـربي    مجموعه ةدر بخش سوم مقاله روي خانواد     

كنيم و سـپس    ارزي تعريف مي    هم ة يك رابط  R ةبسته حلق 
بـا يـك ترتيـب       حاصـل،    ةنشان خواهيم داد كـه مجموع ـ     

طبيعي يك نيم مشبكه است؛ همچنين با يك عمل طبيعـي           
در انتها ثابت خواهيم كـرد كـه        . يك نيم گروه يكدار است    

ارزي متنـاهي باشـد، بـا       هـاي هـم    اين كلاس  ةاگر مجموع 
 ة  يـك مجموع ـ    X، كه    P(X) اعمال طبيعي، با حلقه بولي    

  .متناهي است، يكريخت است
 

  .2بخش
 در  I و ايـدآل     Tبـسته    - ضـربي  ةفرض كنيم كه مجموع ـ   

  دهيم قرار مي.  مفروض باشندRحلقة 
( ) { : }.T I a R t T at I= ∈ ∃ ∈ ∋ ∈  

ــع ) در واق )T I ــوس ــصوير معك ) ت )T I−1 ــت  تح
) نگاشت طبيعي  )R T R−→ دو لم زيـر كـارايي    .  است 1

  .دهدياين مفهوم را نشان م

 يـك   Iبـسته و   - ضربي ة يك مجموع  T گيريم .لم 1 -2
  در اين صورت.  باشدRة ايدآل حلق

  . استI يك ايدآل نيم اول شاملIT)()الف
)()()ب ITIT = .  
IT=∅  سره است اگر و تنهـا اگـر        IT)()پ ؛ كـه   ∩

IT=∅ اين هم معادل است با     ؛ ايـن نيـز معـادل       ∩
ITT)(=∅ است با اين كه ∩.  

است و به دليل طولاني بـودن از آن           اثبات معمولي  .اثبات
  .كنيمنظر مي صرف

  :وضات و علايم بالا، احكام زير برقرارند با مفر. لم2 -2
 گـــاه  باشـــند، آنR دو ايـــدآل درJو Iاگـــر) الـــف

)()()()( JTITJITIJT ∩∩   بنابراين اگـر   .==
I وJدو ايــــدآل در Rباشــــند و JI  گــــاه ، آن⊇
)()( JTIT عكس اين حكم درست نيـست؛ زيـرا        . ⊇

ــر PRS و∋IMinP)( اگــــــ ــاه ، آن=\  گــــــ
)()( PSIS IP؛ در حالي كه = ⊆/.  
Tاگــر ) ب T⊆1 )گــاه  آن 2 ) ( )T I T I⊆1 ؛ عكــس ايــن 2

 دو ايدآل اول متمايز     Q و   Pر  حكم درست نيست؛ زيرا اگ    
P باشـــــند كـــــه P⊆1 T\ و بگيـــــريم 2 R P=1   و1

\T R P=2 ) گاه ، آن 2 ) ( )P T P T P= =1 1 1 2   در حالي كه   2
T T⊆/1 2.  

 باشند، R بسته در - ضربية دو مجموع2T  و1T اگر) پ
))(())((گـــــــــاه  آن ITTITT 2121   بنـــــــــابراين=
)())(( ITITT = .  

)()( ) ث D
I
T

I
IT

=.  

 ة يك مجموع ـ  Tيك ايدآل اول و    Pبا فرض اين كه   ) ح
ــربي ــسته در -ض ــر   R ب ــورت اگ ــن ص ــند، در اي   باش

∅=PT PPTگاه ، آن ∩  در غير ايـن صـورت       )(=
RPT =)(.  

 اثبات معمولي است و به دليل طولاني بـودن از آن            .اثبات
  .مكنينظر مي صرف

PT=∅ اگــر و تنهــا اگــر=IT(I). قــضيه2-3 ∩ 
  . ∋IMinP)(براي هر
ــات ــه ) ⇒ .اثب ــيم ك ــرض كن ــريم. ∋IMinP)(ف  گي

)(ITa∈       دلخواه باشد؛ در اين صورت Tt وجـود  ∋
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atدارد كــه I P∈ ــه فــرض . ⊇ ــا توجــه ب  و چــون ب
Pt∉پــس ،Pa∈ .ــابراين PIT بن ــراي هــر )(⊇  ب
)(IMinP∈و در نتيجه  

.
( )

( )
P Min I

I T I P I
∈

⊆ ⊆ ∩ =   

IIT  بنابراين =)(.  
پس يـك   . ∋Pa و ∋IMinP)(فرض كنيم كه  ) ⇐
Pc∉     موجود است كه Iac∈ .     حال اگر به فـرض

PIITc گاه لزوماً  ، آن ∋Taخلاف كه  ⊆=∈ )( 
  .و اين يك تناقض است

 -هـاي ضـربي    زير مجموعـه   ة هم ة مجموع . تعريف 2-4
ــسته در ــاR بـ ــRT)( را بـ ــر ة و مجموعـ ــه زيـ  همـ
)S( را با    R اشباع شده در   ةبست -هاي ضربي  مجموعه R 

 يـك ايـدآل     Iعلاوه بر آن فرض كنيم كه       . دهيم نمايش مي 
RS)(  باشـد،  Rسره در    T∈   و ∅=IS ؛ قـرار   ∩

  دهيم مي

.{ }∅=⊆∈= ITTSRT ∩,:)(TIS ,A  

ISبراي راحتي به جـاي علامـت   ,A   از علامـتS Aدر و 
 اسـتفاده  Aاز نمـاد  S A ، بـه جـاي  =S}1 {صـورتي كـه  

  .كنيم مي

 گــاه يــك  باشــد، آنR يــك ايــدآلIاگــر.   نتيجــه2-5
)S( RS IIS وجود دارد كه∋ =)(.  

PRS كافي است بگيـريم    .اثبات
IMinP )(

\
∈

= ؛ در ايـن    ∪

  . بالا نتيجه واضح استةصورت بنابر قضي

 باشد  Rيك ايدآل سره در     Iفرض كنيم كه    .   قضيه  2-6
RS)( و T∈ــه IS=∅ ك ــن صــورت∩  SA؛ در اي

اكسيمال است و عـلاوه بـر آن هـر عنـصر            داراي عنصر م  
PR ، به صورت   SA در DSماكسيمال   است كـه در آن     \

Pيك ايدآل اول مينيمال روي Iاست .  

تحـت اجتمـاع زنجيـر    R T)( با توجه به ايـن كـه  .اثبات
  A بسته است، و با استفاده از لم تسورن، ماكسيمال داشتن         

 يــك عنــصر DSاكنــون فــرض كنــيم كــه. بــديهي اســت
 يك  ISD)( دهيم كه ابتدا نشان مي  .  باشد Aماكسيمال در   

ــدآل اول اســت ــيم كــه . اي ــن منظــور فــرض كن ــراي اي  ب
)(, ISba D∉     ؛ پس براي هرDSs∈،Ibsas ∉, .

  هايبنابراين مجموعه

{ : , } ,

{ : , }

n

n

T a s s S n N

T b s s S n N

= ∈ ∈

= ∈ ∈
1 0

2 0

D

D

  

==∅بسته هستند و   -ضربي ITIT ∩∩ در نتيجه  . 21
 بايـــستي داشـــته باشـــيم DSبنـــابر ماكـــسيمال بـــودن

DSTT == DSbaپس  . 21 . ∋DSab و در نتيجـه    ,∋
ISab)(،»پ«، قـسمت    1-2از اين رو بنـا بـر لـم           D∉ .

حال فرض .  است I يك ايدآل اول شامل    ISD)( بنابراين
ISPI)(د كـه   چنان باش  ∋IMinP)( كنيم D⊆⊆ .

)())(()(در اين صـورت    ISISSPS DDDD  و در   ⊇=
 يك ايدآل سره است و از اين هـم نتيجـه            PSD)( نتيجه
PS=∅شود كه    مي ∩D       و به تبـع آن PRS \⊆D .

، از رابطه اخير نتيجـه      DSحال، با توجه به ماكسيمال بودن     
PRSشود كه مي \=D.  

ISS)(نگاشت.  نتيجه 7 -2  يك تناظر يك به يـك       →
  .كند برقرار ميIMin)( وAبين عناصر ماكسيمال 

با توجه به قضيه بالا كافي اسـت نـشان دهـيم كـه              . اثبات
PSS  يك عنصر ماكـسيمال     ∋IMinP)( هر  براي =

 ∋IMinQ)( بـالا يـك ايـدآل    ةبنابر قـضي  .   است  Aدر  
اسـت و     A يك عنـصر ماكـسيمال در        QSوجود دارد كه  

QP SS ــه⊇ PQ؛ در نتيج ــه   ⊇ ــم نتيج ــن ه  و از اي
PQ شود كه  مي QP بنابراين. = SS ماكسيمال   A در =

  .است
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RT)( گيــريم. قــضيه8 -2 T∈D ؛ در ايــن صــورت 
)S( RS ∈D وجود دارد كه)()( ITIS DD =.  

  :دهيم قرار مي.اثبات

{ }.)()(,:)( ITITTTRT DD =⊆∈= TB   
ايـن  .  داراي عنصر ماكـسيمال اسـت      B دهيم كه  نشان مي 

شـود كـه    حكم واضح است؛ زيـرا بـه سـادگي ثابـت مـي            
}اگر } Λ∈λλS   بـسته در   -هاي ضـربي   زنجيري از مجموعه 
Rــد، آن ــاه  باش ))(())((گ ISIS λλλλ Λ∈Λ∈ = ∪∪ .

 اشـباع   Bكه هر عنصر ماكـسيمال در     دهيم  اكنون نشان مي  
 B يـك عنـصر ماكـسيمال در       Sفرض كنـيم  . شده است 

ــد و Sss باشــــ ــه  . 21∋ ــح اســــــت كــــ واضــــ

(R)
0

 T∈=
∞

=
TSs n

n ــي . ∪1 ــت مـ ــه ثابـ ــيم كـ  كنـ
)()( ITIT D= .ــ  ــيم ك ــرض كن ــس∋ITa)( هف  ؛ پ

Tss n ــه 1∋ ــود دارد كـ Isas وجـ n ــابراين. 1∋  بنـ
Isssa n ∈)( Ssssa  و چـــون21 n ∈)(  ، پـــس21
)()( ITISa D=∈ .بنـــابراين)()( ITIT D=  و در

  ماكسيمال است، لاجرم بايـستي     S و چون  B∈T نتيجه
TS Ssدهـد كـه     و اين هم نتيجه مي     = بـه طـور    . 1∋

Ssشود كه  مشابه نتيجه مي    اشـباع شـده     Sبنابراين. 2∋
  .است

ــه9 -2 ــيم. نتيج ــرض كن RT)( ف T∈و Sــ  ة مجموع
ــست -ضــربي  در ايــن صــورت.  باشــدTة اشــباع شــدةب

)()( ITIS =.  
  شامل DSةاشباع شد ة   بالا مجموع  ة با توجه به قضي    .اثبات

Tوجــود دارد كــه )()( ITIS =D . بــديهي اســت كــه
DSS    و در نتيجه⊇

.)()()()()()( ISITITISISIT =⇒=⊆⊆ D  

 يـك   P، ايـدآل اول   Rةدانـيم كـه در حلق ـ     مي
 اسـت، اگـر و تنهـا اگـر          Iايدآل اول مينيمال روي ايدآل    

  وجــود داشــته باشــد كــه∌Pc يــك∋Paبــراي هــر
Iac∈    يا به عبارت ديگر P        يـك ايـدآل اول مينيمـال 

PaI  است اگر و تنهـا اگـر   Iروي   بـراي هـر  ):(/⊇
Pa∈ .اين مفهوم الهام بخش تعريف زير است.  

 Rة يـك ايدآل سـره در حــلق   I گيـريم . تعريف 10 -2
 I ميــنيمال روي   - را يك ايدآل پـاد    Pايـدآل اول . باشد

IRrگـــوييم هــــرگاه بــــراي هــــر  داشــــته ∋\
PrIباشـــيم  را يــك Pـدآلعـــلاوه، ايــبــه. ):(⊇

PrR مينيمال گوييم هرگاه   -ايـدآل اول پـاد   ⊆):)((η 
Rr)(براي هر  η∉ .    بديهي است كه اگـرR    يـك حلقـه 

 - يـك ايـدآل اول پـاد       Pگاه ايـدآل   كاهش يافته باشد، آن   
ــت  ــال اســــ ــر مينيمــــ ــراي هــــ ــاه بــــ   هرگــــ

Ra∈≠0،PaAnn ⊆)(.  

 يك ايـدآل    I يك ايدآل اول و    P فرض كنيم  . لم 11 -2
  در اين صورت . باشندR دلخواه درةسر
 است اگـر و     Iينيمال روي  م – يك ايدآل اول پاد    P)الف

IRrتنها اگر براي هر \∈،PrI   ؛ ):(⊇
 گـاه   باشـد، آن   I مينيمال روي  - ايدآل اول پاد   Pاگر) ب
PI ⊆.  

):():(چون) ⇐الف. اثبات rIrI ، حكم بديهي   ⊇
 .است

IRrفــــرض كنــــيم كــــه  ) ⇒الــــف    و∋\
):( rIa∈ .پـــسIar n و در نتيجـــه∋ N∈ 

Ira وجود دارد كه   nn Irاز سوي ديگـر   . ∋ ؛ در  ∌
Ir نتيجه n PrI و از ايـن رو     ∌ n  بنـابراين . ):(⊇

Pa n   .∋Pa و لذا ∋
  .r=1كافي است قرار دهيم ) ب
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بنابراين بدون اين كه از كليت مطلب كـم شـود           
  . را نيم اول در نظر گرفتIيدآلتوان اهمواره مي

 يـك   Q يـك ايـدآل نـيم اول و        I گيـريم  . قضيه 12 -2
در اين صـورت احكـام زيـر هـم          .  باشند Rايدآل اول در  

  :ارزند
  . استIينيمال روي -اد يك ايدآل اول پQ) الف
QP) ب

IMinP
⊆

∈ )(
∪ .  

IISQ)پ  =)( .   
ــات ــف .اثبــــ ــيم )  ب⇐ الــــ ــرض كنــــ  فــــ

XIMinPa =∈∈  شود كـه   نتيجه مي  ∋Paاز. )(
Pc∉    ي كه  وجود دارد به قسمIac∈ .    واضـح اسـت
QcIa و در نتيجه   ∌Ic كه ⊆∈ QPپس. ):( ⊆ 

QPو در نتيجه∋XPبراي هر
XP

⊆
∈
∪ .  

) آشكار است كـه همـواره     )  پ ⇐ب   )QI S I⊆ .  بـه
ISa)(عكس، گيريم  Q∈ ؛ پسQSs∈    وجود دارد كـه  

Ias∈ .چونQs∉پس ،Pas∈و Ps∉براي هر  
XP∈ .بنابراينPa∈  براي هرXP∈    و در نتيجـه  
IPa

XP
=∈

∈
∩.  

IRrفرض كنيم)  الف⇐پ   ISr)(؛ پـس ∋\ Q∉ ؛
ــي ــر ∌Irs يعن ــراي ه ــي ∋QSs ب ــم يعن ــن ه   و اي
∅=QSrI QrI بنابراين؛):(∩ ⊆):( .  

 يـك ايـدآل نـيم اول باشـد و           I فرض كنيم    . نتيجه 2-13
)(IMinP∈ .    در اين صورتP       يـك ايـدآل اول پـاد -

   .I=P  است اگر و تنها اگر Iمينيمال روي 

 يك  Q يك ايدآل نيم اول غير اول و       I گيريم . لم 14 -2
در ايـن صـورت     . باشـند   Iمينيمـال روي     -ايدآل اول پاد  

XIMinP =∈  ∋Pa اگر و تنها اگـر بـراي هـر         )(
PQcيك  Iac موجود باشد كه∋\ =.  

 وجـود   ∌Pc؛ پس يك  ∋Paفرض كنيم ) ⇐ .اثبات
):(يعني ؛∋Iacدارد كه aIc∈ .  حـال، اگـرIa∈ ،

گاه مسئله منتفي شده است، در غير اين صـورت نتيجـه            آن
QaIcشود كه مي ⊆∈ PQc و در نتيجه ):( \∈ .  
  . بديهي است⇒

 R در حلقـه   I احكام زير براي هر ايـدآل      . قضيه 15 -2
  :معادلند

  . وجود داردI مينيمال روي–ايدآل اول پاد ) الف
)ايدآل) ب : )

a I
I a

∉
  . سره است∑

IcJ وجـود دارد كـه     J)سره(ايدآل  ) پ  بـراي  ):(=
  .∌Jc هر

  .بديهي است)  ب⇐الف . اثبات
)گيرممي)  پ ⇐ب   : )

a I
J I a

∉
=  حـال فـرض كنـيم     . ∑

Jc∉و ):( cIb∈ .ــس ــي∋Ibcپـــــ  ؛ يعنـــــ
):( bIc∈ .    با توجه به تعريـفJ     و ايـن كـه Jc∉ ،

IcIبنـابراين . ∋Ib شود كـه  نتيجه مي   و لـذا    ):(⊇
  .تساوي برقرار است

IMinX)(با اين قرار كه   )  الف ⇐پ   ، با توجه بـه     =
PaIaIفرض و با توجه به اين كه      

XP∈
∉⇔= ∪):( ،

  :توان نوشتمي
,   ( : )   ,   

p X
c J I c I c J c P

∈
∀ ∉ = ⇒ ∀ ∉ ∉ ⇒∪  

  
.JPPRJR

XPXP
⊆⇒⊆

∈∈
∪∪\\  

 J را چنان بگيريم كه شامل   Qحال كافي است ايدآل اول    
 يك ايـدآل اول     Qدر اين صورت بنابر مطلب قبل،     . باشد
  . خواهد بودI مينيمال روي–پاد

 داراي ايـدآل    XC)( در I ايدآل نـيم اول    . نتيجه 16 -2
IXO  اگـر   مينيمال است اگر و تنهـا      –اول پاد    p ⊆)( 
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Xpبراي يك    β∈      تـر بـا مفـاهيم    ، بـراي آشـنايي بـيش 
)(XO p و Xβ4 [ مرجع، رجوع شود به .[  

ــات ــيم)  ⇐. اثب ــرض كن IXOف p ــر)(/⊇ ــراي ه   ب
Xp β∈ .پــس)(, IMinPP ــد كــه21∋   وجــود دارن
qp ≠ ،1PXO p 2PXO و)(⊇ p ــح )(⊇  واضـــ

XCPP)(است كه  =+  و در نتيجه هيچ ايـدآل اول        21
Pشامل  

IMinP )(∈
 –وجود ندارنـد؛ يعنـي ايـدآل اول پـاد          ∪

  .بديهي است) ⇒ . وجود ندارندI مينيمال روي
  

   .3بخش 
در اين بخش هدف اصـلي ايـن اسـت كـه روي خـانواده               

بسته يك حلقه، يك ساختار جبـري        -هاي ضربي مجموعه
  . بيابيم و آن را مورد مطالعه قرار دهيم

رابطه .  باشد Rةل در حلق   يك ايدآ  I گيريم . تعريف 3-1
  :كنيم تعريف ميRT)(زير را روي

).()(:)(mod ITISITS =⇔≡  
 فوق يك ةتوان نشان داد كه رابطبه راحتي مي

 را با Sارزي هر عنصر كلاس هم .ارزي است  همةرابط
[ ]Sا و يSارزي را با  هاي هم  كلاسة همة و مجموع

)(RITو يا به اختصار با  )(RTدهيم نمايش مي .
 تعريف RT)( توان ترتيب جزيي زير را روياكنون مي

  :كرد

).()(: ITISTS ⊆⇔≤  
 شـود   نتيجـه مـي    S⊆Tد كـه از     تـوان دي ـ  به سادگي مـي   

TS   .؛ اما عكس اين حكم برقرار نيست≥
دو ايــدآل اول در   Q و Pبــه عنــوان مثــال اگــر 

QP باشد به قسمي كه    R حلقة حال اگر قرار دهـيم     . ⊇
I=P  ،T=R\P و  S=R\Q گـــاه ، آن)(mod ITS ؛ ≡

} به عبـارت ديگـر     }S T= = در واقـع در ايـن مثـال        . 1
}برابر است با  ارزي هاي هم  كلاسمجموعة ,{ }}R 1.  

,)( فرض كنـيم   . لم 3-2 RTS T∈ و )()( ITIS ⊆ 
)()(در اين صورت ITIST =.  

)()( واضح است كه   .اثبات ISTIT اكنـون فـرض    . ⊇
Tt و ∋Ss؛ پس ∋ISTa)(كنيم كه   وجود دارند   ∋

Iast كه )()(بنـابراين . ∋ ITISat از ايـن   . ∋⊇
Tt رو Itat موجـــود اســـت كـــه′∋   و چـــون′∋
Ttt   .∋ITa)( ، پس′∋

TS.نتيجه  3-3  T اگر و تنها اگر عنصري از كلاس       ≥
  . باشدSشامل عنصري از كلاس

  . ساده است2-3با توجه به لم . اثبات
توان ديد كه  يبا استفاده از لم تسورن به راحتي م      
 شــمول داراي عناصــر ماكــسيمال و ة، بــا رابطــTكــلاس

  .مينيمال است

STTS: قضيه3-4 ,(R) براي هر ∨=  T∈TS.  
STTSواضح است كـه   . اثبات حـال فـرض كنـيم      . ,≥

DSTS DSSTه؛ بايد نشان دهيم ك    ,≥  ةبنابر نتيج ـ . ≥
تـوان فـرض    قبل بدون اين كه از كُليت مسأله كم شود مي         

DSTSكرد كه    :بنابراين مي توان نوشت. ,⊇

.DDD SSTISISTSST ≤⇒⊆⇒⊆ )()(  

ــه3-5 ــر.  نتيج ,,,)( اگ RTTSS T∈2 121 ،21 SS  و =

21 TT 2211گاه  ، آن= TSTS =.  
  . بالا بديهي استةبا توجه به قضي. اثبات

، با عمل بـالا يـك       RT)(براساس مطالب اخير  
RS)(نيم مشبكه است و براي هر T∈   
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,SSSS ≤∴==∨ 111  
.RSRRSSR ≤∴==∨   

STTSبه عـلاوه اگـر تعريـف كنـيم         گـاه بنـابر     ، آن :=
 با اين   RT)(مطالب بالا اين عمل خوش تعريف است و       

  .پذير و يكدار خواهد بود گروه تعويضعمل يك نيم

RT)( عنصر . تعريف 3-6 T∈       را سـره گـوييم هرگـاه  
RT IT=∅؛ يعني ≠ از اين پس منظور از عنصر      . ∩

  .، عنصر ماكسيمال سره استRT)(ماكسيمال در

 ماكـسيمال اسـت اگـر و      RT)( در T عنصر . قضيه 3-7
  وجود داشته باشد بـه قـسمي كـه         ∋IMinP)(تنها اگر 

TSP = .  
  . بديهي است7-2با توجه به نتيجه ) ⇐ باتاث

RT)(فرض كنيم ) ⇒ T∈  ةبنابر قضي .  ماكسيمال باشد 
 I مجــزا ازSبــسته ماكــسيمال - ضــربية  مجموعــ2-6

ــه ــود دارد كــ \)(وجــ IMinSRP ST و=∋ ⊆ 
  :توان نوشت ميTبنابراين و با توجه به ماكسيمال بودن

.STSTST =⇒⊆⇒⊆  

RT)(براي هر عنـصر سـره     .  لم 3-8 T∈     يـك عنـصر 
ST كه وجود داردRT)( درSماكسيمال ≤ .  

  . بديهي است6-2 ةبا توجه به قضي. اثبات

ــه3-9 ــابع. نتيج :)()( ت RIMin T→ϕ ــا ضــابطه  ب

PSP =)(ϕيك تناظر يك به يك است .  
  .  بديهي است7-2با توجه به نتيجه . اثبات

  طـور بـه نظـر برسـد كـه اگـر            ممكن است اين  
)(RS T∈ــاه كــلاس  ماكــسيمال باشــد، آن  تــك Sگ

 عناصـر   ةحتـي مجموع ـ  . عضوي است؛ ولي چنين نيـست     
. اشباع شده اين كلاس نيز ممكن است تك عضوي نباشـد     

QPIبــه عنــوان مثــال فــرض كنــيم    كــه در آن⊇⊇
)(}{ IMinP PQ  و= در ايـــن صـــورت اگـــر ؛ ≠

PRS بگيــريم QRS و 1=\  2S و1Sگــاه  ، آن2=\
ــباع شــده  ــد و اش 21ان SS ــت؛ زيــرا   =  ماكــسيمال اس

PISIS == )()(  دوRT)(البته در ايـن حالـت       . 21
مثال زير يك مثال غير بديهي در اين زمينـه          . عضوي است 

 يـــك فـــضاي توپولـــوژي و Xفـــرض كنـــيم . اســـت
Xxx ∈n1   نقطه باشند و -P غير ,,...

.{ ( ) : ( ) }i iM f C X f x= ∈ = D  

i نقطه نيستند، براي هـر       – Pها  ix چون n≤  ايـدآل   1≥
iiچنــان وجــود دارد كــه iPاول  MP ii و ⊇ MP ≠ 

يج مربـوط بـه آن،      نقطـه و نتـا     -Pبراي آشنايي با مفهوم     (

iدهـيم   قرار مـي  ). ]1[رجوع شود به    

n

i
PI

1=
= ؛  در ايـن     ∩

ــريم   ــر بگي ــورت اگ iPRSص \=i و iMRT \=i ،
iiانــد و  اشــباع شــدهiT و iSگــاه  آن ST  ماكــسيمال =

iPITISاست؛ زيرا  == )()( ii .  

IMinX)( فـرض كنـيم    . لم 3-10   متنـاهي باشـد و     =
XA⊆؛ در اين صورتPIS

AP
A

∈
= ∩)(.  

ــات ــه   . اثب ــح اســت ك PQواض
AP∈

⊆/ ــراي هــر ∪   ب
AXQ ــس∋\ ASQ≠∅ ؛ پــ ــر ∩ ــراي هــ   بــ
AXQ ــه∋\ RQS  و در نتيجـ A ــر)(= ــراي هـ   بـ
AXQ ASP=∅ از سوي ديگر  . ∋\   بـراي هـر   ∩
AP∈ .بنــابراين PPS A از . ∋AP بــراي هــر)(=

  اين رو
.PPSPS

AP
A

AXP
A

AP ∈∈∈
== ∩∩∩∩ ))(())((

\
   

))()(()(
\

PPSIS
AXPAP

AA
∈∈

= ∩∩∩  
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IMinX)( فـرض كنـيم كـه      . قضيه 3-11 در ايـن   . =
  صورت

   متناهي باشد؛Xا اگر  متناهي است، اگر و تنهRT)( )الف
: متناهي و تـابع    Xبا فرض اين كه    ( ) ( )P X Rϕ → T 

ASA ةبا ضابط =)(ϕگاه  باشد، آن  
   يك تناظر يك به يك است؛ϕ )ب
ــر ⊇BA )پ ــا اگ ــر و تنه )()( اگ AB ϕϕ ــي ؛≥  يعن

AB SS ≤. 

)()(است كه  واضح )⇐الف .اثبات ISQPIS QP =≠= 
XQP براي هر دو عنصر متمايز      RT)(پس اگـر  . ,∋

  . نيز متناهي استXگاه متناهي باشد، آن
RT)(فـرض كنـيم كـه      ) ⇒الف   T∈   و A   مجموعـه 
بنابراين با توجه به لم     .  باشد X در T عناصر مجزا با   همة

RPTشود كه ، نتيجه مي  »پ« قسمت   2-1  براي هر   )(=
A\B XP   :توان نوشتپس مي. ∋=

.BA

A B A

( ) (( ) ( ))

(( ( ) ( ( ))
PP

P P P

T I T P P

T P T P P
∈∈

∈ ∈ ∈

= =

=

∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∩ ∩
  

  . متناهي استRT)(بنابراين
RT)(گيريم) ب T∈ .       و  10-3در اين صورت بنا بر لم 

 وجـود دارد    ⊇XAهمين قـضيه،    » الف«اثبات قسمت   
)()( كه ISIT A= . پـسTSA A ==)(ϕ . نبنـابراي 
ϕ يـك بـه يـك بـودن       .  پوشاست ϕ    اي از   نتيجـه سـاده

  .همين قضيه است» پ«قسمت 
AB؛ پس بـه وضـوح       ⊇BAفرض كنيم ) پ SS  و  ⊇

ABدر نتيجه    SS ABبه عكس، فـرض كنـيم       . ≥ SS ≤ 
ــي    ــه م ــالا نتيج ــم ب ــابر ل ــورت بن ــن ص ــه در اي ــود ك  ش

PISISP
AP

AB
BP ∈∈

=⊆= ∩∩ بــا توجــه بــه   . )()(
APرابطة اخير اگر     ∈D گـاه    ، آنD∩ PP

BP
⊆

∈
 ، و چـون   

B  ــس ــت، پ ــاهي اس ــه  ∋BP متن ــت ك ــود اس   موج

DPP DPP و در نتيجه     ⊇ بنابراين به وضوح نتيجه    . =
  .⊇BAشود كهمي

ايم تا قضيه اساسي اين بخش را كـه         اكنون آماده 
  . است، بيان و اثبات كنيم12-3 ةاي از قضيدر واقع نتيجه

IMinX)(با فـرض ايـن كـه      .  قضيه 3-12  متنـاهي   =
 همراه با عمـل ضـرب قبلـي و عمـل       RT)(گاه آنباشد،  

  . بولي استةجمع زير يك حلق
., ( ) A B A BA B P X S S S ∆∀ ∈ + =  

ــات ــابع.اثبـ : تـ ( ) ( )P X Rϕ →T ــابط ــا ضـ  ة را بـ

ASA =)(ϕ  واضـح اسـت كـه بنـا بـر          . گيريم درنظر مي
شـده   قبل اين تابع دوسويي و عمـل جمـع تعريـف             ةقضي
كافي است نشان دهـيم     . تعريف است  خوش RT)(روي

 بـا   RT)(كه اعمال جمـع و ضـرب تعريـف شـده روي           
 اعمال جمع و ضرب القاء شده از اين تابع دوسـويي روي           

)(RT  براي اين منظور كافي است ثابت كنيم   .  يكي است
  كه 

.BABA SBABASS ∩∩ === )()(.)(. ϕϕϕ  

BABAپس بايستي نشان دهيم      SSS  ةبنـابر قـضي   . ∨=∩
ــالا  BABAبـ SSS ــرض كنـــيم كـــه   . ,≥∩  حـــال فـ

DBA SSS شود كـه     بالا نتيجه مي   ة؛ باز هم بنابر قضي    ,≥
BAD ــس . ⊇, BADپــــ ــه⊇∩   و در نتيجــــ

DBA SS ≤∩.  
 شود كـه اگـر    از استدلال بالا به سادگي ديده مي      

nIMin nRگاه ، آن|)(|= 2=|)(| T.  بـالا ايـن   ةقـضي 
  نامتنـاهي    X=Min(I)اگـر «: آورد كـه   سؤال را به ذهن مي    
 را بر حـسب     IT)(توان شكل نمايش  باشد آيا باز هم مي    

براي پاسخ به اين پرسـش بـه        »  نوشت؟ IMin)(عناصر
  .دو لم زير نياز داريم
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))(( گيــريم. لــم3-13 ITMinQ∈ .در ايــن صــورت 
∅=TQ∩.  

  وجـود دارد كـه     ∌Qb؛ پـس  ∋Qaفرض كنيم . اثبات
)(ITab∈ جه و در نتيTt∈ وجود خواهد داشت كـه  
Iabt∈ .      حال اگر به فـرض خـلافTa∈ گـاه   ، آن

QITb شود كهنتيجه مي ⊆∈   . و اين تناقض است)(

RT)( و ∋IMinP)( گيـريم  . لم 3-14 T∈ .   در ايـن
PIT صورت TP=∅  اگر و تنها اگر)(⊇ ∩.  
TPt فـرض كنـيم   ) ⇐.اثبات   در ايـن صـورت     ∋∩

Pb∉ ــه ــت كـ ــود اسـ ــه∋Ibt موجـ   و در نتيجـ
)(ITb∈ .بنابراينPIT ⊆/)(.  

  وجود دارد كـه    ∋Tt؛ پس ∋ITa)(فرض كنيم ) ⇒
PIat TP=∅ و چون    ∋⊇ Pt، پس   ∩  و  ∌

  .∋Paدر نتيجه

  وR يـــك ايـــدآل درIفـــرض كنـــيم.  قـــضيه3-15
)(RT T∈   به قسمي كه ∅=IT  ؛ در اين صـورت    ∩
)(IMinA    وجود دارد كه⊇

.)()( ISPIT A
AP

==
∈
∩  

ــات ــون. اثبـ ITJ)(چـ ــس = ــت، پـ ــيم اول اسـ   نـ
PJ

JMinP )(∈
=   دهيم قرار مي.∩

{ }( ) : ( )A P Min I Q Min J P Q= ∈ ∃ ∈ ∋ ⊆ . 

  يك ايدآل اول شـامل     ∋JMinQ)(واضح است كه هر   
I     است و در نتيجه يك  )(IMinP∈    وجود دارد كـه  

QP   شود كه بنابراين نتيجه مي. ⊇

)1                             (.     ( )
P A

P J T I
∈

⊆ =∩  

  بـراي هـر    ∩TQ=∅،  13-3از سوي ديگر بنـابر لـم        
)(JMinQ∈ــه TP=∅  و در نتيج ــر ∩ ــراي ه   ب

AP∈ .        14-3از اين رو بنا بر لـم،PIT   بـراي    )(⊇
  پس. ∋AP هر
)2                                        (( ) .

P A
T I P

∈
⊆ ∩  

دهـيم  اكنون نشان مـي   . شودتساوي نتيجه مي  ) 2(و  ) 1(از  
)()( كه ISIT A= .      تـوان   مـي  8-2 ةبا توجـه بـه قـضي

PRTفـرض كرد كه    
BP∈

= PQ  و چــون    \∪
BP∈

⊆ ∪ 
، پـس بـدون ايـن كه از كُليـّت مطلـب         ∋AQي هر   برا

  واضح است كه . ⊇BAتوان فرض كرد كهكم شود مي

.PISISITP
AP

AB
AP ∈∈

⊆⊆== ∩∩ )()()(  

)()( بنابراين ISIT A=.  

 و R يـك ايــدآل اول در Q فـرض كنــيم .  نتيجـه 3-16
}{ QPIMinPA ⊆∈=  در ايـــن صـــورت . )(:

PIS
AP

Q
∈

= ∩)( .  

PISQواضح است كه  . اثبات . ∋AP بـراي هـر    )(⊇
  پس

)1     (                                ( ) .Q
P A

S I P
∈

⊆ ∩  

IMinB)(،15-3 قضيةبا توجه به      وجـود دارد كـه      ⊇
PISIS

BP
BQ

∈
==  و بــــــــه عــــــــلاوه  )()(∩

∅=QSP از ايـــــن رو . ∋BP بـــــراي هـــــر∩
QP

BP
⊆

∈
ABبنابراين  . ∪ و در نتيجه با توجـه بـه        ⊇

)1(  
      ).()( ISPPIS Q

BPAP
Q =⊆⊆

∈∈
∩∩  

  .ودش لذا تساوي نتيجه مي

 R  يــك ايــدآل اول درQ  فــرض كنــيم.  نتيجــه3-17
 يــك ايــدآل اول اســت اگــر و تنهــا اگــر ISQ)( .باشــد
}{ة  مجموع QPIMinPA ⊆∈=  تك عضوي   )(:
  .باشد
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  .با توجه به نتيجه قبل بديهي است. اثبات
 خواهيم  RT)(  به مفهوم تعامد در    در پايان و به اختصار    
اي در ايـن زمينـه مقالـه را بـه پايـان             پرداخت و با نتيجـه    

  .بريم مي

,)(. تعريف 3-18 RTS T∈       را مكمـل متعامـد گـوييم 
RTS هرگاه   نويسيم ؛ در اين صورت مي∨=

TS ⊥ .  
  توان ديد كه ميبه سادگي 

( )( )
                           .

S T ST R ST I R
ST I

⊥ ⇔ = ⇔ =
⇔ ≠∅∩

  

ــر  ــين اگ IT≠∅همچن ــي (∩ RTيعن ــاه ، آن)=  گ
TS RS)( براي هر  ⊥ T∈     ؛ چنين مكمل متعامدي را

  .گوييم بديهي مي

RSR)( گيريم . قضيه 3-19 T∈≠   در اين صورت S 
 داراي مكمل متعامد غيربديهي است اگر و تنهـا اگـر يـك            

Ss∈موجود باشد كه IsI ⊆/):(.  
  باشــد؛ پــسS مكمــل متعامــدTگيــريم) ⇐ .اثبــات

RST ــي= IST≠∅؛ يعنـ ــابراين. ∩   و∋Ssبنـ
Tt∈ وجود دارند كه Ist∈و چون  ∅=IT ∩ ،
IsI پس ⊆/):(.  
IsIاشد كـه  چنان ب∋Ssفرض كنيم  ) ⇒ ⊆/):( .

قـرار  . ∋Ist وجود دارد به قسمي كـه      ∌It بنابراين
ــي ــيم  م }{ده 0: NntT n ــه  =∋ ــت ك ــح اس   واض

)(RT T∈  و∅=IT RT بنابراين. ∩ ؛ از سوي   ≠
ISTst ديگــر IST≠∅، پــس∋∩   و در نتيجــه∩

RST   . استS مكمل متعامد نابديهيTاز اين رو. =
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