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  47 -51، صفحه 1385 بهار، 17، جلد1  بين المللي علوم مهندسي، شمارهنشريه
 صنعت ايران دانشگاه علم و

  

گيرنده با تشخيص كارايي، كارايي ضعيف و ناكارايي واحدهاي تصميم
  ارشميدسي اپسيلن اجراي برنامه خطي مستقل از مقدار عدد غير

  
  مسعود خليلي   و   محمدرضا عليرضائي،   ابوالفضل كشوري

  
اي عدد  انتخاب يك مقدار عددي مناسب برBCC و CCRيكي از مهمترين مسائل موجود در مدلهاي  :چكيده

 به DEA در مدلهاي ε يك بازه اطمينان كلي براي عدد غير ارشميدسي 2000در سال .  استεارشميدسي غير
 و BCC و CCR در اين بازه، شدني بودن مدل مضربي ε ارائه شد و نشان داده شد كه با انتخاب [*ε,0]صورت 

 به طور εدهيم كه انتخاب  ين مقاله نشان ميدر ا. شود كراندار بودن مدل پوششي آن براي همه واحدها تضمين مي
 و كراندار بودن مدل پوششي آن را BCC و CCRدلخواه در بازه اطمينان كلي با اينكه شدني بودن مدل مضربي 

شود و مدلي ارائه  كند ولي به تشخيص درست واحدهاي كارا و ناكارا منجر نمي براي همه واحدها تضمين مي
 با حل يك مساله برنامه ريزي خطي، واحدهاي كارا، ε به انتخاب مقدار عددي براي كنيم كه بدون وابستگي مي

  .توان از هم تفكيك كرد كاراي ضعيف و ناكارا را مي
  

  ها، عدد غير ارشميدسي، بازه اطمينان كلي تحليل پوششي داده :هاي كليدي واژه
  

  مقدمه . 1
ريزي رياضي روشي مبتني بر برنامه) DEA(ها   پوششي داده تحليل

) DMU(اي از ميزان كارايي يك واحد تصميم گيرنده  است كه اندازه
هاي مشابه  در مقايسه با واحدهاي تصميم گيرنده مشابه كه خروجي

  .دهد كنند، به دست مي هاي مشابه توليد مي را با ورودي
 اين روش را با تعميم روش دو ورودي و يك [1] چارنز، كوپر و رودز

هاي چندگانه  ها و خروجي  به واحدهاي با ورودي[2] خروجي فارل
شكل اوليه .  معروف شدCCRارائه كردند و مدل رياضي آنها به مدل 

توانست واحدهاي كارا و كاراي ضعيف را از هم  اين مدل نمي
با گسترش مطالعات در اين زمينه دو روش اصلي . تشخيص دهد

ه محدود كردن براي رفع اين مشكل ايجاد شد كه روش اول بر پاي
م با افزودن  استوار بوده و روش دوCCR مدل v و uوزنهاي 

                                                                 
، و پس از بازنگريهاي لازم، واصل 27/12/1382 مقاله در تاريخ ه اصلينسخ

 . به تصويب نهايي رسيده است4/9/1383در تاريخ 
ها توسط دبيران تخصصي، دكتر فاطمي قمي و دكتر  سرپرستي داوري

  .آريانژاد صورت گرفته و مقاله توسط ايشان براي چاپ توصيه شده است
دانشگاه علم و صنعت ديار دانشكده رياضي، ، استامحمدرضا عليرضائيدكتر 
  mralirez@iust.ac.ir. ايران

دانشگاه دانشكده رياضي،  دانشجوي كارشناسي ارشد، ابوالفضل كشوري
  abkeshvari@gmail.com. علم و صنعت ايران

علم و صنعت دانشگاه دانشكده رياضي،  ، دانشجوي دكتريسعود خليليم
  Khalili26@yahoo.com. ايران

هاي فرضي به واحدهاي  ها و خروجي هاي فرضي با وروديواحد
اي از   نمونه[3] ديسون و تاناسوليس. كند مشاهده شده عمل مي

  .اي از روش دوم ارائه كردند  نمونه[4] روش اول و تاناسوليس و آلن
0U محدوديتهاي [5] زچارنز، كوپر و رود 0V و ≤  را با قيود ≤

U ε≥و  V ε≥ جايگزين كردند كه در آن ε يك عدد بينهايت 
كوچك غير ارشميدسي است و بدين ترتيب مشكل از لحاظ تئوري 

 به مساله ε مناسب براي حل شد اما در عمل انتخاب مقدار عددي
 از يك مقدار معين بزرگتر انتخاب شود εمهمي تبديل شد زيرا اگر 

. شود كران مي  نشدني و مدل پوششي آن بيCCR/εمدل مضربي 
 ارائه كردند كه در سال ε يك كران بالا براي [6] علي و سيفورد

 [7]  با ارائه يك مثال نقض توسط محرابيان و همكاران رد شد2000
 ε ارائه شد كه با انتخاب ε به جاي آن يك بازه اطمينان كلي براي و

شدني و فرم پوششي آن  CCR/εدر اين بازه فرم مضربي مدل 
  . شود كراندار مي

 بطور دلخواه در بازه εدهيم كه با انتخاب  در اين مقاله نشان مي
توان واحدهاي كارا و ناكارا را به درستي تشخيص  اطمينان كلي نمي

براي .  مختلف اجرا كردε و بايد براي هر واحد، مدل را با چند داد
كنيم كه با استفاده از آن بدون  رفع اين مشكل مدلي ارائه مي

- با حل يك مساله برنامهεوابستگي به انتخاب مقدار عددي براي 
ريزي خطي براي هر واحد، واحدهاي كارا، كاراي ضعيف و ناكارا را 

 تاثير خطاي تلورانس ماشين را روي سپس. توان تشخيص داد مي
 و مدل جديد را CCR/εدر ادامه مدل . كنيم مدل فوق بررسي مي
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در . كنيم هاي برق اجرا مي هاي واقعي مربوط به نيروگاه براي داده
  .يابد هاي فوق خاتمه مي گيري از بخش آخر، مقاله با يك نتيجه

  
خاب اشكال در تشخيص واحدهاي كارا و ناكارا با انت. 2

 اپسيلن در بازه اطمينان كلي
. نمائيم  را ارائه ميCCRدر اين بخش مدل مضربي و پوششي 

سپس نشان . نيز برقرار است BCCمباحث مشابه براي مدل 
 به طور دلخواه در بازه اطمينان كلي با اينكه εدهيم كه انتخاب  مي

و كراندار بودن مدل  BCCو  CCRبه شدني بودن مدل مضربي 
شود ولي ممكن است به  ن براي همه واحدها منجر ميپوششي آ

  .تشخيص درست واحدهاي كارا و ناكارا منجر نشود
 m واحد تصميم گيرنده داريم كه هر كدام شامل nكنيم  فرض مي
ها را   متشكل از ورودي×nmماتريس.  خروجي استsورودي و 

. دهيم  نشان ميYها را با  تشكل از خروجي م×ns و ماتريسXبا 
ام واحد r مقدار خروجي rjyام و i مقدار ورودي ijxهمچنين، 

نيز به ترتيب نمايانگر  jy و jx. دهد  را نشان ميjم گيرنده يتصم
فرم مضربي و پوششي . ام هستندjوجي واحد بردارهاي ورودي و خر

  در زير آمده است كه در آنp براي محاسبه كارايي واحد CCRمدل 
εارشميدسي است  يك عدد بينهايت كوچك غير.  
  

  CCRفرم مضربي مدل 
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زي خطي كه  با ارائه مدل برنامه ري[7]) 2000(محرابيان و همكاران 

 ارائه εاست، يك بازه اطمينان كلي براي در زير نشان داده شده 
 شدني و CCR/ε در اين بازه فرم مضربي مدل εدادند كه با انتخاب 

  .شود فرم پوششي آن كراندار مي
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 در آن شود كه  محاسبه مي[*ε,0] بازه اطمينان كلي به صورت 
{ }* * * *

1 2min , ,..., nε ε ε ε=.  
 مثال زير را در نظر بگيريد كه شامل هفت واحد تصميم گيرنده 

    . بوده و هر كدام دو ورودي و يك خروجي دارد

Y1  X2 X1  DMU 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

3 
3 
1 
2 
4 
1 
7 

4 
7  
8 
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10 
3  

A  
B 
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D 
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F 
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A B

C
D

E

F

G

x1/y

  
  

از مرز . دهد تناظر با اين مثال را نشان ميشكل فوق مرز فارل م
 كاراي F كارا، واحد E و C ،D فارل مشهود است كه واحدهاي

بازه اطمينان كلي براي .  ناكارا هستندG و A ،Bضعيف و واحدهاي 
 را CCR/εمدل . آيد دست ميه  ب[0.09 ,0]اين مثال به صورت بازه 

نتايج زير بدست . كنيم  اجرا ميC در اين بازه براي واحد εبا چند 
  : آيد مي
  

ε=0.09 ε=0.088 ε=0.085 ε=0.08 ε< 0.08   

0.92  0.944 0.98 1 1  Z C 
  

ازاي بعضي   كارا است ولي مقادير تابع هدف بهCدانيم كه واحد  مي
 به طور εلذا با انتخاب .  در اين بازه كمتر از يك استεاز مقادير 

 كارا و ناكارا را به درستي توان واحدهاي دلخواه در اين بازه نمي
 انتخاب شود جواب مدل ε=0.085براي مثال اگر . تشخيص داد

CCR/ε در مورد واحد Cدر بخش بعدي اين .  اشتباه خواهد بود
  .كنيم  رفع ميεمشكل را با ارائه يك مدل مستقل از مقدار عددي 

  
 مدل مستقل از مقدار عددي اپسيلن. 3

 به طور دلخواه در بازه اطمينان εدر بخش قبل ديديم كه انتخاب 
ه كارايي و ناكارايي واحدهاي زكلي ممكن است نتيجه اشتباهي در با

اي را در مورد  قضيهدر اين بخش ابتدا . ه به دست دهدتصميم گيرند
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 49                                                                                                                تشخيص كارايي، كارايي ضعيف و ناكارايي واحدهاي تصميم گيرنده با

كنيم، بعد با استفاده از آن  واحدهاي كاراي ضعيف بيان و اثبات مي
تفاده از آن بدون دهيم كه با اس  ارائه ميεيك مدل مستقل از 

واحدهاي كارا، كاراي  εوابستگي به انتخاب مقدار عددي براي 
  .توانيم از هم تفكيك كنيم ضعيف و ناكارا را مي

 CCR/ε با صرف نظر كردن از خطاي تلورانس ماشين، مدل :قضيه
 را نتيجه ε = 0 ،Z=1براي يك واحد كاراي ضعيف فقط در حالت 

  .دهد مي
 كاراي B كارا و A داريم كه B و Aواحد  فرض كنيد دو :برهان

BAضعيف است يعني يا  yy BA  و= xx BA يا > yy  و <

BA xx  و   به ترتيب بردارهاي وروديBx  وAx كه در آن =

Ay  وBy  به ترتيب بردارهاي خروجي واحدهايA و B هستند و 
) r( iبرداري است يعني اينكه حداقل يك انديس) < (>علامت 

iBiAموجود است به طوريكه  xx <) rBrA yy قضيه را براي ). <
  .شود طور مشابه اثبات ميكنيم و حالت دوم ب حالت اول اثبات مي

  :نويسيم  ميB را براي واحد CCR/εمدل 

1
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1z  وجود ندارد كهε > 0 خواهيم نشان دهيم كه هيچ  مي  را =
 ε>0فرض كنيم . كنيم از برهان خلف استفاده مي. نتيجه دهد
0ru يعني. موجود باشد 0iv  و< 1zموجود باشد كه  < را  =
  :  كاراي ضعيف است داريمBاز اينكه . نتيجه دهد

, i iA i iB
A B A B
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∑ ∑  

پس براي يك واحد كاراي ضعيف هيچ . كه با فرض تناقض دارد
0ru جواب بهينه به طوريكه 0iv  و< 1z و < باشد، موجود  =

  .نيست
 براي يك واحد كاراي ضعيف CCR/εدر قضيه فوق ديديم كه مدل 

دهد به عبارت ديگر براي   را نتيجه ميZ=1 است ε=0تنها وقتي كه 
از همين نكته استفاده كرده و مدلي . آيد  بدست ميε>0 ،Z<1هر 

  . دهيم مي ارائه εمقدار عددي مستقل از 
  :مدل زير را در نظر بگيريد
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اگرجواب . ايم  را به عنوان يك متغير در نظر گرفتهεدر اين مدل 
  اكيدا بزرگتر از صفر باشد، چون قيدpبهينه اين مدل براي واحد 

UYP=1برقرار است و V ε 0≥ U و < ε 0≥  كاراي p، آنگاه واحد <
اگر جواب بهينه برابر با صفر باشد آنگاه با استفاده از . قوي است

 كاراي ضعيف است و اگر pگيريم كه واحد  قضيه قبل نتيجه مي
 UYP=1 ناكارا است و در واقع قيد pمدل نشدني باشد آنگاه واحد 

با اجراي .  شودشود كه مدل براي يك واحد ناكارا نشدني باعث مي
  .آيد هاي مثال فوق نتيجه زير بدست مي اين مدل روي داده

  
DMU Z  

A Infeasible 
B Infeasible 
C 0.083 
D 0.166 
E 0.166 
F 0 

G Infeasible 

  
 كاراي F ناكارا، واحد G و A ،Bهمانطور كه انتظار داريم، واحدهاي 

دي فوق را مدل پيشنها.  كارا هستندE و C ،Dضعيف و واحدهاي 
بدين ترتيب كه ابتدا .  به كار بردCCRتوان به عنوان مكمل مدل  مي

واحدهايي كه جواب بهينه آنها كمتر از . كنيم  را اجرا ميCCRمدل 
 مجموعه واحدهايي باشد كه Sفرض كنيد . يك باشد ناكارا هستند

 اجرا Sمدل فوق را براي واحدهاي عضو . جواب بهينه آنها يك است
,0كنيم در ضمن دسته قيود  مي 1,...,j jUY VX j n− ≤  را فقط =

در اين حالت مدل فوق . دهيم  تشكيل ميSبراي واحدهاي عضو 
اگر جواب بهينه آن اكيدا بزرگتر از صفر باشد . همواره شدني است

واحد مربوطه كاراي قوي است و اگر برابر با صفر باشد كاراي ضعيف 
  .است

 تاثير خطاي تلورانس را روي مدل فوق بررسي در ادامه مقاله
  .كنيم مي
  

  تاثير خطاي تلورانس. 4
ميزان خطاي تلورانس در يك برنامه محاسباتي، عددي است كه 

به عبارت . شود اعداد كوچكتر از آن توسط حل كننده صفر تلقي مي
 a - δa)  باشد آنگاه هر عدد در بازهδaديگر اگر ميزان تلورانس برابر 
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, a + δa) برابر با aهاي مسائل برنامه ريزي  كننده حل. شود  فرض مي
هاي مختلفي را در مراحل مختلف حل مساله درنظر  خطي تلورانس

كننده ها مشترك  گيرند، كه دو نمونه از آنها كه در بيشتر حل مي
   :است عبارتند از

تلورانس بهينگي، ميزان دقت در يافتن جواب بهينه را تنظيم : الف
  .كند مي
اي يك  كند كه متغيرهاي پايه تلورانس شدني بودن، مشخص مي: ب

توانند از كرانهايشان خارج شوند و مساله  مساله تا چه اندازه مي
  . شدني بماند

 قابل تنظيم بوده و مقدار (4-10 ,9-10)ها در بازه معمولا اين تلورانس
 از هاي مربوط به يك مجموعه اگر داده.  است6-10فرض آن  پيش

اي باشد كه طول بازه اطمينان كلي  واحدهاي تصميم گيرنده به گونه
براي آن در حد تلورانس و يا كمتر باشد ممكن است مدل فوق و 

فازي نتوانند جوابي درست ارائه   و حتي مدل دوCCR/εمدل 
اگر مؤثر . توان تلورانس را كم كرد براي رفع اين مشكل مي. نمايند

ي ورودي و خروجي مربوط به واحدها را بر يك ها توان داده نبود مي
با اين كار طول بازه اطمينان كلي افزايش . عدد بزرگ تقسيم كرد

شده و جواب  يافته و جواب بهينه مدل فوق از حوزه تلورانس خارج 
  . آيد درست بدست مي

در مثال زير تاثير تلورانس در جواب بهينه مدل فوق و روش مقابله 
اين مثال شامل سه واحد است كه هر . شده استبا آن نشان داده 

  .كدام دو ورودي و دو خروجي دارند
  

Y2 Y1 X2 X1  DMU 
1594957 6785798 616961 1397736 A 
545140 2505984 385453 855509  B 

1594957  6785798 616961  1397800 C 
  

 كمتر از يك و براي واحدهاي B براي واحد CCRجواب بهينه مدل 
A و Cرابر با يك است لذا  بB ناكارا است و با توجه به داده ها A 

با اجراي مدل پيشنهادي روي .  كاراي ضعيف استCكارا و 
  .آيد  نتايج زير بدست ميC و Aهاي مربوط به واحدهاي  داده

  

ZC ZA Tolerance  
1.193e-7 1.193e-7 T = 10-6  

0 1.193e-7 T = 10-9  

0 1.193e-4 T = 10-6 ,  Data 
/ 104 

  

 است جواب 6-10با توجه به محاسبات فوق وقتي تلورانس برابر با 
آيد چون اين واحد كاراي ضعيف   اشتباه بدست ميCبراي واحد 
اين اشكال به دليل تاثير خطاي تلورانس .   باشدZC = 0است و بايد 

ايجاد شده است و با كاهش آن يا تقسيم همه داده ها بر يك عدد 
شود  همانطور كه در جدول فوق ديده مي. شود  ميبزرگ اشكال رفع

دهيم يا وقتي كه داده ها   كاهش 9-10وقتي كه تلورانس ماشين را تا 
در بخش بعد مدل . آيد  بدست ميZC = 0كنيم   تقسيم 104را بر 

هاي برق اجرا  هاي مربوط به نيروگاه پيشنهادي فوق را روي داده
  كنيم مي
  

هاي واقعي مربوط  ي دادهاجراي مدل پيشنهادي رو. 5
 ها به نيروگاه

داده هاي بكار رفته در اين بخش مربوط به كاري است كه براي 
هاي مختلف بخاري، گازي و آبي انجام شده  ارزيابي عملكرد نيروگاه

در اين كار هر نيروگاه شامل دو ورودي شرايط توليد . ]8 [است
)PRD ( و تعداد پرسنل)PER (كرد و سه خروجي ضريب عمل
)UPF( ضريب توليد ،)CAB ( و ضريب آمادگي)AF (در اين . است

هاي  بخش مدل پيشنهادي را روي داده هاي مربوط به نيروگاه
البته داده هاي مربوط به واحد اول را كمي . كنيم بخاري اعمال مي

ايم تا واحدي با كارايي ضعيف نيز در مجموعه واحدها  تغيير داده
 انتخاب كنيم ابتدا εينكه مقداري براي حال بدون ا. موجود باشد

. كنيم  معمولي را براي واحدهاي مذكور اجرا ميCCRمدل 
 براي آنها كمتر از يك CCRواحدهايي كه مقدار تابع هدف مدل 

 CCRاست، ناكارا هستند و واحدهايي كه مقدار تابع هدف مدل 
اي براي آنها برابر با يك است، كارا يا كاراي ضعيف هستند كه بر

تشخيص اين دو از هم مدل پيشنهادي را به عنوان مكمل مدل 
CCRبريم و مدل را براي واحدهايي كه مقدار بهينه برابر  كار ميه  ب

اگر مقدار بهينه اين . كنيم با يك دارند تشكيل داده و آن را اجرا مي
مدل براي يك واحد صفر شد آن واحد كاراي ضعيف و اگر مقدار 

واحد بزرگتر از صفر شد آن واحد كاراي قوي بهينه آن براي يك 
مقادير داده ها به همراه نتايج حاصل از اجراي مدل . است

  .پيشنهادي در زير آمده است
  

   نيروگاه بخاري18هاي مربوط به   و خروجي.1جدول 

AF CAB  UPF PER PRD نيروگاه  
89.72 
89.72 
85.68 
90.43 
75.57 
61.04 
89.97 
65.97 
82.94 
88.88  
76.11 
69.03 
77.90 
81.33 
76.81 
87.87 
77.00 
57.07 

64.35 
71.10 
55.62 
82.95 
75.99 
73.81 
79.65 
76.38 
39.98 
45.05 
84.61 
37.50 
83.34 
66.38 
92.80 
81.21 
74.42 
73.13 

88.54 
89.76 
89.96 
89.13 
78.32 
73.36 
90.22 
79.87  
77.21  
73.34 
78.34 
74.54 
89.39 
83.36 
67.05 
80.40 
68.84 
70.38 

0.333  
0.333 
0.400 
0.700 
0.998 
0.550 
0.750 
0.516 
0.525 
0.363 
0.612 
1.563 
4.150 
3.320 
1.007 
0.959 
0.937 
0.694  

1.06  
1.06 
1.07 
1.02 
1.07 
1.14 
1.05 
1.21 
1.19 
1.23 
1.24 
1.48 
1.03 
1.15 
1.23 
1.19 
1.28 
1.29 

ST-01 
ST-02 
ST-03 
ST-04 
ST-05 
ST-06 
ST-07 
ST-08 
ST-09 
ST-10 
ST-11 
ST-12 
ST-13 
ST-14  
ST-15  
ST-16  
ST-17 
ST-18    
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  CCRبه اجراي مدل . 2جدول 
ZCCR نيروگاه  

1.0000  
1.0000 
0.9878 
1.0000 
0.8732 
0.8806 
0.9833 
0.8843 
0.8103  
0.9087 
0.9227 
0.5763 
0.9949 
0.8295 
0.9277 
0.8391 
0.7149 
0.7494  

ST-01 
ST-02 
ST-03 
ST-04 
ST-05 
ST-06 
ST-07 
ST-08 
ST-09 
ST-10 
ST-11 
ST-12 
ST-13 
ST-14  
ST-15  
ST-16  
ST-17 
ST-18    

  
   به اجراي مدل پيشنهادي.3جدول 

ZNEW MODEL نيروگاه  
0.0000  
0.0039  
0.0038  

ST-01 
ST-02 
ST-04    

  
  نتيجه گيري. 6

ه در اين مقاله مدلي ارائه شد كه با استفاده از آن بدون وابستگي ب
ريزي خطي  با حل يك مساله برنامهεانتخاب مقدار عددي براي 

توان  براي هر واحد، واحدهاي كارا، كاراي ضعيف و ناكارا را مي
خطاي تلورانس ماشين روي مدل فوق بررسي گرديد . تشخيص داد

همچنين مدل . و دو راهكار براي مقابله با آن پيشنهاد شد
هاي برق اجرا  اي از نيروگاههاي مجموعه  پيشنهادي بر روي داده

با توجه به مطالب گفته شده با استفاده از مدل پيشنهادي . گرديد
  . تري را با هزينه اجراي كمتري بدست آوريم توانيم نتايج مطمئن مي
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