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Abstract: Many meshless methods are presented in recent years for solving partial 
differential equations. In this paper, a Generalized Finite Difference meshless method was 
developed for the solution of two-dimensional elliptic problems. A fully Least Squares 
method is used in both function approximation and the discretization of the governing 
differential equations. The discretized equations are obtained via a discrete least squares 
method in which the sums of the squared residuals are minimized with respect to unknown 
nodal parameters in the inner and boundary nodes. In this process no numerical 
integration is needed and the obtained equations are symmetric and positive definite. The 
meshless shape functions are derived using the Moving Least Squares method of function 
approximation. The proposed method has the additional advantages of the producing 
symmetreic, possitive definite matrices even for non-self adjoint operators. The method is 
tested against two elliptic two-dimensional examples including Poisson and Seepage 
problems in steady state form.  
 

  
 

�šǇŵŚƘƯ�ƪů�įřźŝ�įŶƘŝƹŵ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Ĩƿ
İƄŴě�ƪǀƀƳřźƠƿŵ����

 
ƾƳřŻŹř�ŶƯŚůƹ�����  ŹŚƄƟř�ƽŵŚƷŶưŰƯ��

 
ƵŶǀĪģ�Î�ƱƹŶŝ�ƽŚƸƃƹŹ��İƘǀſƹ�ƹ�ŜſŚƴƯ�źŤƀŝ�ƹ�ƵŶƃ�ƶƟŚƋř�ƽŵŶƗ�ƽŚƸƃƹŹ�ƶƗƺưŬƯ�ƶŝ�źǀųř�ƶƷŵ�ƹŵ�Źŵ�ƶƨŞƃ

ƶƴǀƯŻ� Źŵ�Ţſř� ƵŶƿŵźĭ� ƾţŚƤǀƤŰţ� �ƾưƬƗ� ƽŚƷ� �ƁƹŹ� ƦƿŵżƳ� ŢƷŚŞƃ�ƶƨŞƃ� ƱƹŶŝ� ƁƹŹ� Śŝ� ŵƹŶŰƯ� ƝǈŤųř�
ƵżǀĮƳř�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř�Źŵ�įŵŚƸƴƄǀě�Ţſř�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƶŝ�ƁƹŹ�ƱŶǀƯŚƳ�įřźŝ�įř��ŢƷŚŞƃ�ƲƿřƶƳƺĮŝ���ƽř

�ŢſřƾƯ�źƔƴŝ�ƶƧ��ƁƹŹ�Źŵ�ƶƧ�ƾţǈƨƄƯ�Żř�ƽŹŚǀƀŝ�ŶſŹƪƋŚƠţ�Źŵ�ŵƹŶŰƯ��ƶŝ�ŵźƨƿƹŹ�ƪƯŚƗ�ƹ�ƶŤƃřŵ�ŵƺūƹ�ƶŤƃŸĭ
�ƝźƏźŝ� řŹ�Ţſř� ƵŶƃ� ŵƹŶŰƯ� ŌřżūřƾƯ�ŶƿŚưƳ� ��ƪů�įřźŝ� ƶŤƟŚƿ� ƮǀưƘţ� ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Ĩƿ� ŚŤſřŹ�Ʋƿř� Źŵ

Ţſř�ƵŶƃ�ŵŚƸƴƄǀě�İƄŴě�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ���Źŵ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�İĭŵŚſ�Żř�Ţſř�ƵŶƃ�Ɓǈţ�Ʊō�Źŵ�ƶĩ
ƶŤƀƀĭ��ƪŗŚƀƯ� ƪů� Źŵ� ƭřƺţ� ŹƺƐŝ�įŵŶƗ� ƶŤƟźƄǀě�įŚƸƃƹŹ� Źŵ� ŵƺūƺƯ�ƽŚƸƿŶƴưƳřƺţ� Żř� ƹ� İĪƿżǀƟ� ƵŻƺů�ƽŻŚſ

ŵƺƃ� ƵŵŚƠŤſř� ��żǀƳ� ƹ� įŵŶƗ�įźǀĮƫřźĮŤƳř�įřźŝ� ŻŚǀƳ� ŵŹƺƯ�įŚƷŶƴƿōźƟ�ƝŸů� �įŵŚƸƴƄǀě�ƁƹŹ�įŚƿřżƯ� ƲƿźŤưƸƯ
ŢŞŨƯ� ƹ� ƱŹŚƤŤƯ�šŹƺƇ� ƶŝ�ŜŗřźƋ�įŚƸƀƿźţŚƯ�ƪǀĪƄţ�ŶƴŤƀƷ�ƲǀƘƯ�� ��Ʋǀŝ� Źŵ�įŵŶƗ�įźǀĮƫřźĮŤƳř� ƩřƹŹ�ƝŸů

ŝ�Žƺĭ�ƍŚƤƳ�ƞƿźƘţ�Żř�ƪƤŤƀƯ�ƶĩ�ŵƺƃ�İƯ�İƘƣřƹ�ƶĪŞƃ�ƱƹŶŝ�ƁƹŹ�Ĩƿ�ƶŝ�źŬƴƯ�ƶĪŞƃ�ƱƹŶŝ�įŚƸƃƹŹ�įŚƸƳŻƹ�Ś
Ţſř�ƍƺŝźƯ���İţŚŞſŚŰƯ�Ʃō�ƵŶƿř�Ĩƿ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�Źŵ�ŜŗřźƋ�žƿźţŚƯ�Ʊŵƺŝ�ŢŞŨƯ�ƹ�ƱŹŚƤŤƯ�ƲǀƴĤưƷ

Ţſř�įŵŶƗ�įŚƸƃƹŹ�Żř�įŹŚǀƀŝ�įřźŝ���ƱźţźƟ�ƩřƹĦƿƹ�ƎǀŰƯ�Źŵ�įŵŚƸƴƄǀě�ƁƹŹ�ƭŚĭ�ƶŝ�ƭŚĭ�įŚƷŶƴƿōźƟê�ë�ƶƯŚƳźŝ�

                                                 
ƩƺƇƹ�ŲƿŹŚţ��æå�ì�íë��
Ŝƿƺƈţ�ŲƿŹŚţ��Ô�Ï�ÕÕ��
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ÒÑ�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ŹŚƄƟř�ƽŵŚƷŶưŰƯ�ƹ�ƾƳřŻŹř�ŶƯŚů��

Ţſř�ƵŶƃ�İƀƿƺƳ��ŢŰƇ�Ťŝř�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�İŝŚƿ�İƘŝźƯ�ƵŻƺů�Ĩƿ�Źŵ�Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�ƪů�Śŝ�řŶ
Ţſř� ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ŢųřƺƴĪƿźǀƛ� ƹ�ŢųřƺƴĪƿ�ƍŚƤƳ�ƖƿŻƺţ� Śŝ� ��ƕřƺƳř� Żř� ƶĩ�ŢƄƳ�ƶƬŘƀƯ�ƪů� Źŵ�ƁƹŹ�İŗōŹŚĩ�žĜſ

Ţſř�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�İŝŚƿŻŹř�ŵŹƺƯ�Ţſř�İƬǀƀƳŚŤě�ƪŗŚƀƯ�����
 

ƽŶǀƬĩ�ƽŚƷ�Ƶĥřƹ��ŢƄƳ��Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ����ƶĪŞƃ�ƱƹŶŝ�ƁƹŹ��ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ��

��
æ��ƯŶƤƯƶ��

ƵŶƿŶě�Żř�ƽŹŚǀƀŝ��ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�Śŝ�ƾƋŚƿŹ�ƱŚǀŝ�ƶŝ�ƾƨƿżǀƟ�ƽŚƷ
ƾƯ� Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳ�ŶƳƺƃ�� ƪů�� Żř� įŹŚǀƀŝ�Śŝ� ƪǀƀƳřźƠƿŵ� šǇŵŚƘƯ� Ʋƿř

ƾƬǀƬŰţ�ƽŚƸƃƹŹŻř�ƵŵŚƠŤſřŢƀǀƳ�ƲĪưƯ����Ʋǀƴģ�ƪǀƬŰţ�ƹ�ƾſŹźŝ�řŸƫ
ƵŶƿŶě��ƭŚŬƳř� ƽŵŶƗ� ƩŶƯ� ƹ� ƾƨƿżǀƟ� ƽŻŚƀƫŶƯ� ƁƹŹ� ƹŵ� ƶŝ� ƾŗŚƷ

ƾƯ�ŵŵźĭ��ƽŻŚƀƫŶƯ�ƹ�ƶƴƿżƷźě�ƹ�ƪĪƄƯ�ŹŚĩ�ŚƯƺưƗ�ŚƷ�ƵŶƿŶě�ƾƨƿżǀƟ�
�Śŝ� įŚƸƫŶƯ� ŢųŚſ� İƷŚĭ� ƹ� Ţſř� ƝźƈƯ� ŹŚŝ� Ĩƿ� ƎƤƟ� ƲǀƴĤưƷ

ŢƀǀƳ�źƿŸě�ƱŚĪƯř�źŤĪģƺĩ�Śƿ�İƘƣřƹ�šŚƈŴƄƯ���Źŵ�ŜƫŚƛ�ŵźƨƿƹŹ�řŸƫ
�ƵŵŚƠŤſř��ƵŶǀĤǀě�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�ƪů�ŹƺƔƴƯ�ƶŝ�ŵŹřƺƯ�ƶƳƺĭ�Ʋƿř

ř�ƽŵŶƗ�ƽŚƸƃƹŹ�ŚůǈƐƇř�Śƿ�ƹ�ƾŞƿźƤţ�ƽŚƸƃƹŹ�ŻřŢſ��ƶƨƴƿř�ƲưƋ�
� ƶƳŚƿřŹ� ƽŹƹŚƴƟ� Źŵ� ƵŵźŤƀĭ� ƹ� Ɩƿźſ� ŢƟźƄǀě�źŝ� ƽźĮƿŵ� ƪǀƫŵ� żǀƳ

Ţſř� ŹƺƧŸƯ�ƽŚƸƃƹŹ�ƽźǀĭŹŚƨŝ���Ĩưĩ�ƶŝ�įŵŶƗ�įŚƸƃƹŹ�ƶưƷ�Źŵ
�ƶŝ� ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ� �ŜƿźƤţ� ƩŚưƗř� Śŝ� ƶŤŞƫř� ƹ�ƅŚų�įŚƷŶƴƿōźƟ

ƶƧ�ŶƳƺƃ�İƯ�ƪƿŶŞţ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƽŵŚƿŻ�ŵřŶƘţŚŝ�Ĩưĩ�ƶƳŚƿřŹ���Śŝ�ƹ�
ř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�İƯ�ƲǀǀƘţ�šǇƺƸŬƯ�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�ƪů�įŚƷ�ƮŤƿŹƺĮƫ

�ŶƳƺƃ���
� ƽŵŶƗ� ƽŚƸƃƹŹİƳƺĭŚƳƺĭ�Źřźƣ� ƵŵŚƠŤſř� ŵŹƺƯ� ƹ� ƕřŶŝř� ƱƺƴƧŚţ�

ƶŤƟźĭ�ŶƳř��ƲƿźŤưƸƯ�ŻřƲƿźţ�ƶƤŝŚſźě�ƹ�ƾƯ�ŚƸƃƹŹ�Ʋƿř���ƽŚƸƃƹŹ�ƶŝ�Ʊřƺţ
ƝǈŤųřŵƹŶŰƯ� ƭŚŬůř� �ŵƹŶŰƯŌřżūř� �ŵƹŶŰƯ�ƹ��ƵŹŚƃř� ƽŻźƯŌřżūř�

ŵźƧ� �� Żř�İƠƬŤŴƯ�ƕřƺƳřƁƹŹ�ŚƷ�įƶƨŞƃ�ƱƹŶŝÎ�ŵƹŶŰƯ�ƍŚƤƳ� ŚƿÏ��żǀƳ
ƶŤƃŸĭ�ƶƷŵ�ƹŵ�İƏ�ƖŝŚţ�ŜƿźƤţ�ƵƺŰƳ�Źŵ�ŵŚƿŻ�šŚƤǀƤŰţ�ƭŚŬƳř�Śŝ�ƹÐ�

Ţſř� ƵŶƃ� ƶƟŚƋř�ƽŵŶƗ�ƽŚƸƃƹŹ� ƶƗƺưŬƯ� ƶŝ� ��Ʀƿ� źƷŻřŚƸƃƹŹ��ƽ
ƽŵŶƗ�ŜƿŚƘƯ�ƹ� ŚƿřżƯ�ƽřŹřŵ��ƪŗŚƀƯ�įŚƷ�ƵŻƺů�ƕřƺƳř� Źŵ�ŵƺų�ƅŚų

İƯ�İſŶƴƸƯ�ů�Źŵ�ƩŚƘƟ�ƲǀſŶƴƸƯ�ƹ�ƲǀƤƤŰƯ�ƶĩ�įř�ƶƳƺĮŝ�ŶƴƃŚŝ�ƵŻƺ
ŶƳŹřŵ�ŢŞŨƯ�źƔƳ�İƇŚų�ƁƹŹ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƭřŶĩ�źƷ��ƭƺƬƗ�ƞƬŤŴƯ��įŚƷ��

�įŚƸƃƹŹ� ŶƴƳŚưƷ� ƶĪŞƃ� ƱƹŶŝ� įŚƸƃƹŹ� Żř� ƵŵŚƠŤſř� ƕƹźƃ� ƶģźĭř
ƵŻŚſ�ƪŗŚƀƯ� Żř� ŵƹŶŰƯŌřżūř��įźǀĭŹŚĪŝ�ŪƿŹŶţ� ƶŝ�İƫƹ�Ţſř� Ƶŵƺŝ�įř

�ƩŚů� Źŵ� šǇŚǀſ� ƶŝ� ƍƺŝźƯ� ƪŗŚƀƯ� ƶƬưū� Żř� ƪŗŚƀƯ� źƿŚſ� Źŵ� ŚƸƳō
Ţſř�ƁźŤƀĭ��ƸƃƹŹ�Żř� ƵŵŚƠŤſř�ƾĭŵźŤƀĭ�ƶŝ�ŻƺƴƷ�ƶƨŞƃ�ƱƹŶŝ�ƽŚ
Ōřżūř� ƽŚƸƃƹŹ���ƦǀƯŚƴƿŵ� ƪŗŚƀƯ� Źŵ� ŵƹŶŰƯ� ƭŚŬůř� ƹ� ŵƹŶŰƯ

ƾưƳ�šǇŚǀſ�ƾţŚŞſŚŰƯ��ƾƐƿřźƃ� ŚƸƃƹŹ�Ʋƿř�ǈƘƟ� Śƀŝ�ƶģ�ƾƫƹ�ŶƃŚŝ
ƁƹŹ�ƶƧ�ƾƳŚƯŻ�Śŝ�ƶŝŚƄƯ��ƶŝ�ƕƹźƃ�ŵƹŶŰƯ�ƭŚŬůř�ƹ�ŵƹŶŰƯ�Ōřżūř�ƽŚƷ

ƾƯ� ƽźĜſ� řŹ� ŶƳŵƺưƳ� ƁźŤƀĭ�ŶƴƿŚưƳ� ��ƾĭŵŚſ� ƹ� ƦƿŵżƳ� ŢƷŚŞƃ
ƶŤƀƀĭ��ƱƹŶŝ�ƁƹŹ�ƹ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Źŵ�ƾƨƿżǀƟ�ƵŻƺů�ƽŻŚſ

                                                 
1. Meshless Methods 
2. Finite Points 
1. Function Approximation� 

�ƽŚƸƃƹŹ� Źŵ� ŵƺūƺƯ� ƽŚƸƿŶƴưƳřƺţ� ƵŵŚƠŤſř� żǀƳ� ƹ� ƝźƐƨƿ� Żř� ƶƨŞƃ
��ŵƹŶŰƯ� ƭŚŬůř� ƹ� ŵƹŶŰƯ� Ōřżūř� ƱƺĤưƷ� ƶƨŞƃ� Śƿ� ƱŚưƫř� ƶŝ� ƾƨŤƯ

ƪƨƃ�Źŵ�źŧƺƯ�ƪƯřƺƗ�ƲƿźŤưƸƯ��ƶƨŞƃ�ƱƹŶŝ�ƽŚƸƃƹŹ�ƪƯŚĪţ�ƹ�ƽźǀĭ
Ƶŵƺŝ�ŶƳř� �ŹřƺưƷ� šřŹŷ� ƦǀƯŚƴƿŵƹŹŶǀƷ� ƁƹŹ @æ>��ŻŚƛō� ƱřƺƴƘŝ�

ŝ� ŹŚŝ� Ʋǀƫƹř� ŵƹŶŰƯ� ƍŚƤƳ� ƽźǀĭŹŚƨŝ� ƶ�ƽŚƷ� ƵŶƿŶě�ƽŻŚƀƫŶƯ� ŹƺƔƴƯ
ƹ�ƱŚĭŹŚŤſ�ƁźŤƀĭ�ƱƺĤưƷ�ƾƯƺŬƳ�ŹŚƨŝ�ƽŹŚŞƛ�ƽŚƷźŝř�Ƶŵƺţ��ƶŤƟźĭ

Ŷƃ���ƱřŹŚĪưƷ�ƹ�żƫƹźƳ@ç>�řŹ�ŵƹŶŰƯ�įŚƸƿźſ�Ǝƀŝ�źŝ�İƴŤŞƯ�ŜƿźƤţ�
ħźŰŤƯ�šŚƘŝźƯ� ƪƣřŶů�ƁƹŹ� Żř� ƵŵŚƠŤſř� ŚŝÑ�řźƳō� ƶĩ� ŶƳŵƺưƳ� ƶŗřŹř�

Ŵě�Ōżū�ƁƹŹƂÒŶƳŶǀƯŚƳ����ƱřŹŚĪưƷ�ƹ�ƺĪĤǀƬŝ�Ǝſƺţ�ŚƷŶƘŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř
@è>Ōżū�Żř�ƪƤŤƀƯ�ƲǀĩźƫŚĭ�ƹ�Ŷƃ�ƪƯŚĩ�Ó��ŢƟźĭ�ƭŚƳ��ƶŤƀƀĭ��ƽŻŚſ

�ƵŵŚƠŤſř� ƲǀĩźƫŚĭ�ƁƹŹ� Żř� ƶĩ� ŹƺĩŸƯ� ƖūźƯ� Źŵ� ƪǀƀƳřźƠƿŵ� ƶƫŵŚƘƯ
İƯ��ƾƯ�źŬƴƯ�ƾƫřźĮŤƳř�šǇŵŚƘƯ�ƶŝ�ŵƹŶŰƯ�Ōřżūř�ƁƹŹ�ŶƴƳŚưƷ��ŶƿŚưƳ

ǀĮƫřźĮŤƳř�ŶƴƯŻŚǀƳ� ŚƸƳō�ƪů�ƶĩ�ŵƺƃ�ƹ�Žƺĭ�ƍŚƤƳ�ƾƟźƘƯ��ƽŵŶƗ�ƽź
ƶƨŞƃ�Śŝ�ƵřźưƷ�ƶƏƺŝźƯ�ƽŚƸƳŻƹ�Ţſř�ƽŶƴŝ���ƭŚƳ�Ɲǈųźŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř�řŸƫ

�ƵŵŚƠŤſř� ƩřźĮŤƳř� šǇŵŚƘƯ� ƪů� ƽřźŝ� ƽŻŚŬƯ� ƶƨŞƃ� Ʀƿ� Żř� Ʊō
ƾƯ�ŶƴƿŚưƳ���ƩŚưƗř�ƭŶƗ�Ōżū�Żř�ƪƤŤƀƯ�ƲǀĩźƫŚĭ�ƁƹŹ�Źŵ�źĮƿŵ�ƪĪƄƯ

�įřźŝ� źĪƳƹźĩ� įŚŤƫŵ� ƍźƃ� įŚƋŹř� ƭŶƗ� ŢƬƘŝ� įŻźƯ� Ǝƿřźƃ� Ƣǀƣŵ
ƖŝřƺţƪĪƃ�ÔŢſř�����ƱƹŶŝ�įŚƸƃƹŹ�Źŵ�ƵŶƿř�ƹŵ�ŻŚſ�ƶƴǀƯŻ�ƪĪƄƯ�Ʋƿř

Ŷƿŵźĭ�ƶĪŞƃ� ��ƶĩ�įř�ƶƳƺĮŝ�ƍŚƤƳ�ƹ�ƱŚưƫř�İŞǀĩźţ�ƵŵŚƠŤſř�Ʃƹř�ƵŶƿř
�ƶĩ� ŵŵźĭ�Ƣǀƣŵ� ŹƺƐŝ�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�ƩŚưƗř�ƶŝ�źŬƴƯ�įŻźƯ�įŚƸƳŚưƫř

� ŹŚĪưƷ� ƹ� ŻŚĮƳƹźĩ� Ǝſƺţ@é>Ŷƿŵźĭ� ŵŚƸƴƄǀě�� ��ƕƺƳ� ƭƹŵ� ƵŶƿř� Źŵ
� ƹ�įŵŶƗ�įźǀĮƫřźĮŤƳř� Żř�įźĮƿŵ�ƍŚƤƳ� ƶŝ�İĪŤƯ� ƩřźĮŤƳř� ƶŝ�ƝƹźƘƯ

Ŷƃ�ƶŤƟźĭ�ŹŚĪŝ�ƱŚưƫř�ƶŝ�İĪŤƯ�ƩřźĮŤƳř�įŚŬŝ���ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř�Źŵ
ŶƳƺƃ� İƯ� ƶŞſŚŰƯ� ŚƸƫřźĮŤƳř� İŘƳƹŹƹ� įŚƸƯřźĭŚƿŵ� Żř� ��šŚƘƫŚƐƯ� Ʋƿř

�ƶŗřŹř� ŚŤƿŚƸƳ� ƹ� ŵƹŶŰƯ� Ōřżūř� Źŵ� ŹƺĩŸƯ�ƁƹŹ� įźǀĭŹŚĪŝ� ŻŚſ� ƶƴǀƯŻ
įŚƸƳŚưƫř�İƟźƘƯ�żǀƳ� ƹ�ƶŤƟźƄǀě�ŵƹŶŰƯ� Ōřżūř�ƁƹŹİƘǀŞƏ�Õ�Ǝſƺţ�
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Ţſř� ƭŚŬƳř� ƩŚů� Źŵ� �ƮƷ�ƁƹŹ� Żř� ƵŵŚƠŤſř�ƾƳŚƨƯ�ƶƐƤƳ��ƪů� įřźŝ� ƽř

ƾŗŚŬŝŚū�ƶƫŵŚƘƯ��ƱřŹŚƨưƷ�ƹ�ƶţŚǀƳř�Ǝſƺţ�ƂŴě@êƹë>Ŷƃ�ƶŗřŹř�� ��Źŵ
ƶŝ� ƶģźĭř� ƱŚƄƿř�ƁƹŹ��ƪƋŚƠţ�ƁƹŹ� ƶŝ�ƁƹŹ�ĨƿŵżƳ�ŢƷŚŞƃ�ŢƬƗ

ŤƳř� ƩřƹŹ� ŵƹŶŰƯ�ƩƺưƘƯ� ƪĪƄƯ� ŚƯř� Ŷƿŵźĭ� ƝŸů� įŵŶƗ� įźǀĮƫřźĮ
ƮƷ�ƁƹŹ� Źŵ� ŵƺūƺƯ�ƾƳŚƨƯ�ƶƐƤƳ��ƶŝ�ŪƿŚŤƳ� Źŵ�İƟŚĩ�Ţƣŵ�ƭŶƗ�ƶĩ�ƽř

ŢſřŹřŵ�řŹ�ŜŗřźƋ�žƿźţŚƯ�Ʊŵƺŝ�ƱŹŚƤŤƯźǀƛ�ŢƬƗ���šŚƤǀƤŰţ�ƶƯřŵř�Źŵ

                                                 
2. Moving Least Square 
3. Diffuse Element 
4. Element Free Galerkin (EFG) 
5. Shape Functions 
6. Natural Element 
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ƹ�ŢƳƺŝ� �šřŹŷ� źŝ� İƴŤŞƯ� ƶĪŞƃ� ƱƹŶŝ�įŚƸƃƹŹ� ƶƴǀƯŻ� Źŵ��ƱřŹŚƨưƷ

@ìƹí>�ŹřƺưƷ�šřŹŷ�ƦǀƯŚƴƿŵƹŹŶǀƷ�ƶŝ�ƭƺſƺƯ�ƁƹŹ�ƵŶƃ�ŭǈƇřÎ�řŹ�
�ƹ�ŹřƺưƷ�šřŹŷ�ƦǀƯŚƴƿŵƹŹŶǀƷ�ƁƹŹ�ƽŹŚĭŻŚſ�ƹ�Ţƣŵ�ŭǈƇř�ŹƺƔƴưŝ

�Ɩŝřƺţ�ƽƹŹ� źŝ�ŮǀŰƈţ�ƩŚưƗř� ŚŝİƳŻƹŶƳŵƺưƳ� ƶŗřŹř�� ��ƱŚƄƿř� ƶƫŚƤƯ� Źŵ
� Ɩŝřƺţ� ŮǀŰƈţ� źŝ� ƵƹǈƗİƳŻƹ�Żř� ƵŵŚƠŤſř� ƹ� ƽźǀĮƫřźĮŤƳř� ŮǀŰƈţ� Śŝ�

�ƩřźĮŤƳř�ƶƐƤƳ��Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�ƪů�ŪƿŚŤƳ�ƶŗřŹř�Śŝ�ƁƹŹ�ƽŶƴưƳřƺţ��ƽř�Źŵ
� ƁƹŹ� ŹřƺưƷ� šřŹŷ� ĨǀƯŚƴƿŵƹŹŶǀƷ� ƹ�ŹřƺưƷ� šřŹŷ� ĨǀƯŚƴƿŵƹŹŶǀƷ

� ƵŶƃ� ŭǈƇřŶƿŵźĭ� ƶƀƿŚƤƯ�� ƱřŹŚƨưƷ� ƹ� šŚĩƹŹŻ�@î>�ƪů� įřźŝ�
ƾŗŚŬŝŚū�šǇŵŚƘƯ��ƖŝŚţ� ƶĪŞƃ� ƱƹŶŝ�ƁƹŹ� Żř� ƵŵŚƠŤſř� ƾƐų�ƂŴě

Ƶźƿřŵ� ƶƿŚě�ƽřÏ�ƖƿŻƺţ� Śŝ�ƪŗŚƀƯ�ƪů�įřźŝ�śƺų�ŪƿŚŤƳ� ƶŗřŹř�ƪǀƫŶŝ� řŹ�
ř�ƽŶƘŝ�ƹŵ�ƶŰƠƇ�Źŵ�ƾƟŵŚƈţ�ƍŚƤƳŶƳŵƺưƳ�ƶŗřŹ�����

ƱƹŶŝ�ƁƹŹ�Żř�ƽŶƿŶū�ƩŶƯ�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř�Ʃƹř�ƂŴŝ�Źŵ��ƶŗřŹř�ƶƨŞƃ��ƵŶƃ
ƶŤƀƀĭ� �ƽźǀĮƫřźĮŤƳř� ƪůřźƯ� ƝŸů� ƲưƋ� ƶƧ� Ţſř��ƶƫŵŚƘƯ� ƽŻŚſ

�ŜŗřźƋ�žƿźţŚƯ�Ŷǀƫƺţ�ƶŝ�źŬƴƯ�ŹŚƧŵƺų�ŶƴƿōźƟ�Ʀƿ�ƾƏ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ
ƾƯ�ƲǀƘƯ�ƹ�ƱŹŚƤŤƯ�ŵŵźĭ���ƶƬůźƯ�ƹŵ�Źŵ�ƁƹŹ�Ʋƿř�Źŵ�šŚƘŝźƯ�ƪƣřŶů
�Źŵ�ƾƴƘƿ�ƾſŚſř�ƹ�ƪƨƃ�Ɩŝřƺţ�źƿŵŚƤƯ�ũřźŴŤſř�ƹ�ƖŝŚţ�ŜƿźƤţ�ƶƬůźƯ

ƶŤƀƀĭ�ƶƬůźƯ�Źŵ�żǀƳ��ƶŤƟźĭ�ŹŚƨŝ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�ƽŻŚſ�Ţſř�ƵŶƃ��
�ƖūřźƯ� Źŵ� ŹŚƄƟř� ƹ�İƳřŻŹř�Ǝſƺţ� ŹƺĩŸƯ�įŵŚƸƴƄǀě�ƁƹŹ@æåƹææ>�

�ŢƫŚůŹŵ�ƵŵŚſ�ŚŤŞƀƳ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�Żř�İƠƬŤŴƯ�ƕřƺƳř�ƪů�įřźŝ
Ŷƃ� ƶŤƟźĭ� ŹŚĪŝ�ŢųřƺƴĪƿ�ƍŚƤƳ�ƖƿŻƺţŢſř� Ƶ� ��ŢƿżƯ�ƲƿźŤĭŹżŝ�İƫƹ

�ƍŚƤƳ�ƖƿŻƺţ� Śŝ�ƪŗŚƀƯ�ƪů�İŗŚƳřƺţ�Źŵ�ŶƿŚŝ� řŹ�ƶĪŞƃ�ƱƹŶŝ�ƁƹŹ�Ĩƿ
Ţſř� ƵŶƃ�İſŹźŝ� ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř� Źŵ�ƶĩ� ŵźĩ� ƺŬŤƀū�ŢųřƺƴĪƿźǀƛ� ��Źŵ

�ƂŴŝç�ƽŚƸƯŚĭ�ƹ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�ƶŝ�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř�
Ţſř� ƵŶƃ� ƶŤųřŵźě� Ʊō� ƾſŚſř� �ƂŴŝ� Źŵè�įŚƸƫŚŨƯ� İƯƺưƗ� ƩŶƯ�

ŹƺƯ�ƽŵŶƗŢſř�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�įŵŚƸƴƄǀě�ƁƹŹ�ƶŝ�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř�Źŵ�ƶūƺţ�ŵ��
�įŵŶƗ�ƪů�ŪƿŚŤƳ�ƶƀƿŚƤƯ�ŢƀŴƳ�ƂŴŝ�Ʋƿř�Źŵ�İŝŚƿ�ŢŰƇ�ŹƺƔƴƯ�ƶŝ
�ŢƫŚů� Źŵ� Ʊƺſřƺě� ƶƫŵŚƘƯ� įřźŝ� İƬǀƬŰţ� ƪů� ƹ� įŵŚƸƴƄǀě�ƁƹŹ� Śŝ
Ţſř�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ƪů�ƵŻƺů�ŢųřƺƴĪƿźǀƛ�ƹ�ŢųřƺƴĪƿ�įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ��

�ŢƄƳ� ƶƬŘƀƯ�žĜſ�Ɓƹřźţ� �ů� źĜſ�Ʀƿ� źƿŻ� Żř�śōŢſř� ƵŶƃ�ƪ��
�ƂŴŝéŢſř�ŪƿŚŤƳ�ƶŝ�ƍƺŝźƯ����

��
ç���ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�įŵŚƸƴƄǀě���

�ƶŤƟŚƿ� ƮǀưƘţ� ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř� ƶĪŞƃ� ƱƹŶŝ�ƁƹŹ� Źŵ� İƬƇř� įŚƸƯŚĭ
ŶƴŤƀƷ�źƿŻ�šŹƺƈŝ���

��

æ�ç��Ʃƹř�ƭŚĭ��ƶŤƀƀĭ�İĪƿżǀƟ�ƵŻƺů�ƽŻŚſ���
ƱƹŶŝ�ƽŚƸƃƹŹ�ƾƯŚưţ�Źŵ�ƶŤƀƀĭ�ƶƨŞƃ�ƵŻƺů�ƽŻŚſ��Śŝ�ƶƬŘƀƯ�ƾƨƿżǀƟ

Ư� ŵřŶƘţƵŻƺůźƿŻ� ƪƯŚƃ�ƦƿźƷ� ƶƧ� ƍŚƤƳ� Żř� ƾŞſŚƴ��Śŝ� ƪųřŶŤƯ� ƽŚƷ
ƵŻƺůźƿŻ�ƾƯ�ƭŚŬƳř�Ţſř�ƶƿŚƀưƷ�ƍŚƤƳ�Śƿ�ƶƐƤƳ�ƽŚƷ�ŵƺƃ���Źŵ�Ɩƣřƹ�Źŵ

�ƶǀůŚƳ� Źŵ�ƶƧ�ŶƳŹřŵ�ƍŚŞţŹř� źĮƿŶƨƿ� Śŝ�ƾţŹƺƇŹŵ�ƶƐƤƳ� ƹŵ�ƁƹŹ�Ʋƿř
�ƍźƃ�ƵŶƴƴƧ�ƲǀƯŚţ�ƶƧ�ƾƈŴƄƯ�ƍŚƤƳ�ŵřŶƘţ�ƱŚƃźǀŧŚţ�ƵŻƺů�ƥźŤƄƯ
                                                 
7. Corrected Smooth Particle Hydrodynamics (CSPH) 
8. Radial Basis Function (RBF) 

ŽƺƨƘƯ�ŵŵƺūƹ� �Ţſř� ŚƸƀƿźţŚƯ�ƽźƿŸěƶŤƃř�ŶƃŚŝ� ��ƱřŹŚĪưƷ�ƹ�ƽŹƹŚƿ
@æç>�ƶŞţŹ� ŹƺƔƴưŝ� řŹ� ƾŞſŚƴƯ� ƽŚƸƟřźĭ��ƲǀƯŚţ� ƹ� ƍŚƤƳ� ƽŶƴŝ

ƵŵƺưƳ� ƶŗřŹř� ƶƨŞƃ� ƱƹŶŝ� ƽŚƸƃƹŹ� Źŵ� źěƺţ� ƽŚƸƀƿźţŚƯ�ŶƳř���ƶƐƤƳ
ƱƹŶŝ� ƽŚƸƃƹŹ� Źŵ� ƥźŤƄƯ��Ɩŝřƺţ� ƾţŹŚŞƘŝ� Śƿ� ƾƳŻƹ� Ɩŝřƺţ� ƶƨŞƃ

ƵźŬƴě�ƾƯ�ƽř��źƠƇźǀƛ�ŹřŶƤƯ�Ʊŵƺŝ� řŹřŵ�Ʊō�ƾƬƇř�ŢǀƇƺƈų�ƹ�ŶƴƃŚŝ
ƪųřŵ�ŹŵźƠƇ�ƹ�ƵŻƺůźƿŻ��ƾƯ�ƵŻƺůźƿŻ�Żř�ũŹŚų�Źŵ�ŶƃŚŝ� ��ƪŗŚƀƯ�Źŵ
�įŶƘŝƹŵƵŻƺůźƿŻ�ƾƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳŹŵ�ƪǀƐŤƀƯ�Śƿ�Ƶźƿřŵ�šŹƺƈŝ�ŚƷ�ŶƳƺƃ��

ƾƯ� ƍŚƤƳ� Żř� ƾƌƘŝ� ƲǀƴĤưƷ��Żř� ƽŵřŶƘţ� Źŵ�ƥźŤƄƯ�šŹƺƈŝ� ŶƴƳřƺţ
ƵŻƺů�ŵƺūƹ�źŧř�ƽŚƷ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŵ���ƪĪƃæ�ƵŻƺů�įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ�ƵƺŰƳ�

Ư�įŚƷ�ƵŻƺůźƿŻ�Ĩưĩ�ƶŝ�řŹ�İĪƿżǀƟ�ƱŚƄƳ�įř�Ƶźƿřŵ�Śƿ�ƪǀƐŤƀƯ�Ɩŝź
ŶƷŵ�İƯ���Ĩƿ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�šŹƺƇ�Źŵ�ƶƬůźƯ�Ʋƿř�ƶĪƳō�ƶūƺţ�ƪŝŚƣ�ƶŤĪƳ

�ƍŚƤƳ� ŵřŶƘţ� įř� Ƶźƿřŵ� ƵŻƺůźƿŻ�śŚŴŤƳř� ƹ� įŶƘŝƹŵ�ŢųřƺƴĪƿ� ƖƿŻƺţ
�ƲǀǀƘţ� įřźŝ� ƭŻǇ� ƍŚƤƳ� ŵřŶƘţ� ƩŵŚƘƯ� ƵŻƺů� źƿŻ� Ĩƿ� Źŵ� ŵƺūƺƯ

ŶƃŚŝ�İƯ�įżĩźƯ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Źŵ�Ʃƹř�šŚƤŤƄƯ� ��šŹŚŞƗ�ƶŝ
ŵ�ƶĪŞƃ�ƱƹŶŝ�ƁƹŹ�Źŵ�ƶƳƺưƳ�ƵŻƺů�źƿŻ�Źŵ�ŵƺūƺƯ�šŚƗǈƏř�ŵřŶƘţ�źĮƿ

�Źŵ�ŹƺƬǀţ�Ǝƀŝ�Źŵ�šŚƤŤƄƯ�ŹřŶƤƯ�ƲǀƘţ�įřźŝ�ƭŻǇ�ƍŚƤƳ�ƱŚưƷ�ƩŵŚƘƯ
Ţſř�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ����
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��
�ƪƨƃæ�ƾƬǀƐŤƀƯƹ�ƽř�Ƶźƿřŵ�ƽŶƘŝ�ƹŵ�źŧř�ƵŻƺů���

��
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1. Domain and Boundary Residuals 
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�šŹƺƈŝ�įŶƘŝ�ƹŵ�ƹ�Ĩƿ�ƭƹŵ�ƹ�Ʃƹř�ƶŞţźƯ�ŢƫŚů�Źŵ�ƶĩ�įř�ƶƬưū�Ŷƴģ

ŶƴƃŚŝ�İƯ�źƿŻ���

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

İƄŴě�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�ƪů�įřźŝ�įŶƘŝƹŵ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Ĩƿ�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ÒÔ��

 
�æé������������������������������   x,yx 1,        ,         1  P,P ��
��

�æê�����������












222 1     ,    1 yxyxyxxx ,,,,,P,,P��
��

�źƿŵŚƤƯ� İƳŻƹ� šŚƘŝźƯ� Ɩưū� Żř� ƪĪƄŤƯ� İƟŶƷ� ƖŝŚţ� Ţưƀƣ� Ʋƿř� Źŵ
ƶƴǀưƧ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�ŚƷ�ƵŶƳŚưǀƣŚŝ�ŵƺƃ�İƯ�įŻŚſ���

�æë���������




n

k

T
kkk xaxPuxxWxJ

1

2
2

1
)]()()[()(��

��

�ƝŶƷ�ƖŝŚţ�Żř�įźǀĭ�ƢŤƄƯ�ŚŝJ(x)�ƶŝ�ŢŞƀƳ� a(x)ƶƴǀưĩ�ŹƺƔƴƯ�ƶŝ�
�įŚƷŹřŵźŝ� ƹ�žƿźţŚƯ�ƞƿźƘţ� Śŝ� ƹ� Ʊō�įŻŚſA� ƹ�B�źƿŻ�šŹƺƇ� ƶŝ�

ƮƿŹřŵ���
�æì�����������������������������������������������TPxPWxA )()( ��
���

�æí����������������������������������������������������PxWxB )()( ��
ƮǀưƘţ� ŵƹŶŰƯ� ƪƋŚƠţ�ƁƹŹ� Źŵ� ƪĪƃ� Ɩŝřƺţ� řŸƫ�źƿŻ� šŹƺƈŝ� ƶŤƟŚƿ�

Ţſř���

�æî������������������������������������������������kk BPAxN
1

)(��
��

�ƖŝŚţ�źţǇŚŝ�ƶŞţźƯ�šŚƤŤƄƯ�ƲǀǀƘţ�ƶĩ�Ţƀƴƿř�ƁƹŹ�Ʋƿř�Źŵ�ƮƸƯ�ƶŤĪƳ
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Ţųřƺƴƨƿ�ƖƿŻƺţ�Śŝ�ƵŻƺů��

                                                 
1. Smooth Particle Hydrodynamic (SPH) 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

İƄŴě�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�ƪů�įřźŝ�įŶƘŝƹŵ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�Ĩƿ�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ÒÖ��

 

��
ƪĪƃé�įřźŝ�Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�ƪů�įŵŶƗ�ŪƿŚŤƳ�ëìë�ƶƐƤƳ�

Ţųřƺƴƨƿ�ƖƿŻƺţ�Śŝ�ƵŻƺů�ƪųřŵ��
��

121nodes,np=1,ns=3

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0 0.5 1
x,y

u
(x

,y
) 

x,
y=

0.
5

Numerical

Analytical

121nodes,np=2,ns=3

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0 0.5 1

x,y

u
(x

,y
) 

x,
y=

0.
2

Numerical

Analytical

��
ƪĪƃê�ƀƿŚƤƯ��Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�įŵŶƗ�ƹ�İƬǀƬŰţ�ŪƿŚŤƳ�ƶ

įřźŝæçæŢųřƺƴĪƿ�įŚƷ�ƖƿŻƺţ�Śŝ�ƵŻƺů�ƪųřŵ�ƶƐƤƳ���

676nodes,np=1,ns=3

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0 0.5 1

x,y

u
(x

,y
) 

x,
y=

0.
5

Numerical

Analytical

676nodes,np=1,ns=3

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0 0.5 1

x,y

u
(x

,y
) 

x,
y=

0.
2

Numerical

Analytical

��
�ƪĪƃÓ���ƶƀƿŚƤƯ�Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�įŵŶƗ�ƹ�İƬǀƬŰţ�ŪƿŚŤƳ
įřźŝÓÔÓ�ƵŻƺů�ƪųřŵ�ƶƐƤƳ�ƍŚƤƳ�ŢųřƺƴĪƿ�įŚƷ�ƖƿŻƺţ�Śŝ��

��
�Śŝ�ƶƬŘƀƯ�ƪů�ƵŻƺů�ƁƹŹ�ƽŶƯōŹŚƧ�ƾſŹźŝ�ƽřźŝëìë�ƖƿŻƺţ�Śŝ�ƶƐƤƳ�

�ƢŝŚƐƯ�Ţųřƺƴƨƿźǀƛ�ƪƨƃìƶŤƀƀĭ��Ţſř� ƵŶƃ�ƽŻŚſ� ��ƶĪǀŗŚŬƳō� Żř
�įřŹřŵ�įŶƘŝ�ƶſ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŪƿŚŤƳ�ƶŗřŹř�ŢųřƺƴĪƿźǀƛ�ƖƿŻƺţ�ŢƫŚů�Źŵ

ŢƀǀƳ�Śƿƺĭ�ƹ�ƵŵƺŞƳ�ŜſŚƴƯ�ŢǀƠǀĩ���šŹƺƇ�ƶŝ�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ŪƿŚŤƳ�řŸƫ
�ƩƹŶūæ�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř�İƟŵŚƈţ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƵŻƺů�ƍŚƤƳ�Żř�įŵřŶƘţ�įřźŝ�

Ţſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�ŶƳř���
��

��
ƪƨƃì��ƴĪƿ�ƖƿŻƺţ�ŚƷŻźƯ�Źŵ�ƍŚƤƳ�Ţųřƺ 040. yx�ƹ

ƵŻƺů�ƪųřŵ�Źŵ�ŢųřƺƴĪƿźǀƛ�ƖƿŻƺţ 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

ÓÍ�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ŹŚƄƟř�ƽŵŚƷŶưŰƯ�ƹ�ƾƳřŻŹř�ŶƯŚů��

�ƩƹŶūæ�Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�İƬǀƬŰţ�ƹ�įŵŶƗ�ƪů�ŪƿŚŤƳ�ƶƀƿŚƤƯ�
İƟŵŚƈţ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƍŚƤƳ�Żř�įŵřŶƘţ�įřźŝ��

��
ç�è� ��ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�ƶŝ� źĜſ�źƿŻ� Żř�ŢƄƳ�įŵŶƗ�ƪů

�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ��
�Ţưſ�ŹřŶƤƯ�ƱƹŶŝ�ƹ�ƲĮưƷ�źǀƛ�ŢƫŚů�Źŵ�įƺƌǀŝ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ

Ţſř�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�ƹ�ŵƺƃ�İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�Ʊƺſřƺě�ƶƫŵŚƘƯ�ƭŚƴŝ�ŢſřŹ���
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ƿżǀƟ� ƵŻƺů�ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�ƶƬŘƀƯ�įŶƘŝ� ƹŵ�İĪí�ƢưƗ�ƹ� ƹŵ�ƩƺƏ�ƶŝ�
�İƫƺƏ�ƶƬƇŚƟ�Ǝſƹ�Źŵ�Ŷƴŝ�śō�Ƶŵźě�Ĩƿ�ƶĩ�ŶƃŚŞǀƯ�źŤƯ�Ĩƿ��ƶƐƤƳ

źŤƯ� Ĩƿ� ƩƺƐŝ� �� ƢưƗ� Źŵ� ƹê�åŢſř� ƶŤƟźĭ� Źřźƣ� įźŤƯ�� ��ŹřŶƤƯ
ƪǀƀƳŚŤě�ŶƷ� �� ƩŵŚƘƯ� Ŷƴŝ� śō� Ƶŵźě� Ěģ� Ţưſ� ƶưǀƳ� Źŵèê�

źŤƯ m35ƠƇ� ƩŵŚƘƯ� ŢſřŹ� Ţưſ� ƶưǀƳ� Źŵ� ƹ�ź m0�
ŶƴƃŚŝ�İƯ�ƶƬŘƀƯ�įřźŝ�ƶƬĤƿźƿŵ�ƕƺƳ�Żř�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�ƩŵŚƘƯ�ƶĩ�Ţſř��

źƠƇ�ƩŵŚƘƯ�įŚƸŤƗźſ sm /0q �źǀƛ�įŚƷŻźƯ�źŝ�ŵƺưƗ�ŢƸū�Źŵ�
�ƲƯƺǀƳ�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�Żř�źĜſ�ƶƳŶŝ�ƝźƏ�ƹŵ�żǀƳ�ƹ�ƶƬĤƿźƿŵ�įŚƷŻźƯ�Żř

ŶƴƃŚŝ�İƯ� �ŵ�įƹŚƀƯŚƳ� ƹ�ŢųřƺƴĪƿ�įŚƸƬǀƀƳŚŤě�Ʋƿř�ƹ�Ěģ�Ţưſ� Ź
�Żř� įŹřŶƿŚě� ƹ� ŢŝŚŧ� ƖƿŻƺţ� �ƲƯƺǀƳ� įŻźƯ� Ǝƿřźƃ� żǀƳ� ƹ� źĜſ�ŢſřŹ

ŶƿŚưƳ�İƯ�ŵŚŬƿř�ƶƬŘƀƯ�İĪƿżǀƟ�ƵŻƺů�ƪųřŵ�Źŵ�řŹ�ƪǀƀƳŚŤě����
��

 
ƪĪƃí�ƶƏƺŝźƯ�ŵŚƘŝř�Śŝ�ŢƄƳ�ƶƬŘƀƯ�İĪƿżǀƟ�ƵŻƺů�ĨǀţŚưƃ���

��
Śŝ�ƶƬŘƀƯ�İĪƿżǀƟ�ƵŻƺů�įŵŶƗ�ƪů�ŹƺƔƴƯ�ƶŝèèçæƶƐƤƳ��éæ�íæ��

ŚƸŤƸū�Źŵ�ŢųřƺƴĪƿ�ƪƇřƺƟ�ƶŝ�įx�ƹ�y�ƩŵŚƘƯ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�ƹ��åçê�å�
Ţſř�ƵŶƃ�įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ�źŤƯ���ƕƺƳ�Żř�ƹ�ƪŞƣ�ƶƬŘƀƯ�ƶŝŚƄƯ�İƳŻƹ�ƖŝŚţ

�ƶŞţźƯ�ƲƿǈĜſřèŢſř����ƹŵ�ƶŞţźƯ�ƵŵŚƠŤſř�ŵŹƺƯ�įř�ƶƬưū�Ŷƴģ�ƖŝŚţ
� ƶƐŝřŹ� ƢŝŚƐƯ� įŶƘŝƹŵçç �è np� ��źƷ� Źŵ� ŵƺūƺƯ� ƍŚƤƳ� ŵřŶƘţ� ƹ

ƩŵŚƘƯ�ƵŻƺůźƿŻê�İƴƘƿ�ŶƘŝ�źƷ�Źŵ�çêŢſř�ƶƐƤƳ��ê ns�����
Ƴ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ�ƶƬŘƀƯ�įŵŶƗ�ƪů�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�ŪƿŚŤ

ƪĪƃ�ŹŵîŢſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ����ƶƬŴƿźƿŵ�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�Ƣǀƣŵ�ƩŚưƗř
�ƪǀƀƳŚŤě�ƍƺƐų�Ʊŵƺŝ�ŵƺưƗ�Ɩƣřƹ�Źŵ�ƶĩ�ƱŚưƿƺƳ�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�żǀƳ�ƹ
�ƵŶƃ� įŻŚƀƫŶƯ� įŵŚƸƴƄǀě� įŵŶƗ� ƁƹŹ� Śŝ� İŝƺŴŝ� Ţſř� ŚƷŻźƯ� źŝ

Ţſř�����
��

��
ƪĪƃî��Żř�ŢƄƳ�ƶƫŵŚƘƯ�ƪů�Śŝ�źĜſ�źƿŻèèçæ�ƶƐƤƳ��

�(np=ç , ns=ê) 

ƍŚƤƳ�šŚƈŤŴƯ���ƍŚƤƳ
ƶƳƺưƳ� � x y 

�ƪů�ŪƿŚŤƳ
įŵŶƗ��

�ŪƿŚŤƳ
İƬǀƬŰţ� �

�ŶƇŹŵ
ŚƐų��

æ�� æëéì�å�� æêéå�å�� åæåéåè�å åææìçë�å�� ç�ææ��
ç�� èëéí�å�� åééç�å�� ååëæêé�å�� ååëèëí�å�� è�è��
è�� ìæåæ�å�� åéëç�å�� ååêëîî�å�� ååêììé�å�� è�æ��
é�� îçèî�å�� æêéå�å�� ååêèîî�å�� ååêêåí�å�� î�æ��
ê�� ìçèí�å�� çééç�å�� åçìèæé�å�� åçëìêè�å�� å�ç��
ë�� êçèì�å�� çèëè�å�� åèèëèæ�å�� åèéæéé�å�� ê�æ��
ì�� çèæé�å�� èêçå�å�� åçíéèå�å�� åèåçææ�å�� í�ê��
í�� íåëç�å�� èëèì�å�� åçìæèå�å�� åçëçèí�å�� è�è��
î�� åèêè�å�� éèéè�å�� ååêèæé�å�� ååêëéç�å�� í�ê��
æå�� êëçî�å�� ééëå�å�� åéîëêé�å�� åéíîçì�å�� é�æ��
ææ�� èîéç�å�� éíèè�å�� åéìæîè�å�� åéìíìí�å�� é�æ��
æç éíçê�å�� êçíé�å�� åéîîèë�å�� åêåèîç�å�� î�å��
æè�� êæèî�å�� ëåëí�å�� åéìèêì�å åéììíè�å�� í�å��
æé�� íìåî�å�� ëåéí�å�� åæíîîé�å�� åæíììë�å æ�æ��
æê�� æîçç�å�� ëíèç�å�� åçèçéê�å�� åçéçéå�å�� æ�é��
æë�� ìçèí�å�� ìçëè�å�� åçîéëê�å�� åçîçåë�å�� í�å 

æì�� éèêé�å�� íåéì�å�� åçìéìè�å�� åçíêîå�å�� î�è��
æí�� ææèí�å�� ííìå�å�� ååêéìê�å�� ååëçæé�å�� í�ææ��
æî�� íèêë�å�� íìèè�å�� ååîìîí�å�� ååîëéè�å�� ë�æ��
çå�� ëéèé�å�� îçéè�å�� åæåíéì�å åæåìçì�å æ�æ��
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é��ƽźǀĭ�ƶŬǀŤƳ��
� źŝ�İƴŤŞƯ�İƋŚƿŹ�ƁƹŹ�ƶƬůźƯ� ƹŵ� Źŵ�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř� Źŵ�šŚƘŝźƯ�ƪƣřŶů

Ţſř�ƵŶƃ�ƶŤƟźĭ�ŹŚƨŝ��ƕƺƳ�Ʀưƨŝ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�ƶƬůźƯ�Ʋǀƫƹř�Źŵ�
� ƶŤƀƀĭ�šŚƘŝźƯ� ƪƣřŶůƶŤƀƀĭ���ƵŚĮŤſŵ� ŜŗřźƋ�žƿźţŚƯ� ƹ� ƽŻŚſ

�ƪĪƃ�Ɩŝřƺţ�Ŝƀůźŝ�ƽźŞū�šǇŵŚƘƯĭ�ƪƇŚůŶƿŵź� ��įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ
ƶŝ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�ƕƺƳ�źƷ��ƶŝ�źŬƴƯ�ƶŤƀƀĭ�šŚƘŝźƯ�ƪƣřŶů�ƁƹŹ

�ŜŗřźƋ�žƿźţŚƯ�Śŝ�ƅřƺųƵĦƿƹŢŞŨƯ�ƹ�ƱŹŚƤŤƯ�Ʊƺģ���ƲǀƘƯŵŵźĭ�İƯ��
ƶĩ��ŢƗźſƹ�Ţƣŵ�ƑŚŰƫ�ƶŝ�įŵŶƗ�ŵŶƘŤƯ�įŚƸƃƹŹ�Ʋǀŝ�Źŵ�ŢƿżƯ�Ʋƿř

Ţſř�ŢǀưƷř�Śŝ�İƴǀƃŚƯ�šŚŞſŚŰƯ��ŢſŶŝ�ƽřźŝ�ƭƹŵ�ƶƬůźƯ�Źŵ��ƱŵŹƹō
řƺţ�źƿŵŚƤƯ�ƪƣřŶů�Żř�ƪů�ƵŻƺů�ƪųřŵ�Źŵ�ƾƋźƟ�ƶƐƤƳ�źƷ�Źŵ�ƪƨƃ�Ɩŝ

Ţſř� ƵŶƃ� ƵŵŚƠŤſř� ƥźŰŤƯ� šŚƘŝźƯ� ��ƽŚƸƃƹŹ� Żř� ƽŹŚǀƀŝ� ŶƴƳŚưƷ
ƱƹŶŝ��Ʊō�šŚƤŤƄƯ� ƹ�ƪƨƃ�ƖŝŚţ� ŵƹŶŰƯŌřżūř�ƁƹŹ�Ɲǈųźŝ� ƹ� ƶƨŞƃ

� ŮƿźƇ� šŹƺƈŝ� �ƵŶƃ� ƆŴƄƯ� ƪŞƣ� Żř� ƹ�ƩŚưƗř� ƽŶƴŝ� ƩƺƯźƟ� Źŵ
ƾưƳ�� ƪƣřŶů� ƽźǀĭŹŚƨŝ� Śŝ� ƪƨƃ� Ɩŝřƺţ� źƿŵŚƤƯ� ƶƨƬŝ� �ŵƺƃ�šŚƘŝźƯ

ƾƯ�ŢſŶŝ�ƽŻźƯ�ƍŚƤƳ� ƹ� ƵŻƺů�ƪųřŵ�ƍŚƤƳ�ƶǀƬƧ�ƽřźŝ�ƥźŰŤƯ�Ŷƿō��
�Ɩŝřƺţ� źƿŵŚƤƯ� ƲǀǀƘţ� ƶƬůźƯ� Źŵ�ħźŰŤƯ� šŚƘŝźƯ� ƪƣřŶů� įźǀĭŹŚĪŝ
�ƽźţǇŚŝ� ƶŞţźƯ� ƽŚƷ� ƾĮŤſƺǀě� ƶŗřŹř� ƶŝ� źŬƴƯ� �ƖŝŚţ� ŜƿźƤţ� Śƿ� ƪĪƃ

ƶƬưūŶƴģ� ƽřŻŚŝ� ƪƨƃ� Ɩŝřƺţ� ƽřźŝ��İƯ� ƮƧ� šǈưū� ŵřŶƘţ� Śŝ� ƾŗŚƸƿř
ŵŵźĭ�řŶů�ƶĪǀŗŚŬƳō�Żř��ƲǀǀƘţ�ƹ�įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ�ƶƬůźƯ�Źŵ�šŚƘŝźƯ�ƪƣ

�ƮǀưƘţ� ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�ƁƹŹ� řŸƫ�Ţſř� ƵŶƃ� ƶŤƟźĭ� ŹŚĪŝ�ƪĪƃ�ƖŝŚţ
�įźǀĭŹŚĪŝ�įŚƿřżƯ�ƭŚưţ�Śŝ�šŚƘŝźƯ�ƪƣřŶů�źŝ�İƴŤŞƯ�ǈƯŚĩ�ŶƿŚŝ�řŹ�ƶŤƟŚƿ

ŢƀƳřŵ�İƋŚƿŹ�źƔƴƯ�Żř�Ʊō��źĮƿŵ�Żř�ƪůřźƯ�ƝŸů�ƁƹŹ�Ʋƿř�ƽŚƿřżƯ�
ƩřźĮŤƳř�źƋ�ƽŚƸƀƿźţŚƯ�ƶŞſŚŰƯ�ƩřƹŹ�Żř�ƽźǀĭ�ƹ�Ŝŗř�ƶƳřƺŤƄě�ƲǀƴĤưƷ
ƱƹŶŝ��ƱŚưƫř�ƽŚƸƃƹŹ�Śŝ�ƶƀƿŚƤƯ�Źŵ�ƹ�ƾƘƣřƹ�ƭƺƸƠƯ�Źŵ�Ʊō�Ʊŵƺŝ�ƶƨŞƃ

�ŵƹŶŰƯ�ƭŚŬůř�ƹ�ŵƹŶŰƯŢſř��ƁƹŹ�Źŵ�ƪĪƃ�Ɩŝřƺţ�ŵƹŶŰƯ�ƝǈŤųř�
�řŹ�źĪƳƹźĩ�įŚŤƫŵ�ƍźƃ�ŵƹŶŰƯŌřżūř�ƪĪƃ�Ɩŝřƺţ�ŶƴƳŚưƷ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ

Śſ�Źŵ�ƹ�Ĩƿ�ƖŝŚţ�ŹřŶƤƯ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�ƶƐƤƳ�Źŵ�İƴƘƿ�ŶƴƿŚưƳ�İưƳ�ŚƋŹř�źƿ
ŶƃŚŝ�İưƳ�źƠƇ�ƍŚƤƳ���įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�Ƣǀƣŵ�ǈƯŚĩ�ƩŚưƗř�ŢǀƇŚų�Ʋƿř

Ŷƴĩ�İƯ�ƪĪƄƯ�řŹ���šǇŵŚƘƯ�Żř�įŶƘŝƹŵ�ƾŗŚƸƫŚŨƯ�Śŝ�ƁƹŹ�ƽŶƴŞƫƺƯźƟ
�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�įƺƌǀŝŢŰƇ�Ţſř�ƵŶƃ�ƾŝŚƿ����

�ŵƺūƹ� �ƁƹŹ� İŝŚƿ� ŢŰƇ� įřźŝ� įƺƌǀŝ� šǇŵŚƘƯ� śŚŴŤƳř� ŢƬƗ
�řŸƫ� Ţſř� ƶƫŵŚƘƯ� Źŵ� ƩƺƸŬƯ� įŚƷźŤƯřŹŚě� ƭƹŵ� ƶŞţźƯ� šŚƤŤƄƯ

�ƁƹŹ�įŶƴŞƫƺƯźƟ�ƵŶƃ�İſŹźŝ�ƭƹŵ�ƢŤƄƯ�ŜƿźƤţ�įřźŝ�Ţƣŵ�ƑŚŰƬŝ
Ţſř� �Ʃƹř� ƩŚŨƯ� Źŵ�Ʊƺſřƺě� ƶƫŵŚƘƯ� İƬǀƬŰţ� ƹ� įŵŶƗ� ƪů� ŪƿŚŤƳ�

�ƶĩ�Ţſř�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ƹ�ƶƀƿŚƤƯ�ơŚŞƐƳř�ƽřŹřŵ�ƽŵŶƗ�ƪǀƬŰţ�ŪƿŚŤƳ
İŝƺų�İŞƀƳŢſř�ƾƬǀƬŰţ�śřƺū� Śŝ�� ��ƶƯŚƳźŝ�ƞƬŤŴƯ�įŚƷřźūř�ƶŝźŬţ

İƯ�ƱŚƄƳ�ŚƤƳ�ŵřŶƘţ�ƂƿřżƟř�Śŝ�ƶĩ�ŶƷŵ�ƶƬŘƀƯ�ƵŻƺů�įŻŚſ�ƶŤƀƀĭ�ƍ
�śƺƬƐƯ�Ţƣŵ�Żř�ƁƹŹŢſř�ŹřŵŹƺųźŝ�įźţ���ƽŵŶƗ�ƪů�ŪƿŚŤƳ�ƾſŹźŝ

ƩŚŨƯ��Śŝ�ƵŻƺů�Ʀƿ�ƽřźŝ�Ʀƿæçæƹ�ëìëŢſř�ơƺƟ�ŜƬƐƯ�ŶƿƺƯ�ƶƐƤƳ���
ƩŚŨƯ�Źŵƭƹŵ��ƶƫŵŚƘƯ��İƬǀƐŤƀƯ�ƵŻƺů�Ĩƿ�Źŵ�źĜſ�źƿŻ�Żř�śō�ŢƄƳ

Ţſř�ƵŶƃ�İſŹźŝ���ƁƹŹ�śƺų�Ţƣŵ�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ƶƬŘƀƯ�ƪů�ŪƿŚŤƳ
ŚưƗř�Źŵ�řŹżǀƳ�ƹ�įŻźƯ�Ǝƿřźƃ�Ʃ�řŹ�ƪǀƀƳŚŤě�ƮƷ�ƍƺƐų�ƖƿŻƺţ�ƵƺŰƳ�

ŶƷŵ� İƯ� ƱŚƄƳ� İŝƺų� ƶŝ� ƵŻƺů� Źŵ� ��įŚƸƫŚŨƯ� ƪů� Źŵ� ŚƸŝřƺū� Ţƣŵ
�Źŵ�ƁƹŹ�Ʊŵƺŝ�ŢŝŚƣŹ�ƪŝŚƣ� ƹ�įŶƴưƳřƺţ� Żř�ŢƿŚĪů�ƶƫŚƤƯ�Ʋƿř�ƕƺƴŤƯ
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