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  ابرگروه ها و فضاهاي اتصال ،مشبكه ها

  

 

  *مرتضي ياوري

  ، ايرانكاشان ،دانشگاه آزاد اسلامي ،گروه رياضي، واحد كاشان

  علي رضا اشرفي

  ، كاشان، ايراندانشگاه كاشان ،گروه رياضي
  

  چكيده

LGfيك مشبكه كراندار و Lفرض كنيم Gbaبه ازاي هر Gرا روي oابرعمل. شديك تابع با :→ به  ،,∋

 :صورت زير تعريف مي كنيم

)}.()()(|{ gfbfafGgba ≤∧∈=o  
),(،باشد Lيك زير مشبكه از Gما ثابت مي كنيم كه اگر oG همچنين ثابت مي كنيم كه . يك فضاي اتصال است

AGs،يك گروه آبلي Aاگر ),(در اين صورت ،باشد Aزير مجموعه بسته اي از Gيك تابع و تصوير :→ oG  يك

  كه در آن. فضاي اتصال است

)}.()()(|{ bsasgsGgba =∈=o 
 20N20: رده بندي موضوعي در رياضيات

  

  .افراز ،گروه−vH،فضاي اتصال ،ابرگروه ،مشبكه :واژه هاي كليدي

  قدمهم

در . توصيف كاملي از اين نظريه بيان شده است)2و1(.برساختارهاي جبري ارائه مي كنيمدر ابتدا تعاريفي از نظريه ا

  .مي پردازيم ،اي از مفاهيم اساسي اين نظريه كه در ادامه مقاله به آن نياز داريم ارهاين بخش به معرفي پ

:)(همراه با ابرعمل Hمجموعه غيرتهي HPHH °→×o هرگاه ،را ابرگروه مي ناميم)(i ) اصل شركت

ر) پذيري Hzyxبه ازاي ه ∈,,،zyxyyx oooo )()(   به ازاي هر) اصل تكثير( ii)(و =

  
*
 عهده دار مكاتبات 
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Hx ∈،HxHHx == oo .كه در آن براي هر دو زير مجموعه يA وB ازH:
U oo

BbAa

baBA
∈∈

=
,

حال . 

),( فرض كنيم oH يك ابرگروه باشد.H هرگاه به ازاي هر ،را يك فضاي اتصال مي ناميم 

Hdcba ∈,,,،φ≠
d

c
b

a I ايجاب كندφ≠cbda oIo .كه در آن،}|{ bxax
b

a o∈= .  

ابرساختارهاي جديدي كه ،)2(وجيوكليس در مرجع
vH−در اينجا . گروه ناميده مي شوند را معرفي كرده است

),(ابرساختار. منظور از يك ابرساختار يك مجموعه با تعدادي ابرعمل مي باشد ⋅H راvH−هرگاه  ،گروه مي ناميم

  :ل تكثير صدق كرده و به علاوه ويژگي زير كه به اصل شركت پذيري ضعيف معروف است نيز برقرار باشددر اص
.)()( φ≠⋅⋅⋅⋅ zyxzyx I:,, Hzyx ∈∀ 

Hyxهرگاه براي هر ،گروه جابجايي مي ناميم−vHرا يك H،به علاوه ∈,،xyyx ⋅=⋅.  

),,(در اين صورت سه تايي. مجموعه اي دلخواه باشد Lحال فرض كنيد ∧∨L كه در آنLLL →×∧∨ :, 

   :دو تابع هستند را يك ابرمشبكه گوييم هرگاه
  

Lxبه ازاي هر) خاصيت خودتواني) (1 ∈،xxx xxxو ∧= =∨، 

Lyxبه ازاي هر) خاصيت جابجايي) (2 ∈,،xyyx xyyxو ∧=∧ ∨=∨، 

Lzyxبه ازاي هر) خاصيت شركت پذيري) (3 ∈,,،  

.)()( zyxzyx zyxzyx و ∧∧=∧∧ ∨∨=∨∨ )()(  

Lyxبه ازاي هر) قانون جذب) (4 ∈,،xyxx =∨∧ xyxxو )( =∧∨ )(.  
 

ز Lاز مشبكه Aزير مجموعه ناتهي ،به علاوه هر مي نامند هرگاه براي  Lرا يك زيرمشبكه ا

Aba ∈,،Ababa ∈∧∨ ),,( مشبكه. , ∧∨L را توزيع پذير گوييم هرگاه به ازاي هر 

Lzyx ∈,,،)()()( zxyxzyx  Lدر 1و 0 عناصري چون ،را كران دار ناميم هرگاه Lمشبكه. ∨∧=∨∧∨

10باشند كه همواره ≤≤ x.  

يك عملگر دلخواه  ∨يك مجموعه و Lفرض كنيم. در پايان به معرفي مفاهيم نيم مشبكه و جبربول مي پردازيم

>∨<.باشد L روي ,L ا Lzyx هرگاه به ازاي هر ،نيم مشبكه مي ناميم−∨ر ∈,,، 

)()( zyxzyx ∨∨=∨∨،xyyx xxxو ∨=∨ مشبكه  نهايتاً .تعريف مي شود نيم مشبكه مشابهاً−∧.∨=

Bxهرگاه براي هر ،ول مي ناميمرا يك جبرب Bتوزيع پذير ∈،Bx ∨′=1باشد كه ′∋ xx 0و=′∧ xx.  

 

  ساختن فضاهاي اتصال از مشبكه ها

LGfيك مشبكه كراندار و Lفرض كنيم Gbaرا به ازاي هر oلابرعم. يك تابع باشد :→ به صورت  ،,∋

  :زير تعريف مي كنيم

)}.()()(|{ gfbfafGgba ≤∧∈=o  
),( به سادگي مي توان ديد كه ،يك جبر بول باشد Lاگر oG يكvH−گروه جابجايي است .  

  .مشاهده كنيد )3( بيشتري در مورد اين ابرگروهوار را مي توانيدنتايج 
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),(،باشد Lنيم مشبكه از−∧يك Gاگر تصوير. 1قضيه  oG يك ابرگروه جابجايي است.  
  

Gcbaفرض كنيد. اثبات   بنابراين. دلخواه باشند ,,∋

.)}()()(|{

)}()()(|{)(

)()()(

U

ooo

gfcfbf

yfgfafGy

gfcfbfGgacba

≤∧

≤∧∈=

≤∧∈=

  

  قرار مي دهيم

)}.()()()(|{ tfcfbfafGtT ≤∧∧∈=  
Tcbacba حال نشان مي دهيم كه == oooo Tcbacba واضح است كه. )()( ⊆ooUoo فرض . )()(

Tyكنيد )()()()(لذا. دلخواه باشد ∋ yfcfbfaf  ،مي باشد Lنيم مشبكه از−∧يك Gچون تصوير. ∧∧≥

Gg )()()(وجود دارد به طوري كه ∋ gfbfaf bagدر نتيجه. ∧= o∈ وcgy o∈ . حال مي توان ديد

cbayكه oo Tcbaبنابراين. ∋)( =oo Tcba، و به همين صورت )( =)( oo .لذاo  شركت پذير بوده و

  . اثبات كامل مي شود

  در اين صورت ،نيم مشبكه باشد−∧يك Gاگر تصوير. نتيجه

)}.()()()(|{ 2121 gfafafafGgaaa nn ≤∧⋅⋅⋅∧∧∈=⋅⋅⋅ ooo  
  

),(،باشد Lيك زير مشبكه از Gاگر. 2ضيه ق oG يك فضاي اتصال است.  
 

),(،1با استفاده از قضيه  ،نيم مشبكه مي باشد−∧يك Gچون تصوير. اثبات oG رگروه استيك اب.  

Gdcba فرض كنيم  ت. دلخواه باشند ,,,∋ Gutrدر اين صور  ايجاب مي كند كه ,,∋

)()()( uftfrf =∨،)()()( tfcfbf )()()(و ∧= rfdfaf   بنابراين. ∧=

),()()()()()( uftfrfrfdfaf =∨≤=∧  

).()()()()()( uftfrftfcfbf =∨≤=∧  
cbdauو از اين رو oIo∈ .بنابراين،),( ∗G يك فضاي اتصال است  .□ 

  :ير تعريف مي كنيمرا به صورت ز oابرعمل. باشد Aبتوي Gتابعي از sيك گروه و Aحال فرض مي كنيم

)}.()()(|{ bsasgsGgba =∈=o  
),(،باشد Aزير مجموعه بسته اي از Gاگر تصوير. لم oG يك ابرگروه است.  
  

Gcbaفرض كنيم. اثبات   در اين صورت. دلخواه باشند ,,∋

.)}()()(|{

)}()()(|{)(

)()()(

U

ooo

bsasgs

csgsysGy

cbsasgsGgcba

=

=∈=

=∈=

 

  

  قرار مي دهيم

)}.()()()(|{ csbsasgsGgT =∈=  
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Tcbacbaحال نشان مي دهيم كه == oooo Tcbacbaمشخص است كه. )()( ⊆⊗)()( oUoo .

Tyفرض كنيد )()()()(بنابراين. دلخواه باشد ∋ yscsbsas    A زير مجموعه بسته اي از Gچون تصوير. =

Gg ،مي باشد )()()( وجود دارد به طوري كه ∋ gsbsas bag در نتيجه. = o∈ وcgy o∈ .پس 

cbay oo Tcbaبنابراين. ∋)( =oo Tcba، و به همين صورت )( =)( oo .لذا),( oG يك ابرگروه است.  

),(به سادگي مي توان ديد ابرگروه oG فرض كنيد ،براي اين منظور. يك فضاي اتصال استGA گروه غير  =

),(ن صورت ابرگروهدر اي. باشد Gتابع هماني روي sآبلي و oG، جابجايي نيست.  

AGsيك گروه آبلي و Aفرض كنيم. 3قضيه   Aزير مجموعه بسته اي از Gاگر تصوير. يك تابع باشد :→

),(، باشد oG  فضاي اتصال استيك.  
  

),(، 1با استفاده از لم . اثبات oG فرض مي كنيم. يك ابرگروه استGdcba و ,,,∋
d

c
b

at I∈ .بنابراين 

bta o∈ وdtc o∈ .ت )()()(در اين صور bstsas )()()(و = dstscs  در نتيجه. =
11 )()()()()( −− == dscstsbsas .اين ايجاب مي كند كه)()()()()( tscsbsdsas با توجه به مطالب . ==

φ≠cbdaفوق ما نشان داده ايم كه oIo .بدين ترتيب اثبات كامل مي شود .  
  

مجموعه تمام  ndΠ)(.در نظر مي گيريم λرا مجموعه تمام فرازهاي λPart)(،nاز λبراي افراز. قرارداد

]افرازهاي با فرازهاي متمايز بوده و ]n را بزرگترين عدد صحيح كوچكتر يا مساوي باx تعريف مي كنيم.  

  :به صورت زير تعريف مي كنيم ndΠ)(را روي ⊗ابرعمل. باشند nدو افراز از µو λض كنيمفر

)}.()()(|{ µλθθµλ PartPartPartn U⊆¬=⊗  
)),((به سادگي مي توان ديد كه ⊗Π nd كيvH−گروه است.  

 

 در اين صورت ،n|2اگر. عددي طبيعي باشد nفرض كنيد. 4قضيه 
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  آنگاه ، ⁄|n2اگر
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براي اثبات . افرازهاي با فرازهاي فرد است مساوي با تعداد ndΠ)(،)4( با استفاده از قضيه افراز اويلر. اثبات

 3Bعددي زوج باشد و nفرض كنيم. قضيه فقط كافي است كه تعداد افرازهاي با فرازهاي فرد را محاسبه كنيم

12مجموعه. λ∈3به طوري كه ،مجموعه تمام افرازهاي با فرازهاي فرد +kB  را به صورت زير تعريف  

  :مي كنيم

}.)12(,)12(,,5,3|{12 λλλλλ ∈+∉−⋅⋅⋅∉∉=+ kkB k 

  به سادگي مي توان نتيجه گرفت كه
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32 حال مرتبه −jB 1 كه ،را محاسبه مي كنيم
2

1 +≤≤
n

j .براي اين منظور فرض مي كنيم كه 

}|{,32 iMaxB ij ==− λλ .هدر نتيج 
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 در اين صورت ،عددي طبيعي و فرد باشد nو اگر
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  . بدين ترتيب قضيه اثبات مي شود
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:)(تابع. يك مجموعه غيرتهي باشد Xفرض كنيم. تعريف XPXf
 Xيك جايگشت تعميم يافته روي →∗

Uاگر ،است
Xx

XXfxf
∈

==   نشان  XMرا با Xمجموعه ي تمام جايگشت هاي تعميم يافته روي. )()(

  .مي دهيم

  .را بررسي مي كنيم nIM)(و مرتبه ابرگروه npo)(در لم زير ارتباط بين تابع افراز
  

)                                     .5  قضيه )nin
n

i

i

i

n
npo 12)1()(

1

0

−







−≤ −

−

=

∑.  
  

)()( به سادگي ديده مي شود كه ،)4(با استفاده از قضيه افراز اويلر. اثبات nnpo dΠ= .با استفاده از گزاره 

1.4
 بنابراين فقط كافي است كه نشان دهيم. مي باشد nIM)( طرف راست اين نامساوي از مرتبه ،)5(

)()( nId Mn ≤Π .همريختي القايي ،براي اين منظور )()(: nId Mn →Πη را به صورت xx oµµη =))(( 

:)()())((كه در آن نگاشت. تعريف مي كنيم nIPnInd

∗→×Πo با ضابطه يkPartk Uo )(λλ تعريف  =

)(}2,1,,{شده است و nnI )()(از فرض. يك به يك است ηدر ادامه نشان مي دهيم كه. =⋅⋅⋅ ξηµη مي توان  ،=

nIx)( نتيجه گرفت كه براي هر ∈،xx oo ξµ )(}{)(}{ اين ايجاب مي كند كه. = xPartxPart UU ξµ = .

µPartx)( حال فرض مي كنيم )()(}{)( در اين صورت. دلخواه باشد ∋ µξξ PartxPartPart =⊆ U . و به

)()( همين ترتيب ξµ PartPart )()( بنابراين. ⊇ ξµ PartPart داراي فرازهاي متمايز  ξو µحال چون. =

ξµ مي توان نتيجه گرفت كه ،هستند = .  
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