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+هاي با شـيب مثبـت         در اين مقاله علاقمنديم  ميانگين فركانس      : مقدمه
av          كـه از برخـورد ميـدان سـرعت 

α=− xx uu   برگرز-ماهوني-بونا-بنجاميني    در معادله)( BBBM آيـد را     در يك سيال متلاطم  به وجود مـي        −

در ايـن مقالـه     . ايـم   تحليل تراز برخورد را قبل از ايجاد شوك در ميدان سرعت بررسي كرده            . ممورد بررسي قرار دهي   

+گيـري كميـت     خواهد شد كـه انـدازه         نشان داده 
av هـاي سـرعت در       وخيـز ميـدان     گيـري مناسـبي بـراي افـت         انـدازه

)(تلاطم BBBM  .  باشد  مي−
 –ي بنجـامين      هاي با شيب مثبت در معادلـه        وش فرايندهاي تصادفي ميانگين فركانس    با استفاده از ر    : هدف

 .آوريم بعد به دست مي) ۱+۱( برگرز را در – ماهوني –بونا 

 در حـضور نيـروي تـصادفي  تعـداد            برگـرز    – مـاهوني    – بونـا    –بنجـامين   ي    در معادله : روش بررسي 

),(ي ميدان سرعت  هاي مثبت قطع شده  شيب txuي  را با صحفهα=− xx uuآوريم دست مي  به  . 

هاي مثبت سرعت يك سـيال   هاي تصادفي توانستيم تعداد ميانگين كل شيب با استفاده از روش فرايند   : نتايج

    .دست آوريم بعد به صورت مقياسي به) ۱+۱( در BBM-Bي  متلاطم درتراز برخورد را با استفاده از معادله
BBBMما در اين مقاله توانستيم تراز برخورد معادله         : نتيجه گيري   بعـد در حـضور نيـروي        ۱+۱ را در    −
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+(هاي مثبت از برخورد       فركانس ميانگين شيب  
αν (  نمايش انتگرالـي    . را محاسبه كنيم+

αν   دهـد كـه بـراي      نـشان مـي

BBBMمعادله   +پاشندگي صفر  و قبل از تشكيل تكينگي سرعت سيال تابعي از      درحد   −
ανصورت گاوسي  و به 

+با محاسبه كميت      . باشد  مي
αν      هاي مثبت سرعت تراز  برخورد را قبل از تـشكيل             كه معرف تعداد ميانگين كل  شيب

2تكينگي به صورت مقياسي بر حسب زمان به صورت
1

tباشد  مي. 

   
  برگرزـ ماهوني ـونا بـ ي بنجامين  تراز برخورد ، معادله: يكليد يها واژه

         

  مقدمه
در دهه ي اخير بررسي امواج غير خطي آبي زياد مورد توجه قرار گرفته است و مدل هـاي مختلفـي بـراي                       

-مـاهوني -بونـا -بنجـامين يکي از مـدل هـاي پيـشنهاد شـده مـدل      . بررسي امواج غيرخطي آبي پيشنهاد شده است   

ــرز )(برگ BBBM ــي  − ــه تعم ــت ك ــه  اس ــه معادل ــامينم يافت ــا- بنج ــاهوني- بون ــي)۱(BBM)(م ــد  م . باش

)(ي  معادله BBBM باشـد كـه اثـرات پاشـندگي محـيط را در نظـر                مـي KdV)(ي       حالتي از معادله   BBM)( و −

)(ي  معادله. گيرد  مي BBBM )(ي      معادله  )۲(.باشد  رفتن پاشندگي انتگرال پذير نمي    با در نظر گ   − BBBM    مدلي  −

)(ي همچنين از معادله. گيرد ها مورد استفاده قرار مي      است كه براي توصيف امواج سطحي در كانال        BBBM  براي −

ارمونيك و امواچ آكوسـتيكي گرانـشي در     هاي غير ه    توصيف امواج در پلاسماي سرد ، امواج آكوستيكي در كريستال         

)(ي ديفرانسيل غيرخطي  معادله. گيرد هاي تراكم پذير مورد استفاده قرار مي سيال BBBM  :  به صورت−

)۱                                                                                   (o=−−++ xxxxtxx
p

t uuuuuu βα   

),(اشد، که   مي ب  txu  امواج منزوي که   . ي افقي سرعت سيال و يا همان سرعت سطح آزاد آب مي باشد               معرف مؤلفه

صدق مي کنند، امواجي هستند که پس از برهم کنش غيرخطي با امواج منزوي ديگر، شکل و سرعت         ) ۱(ي  در معادله 

 . خود را حفظ مي کنند

)(ي    براي بررسي آماري معادله    BBBM ),(فرض مي کنيم يک نيروي تصادفي       − txf         به محيط وارد مـي شـود و 

)(معادله ي  BBBM  : را به صورت−

)۲                         (                                             ),( txfuuuuuu xxxxtxx
p

t =−−++ βα 

),(ر اين است که نيروي تصادفي بفرض . در نظر مي گيريم txf۳: داراي ويژگي  

)۳                                                (                        )()(2),(),( ttxxDDtxftxf ′−′−=〉′′〈 δo 

 : تابع همبستگي فضايي است که تابعي زوج و به شکل زير معرفي مي شودxD)(مي باشد که 

)۴                                                           (                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′−
−=′− 2

2)(exp1)(
δπ δ

xxxxD 

)( انحراف معيار    δکه   xxD ي سيستم هم مرتبه باشـد، انتظـار مـي         اگر انحراف معيار سيستم با اندازه     .  مي باشد  −′

 مي باشد بـه     L≅δف يک نيروي بلند برد باشد، پس بايد محاسبات را براي حالتي انجام دهيم که                رود که مدل معر   

 .  اندازه سيستم استLطوري که 
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  نتايج و بحث
  تحليل تراز برخورد در فرايندهاي تصادفي 

آنسامبلي انجام مي پذيرد، در اينجا اين تابع همان ميدان          در فرايندهاي تصادفي بررسي روي يك تابع خاص از توابع           

),(سرعت   txu  مي باشد . +
an         را تعداد شيبهاي مثبت قطع شده با α=− xx uu   در لحظهt   و مقيـاس طـوليL در 

+و مقدار ميانگين كل را با ) ۱(نظر مي گيريم شكل
aN نشان دهيم، بطوريكه +

aNاز رابطه زير بدست مي آيد  : 

)۵                                                                                                  ([ ])()( LnELN aa
++ = 

 اول قرار مـي گيـرد بـه نتـايج           Lكه درست بعد از مقياس طولي       L مي باشد، براي مقياس طولي     چون فرايند همگن  

  :در نتيجه خواهيم داشت. مشابهي خواهيم رسيد

)۶                                                           (                                     )(2)2( LNLN aa
++ =  

  :پس خواهيم داشت.  مي باشدLپس براي فرايندهاي همگن تعداد ترازهاي برخورد متناسب با بازه طولي

)۷                                                        (                                                  LLN a ∝+ )( 

 يا

)۸                                                                                                       (LvLN aa
++ =)( 

+كه  
av              تعداد فركانس ميانگين شيبهاي مثبت بوجود آمده از تـراز برخـورد α=− xx uu    حـال نحـوه    .  مـي باشـد

+محاسبه پارامتر فركانس    
av      از توابع مربوط به α=− xx uu    مقياس طولي كوچكي  .  را بررسي مي كنيمdl   از يـك

−=αتابع خاص را در نظر بگيريد، چون         xx uu        را يك تابع نرم نسبت بـه y     و بـدون نوسـانات سـريع در نظـر 

−=α به حد كافي كوچك باشد، ميدانها بشرطي مي توانند لايه            dlگرفتيم، اگر    xx uu       را با شيب مثبت قطع كنند 

−=α، رابطه   xكه در ابتداي بازه در مكان        xx uuپس اگر دو شرط زير صادق باشند با احتمال خيلي          .  باشد صادق

−=αبالايي در xx uuبراي ميدانها، در بازه dlشيب مثبت خواهيم داشت : 

)۹                                                                                       (                                α〈− xx uu 

dl
uu

dl
uud xxxx )()( −−

〉
− α 

 شرايط فوق صادق مي باشند يا خير، بايد بفهمـيم چطـور مقـادير               xاگر بخواهيم بدانيم كه آيا در يك مكان دلخواه          

)(, yvy
d
dyy ),( با در نظر گرفتن چگالي احتمال مشترك آنها ′== yyp  )۵،۴(.  توزيع شده اند′

ــه   ــه لاي ــد ك ــرض كني ــازه α=yف ــستندdl و ب ــشخص ه ــادير   .  م ــد مق ــي مان ــط م ــاه فق ــادير α〈yآنگ  و مق

dI
y

dI
dyy −

〉⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

α  يعني ناحيه بين خطوط ،α=y و
dI

yy −
=′
α در صفحه )yy بنابراين، احتمـال بوجـود   ). ,′

  : بصورت زير مي باشدdl در بازه α=yآمدن شيبهاي مثبت در قطع 

)۱۰                                                                                         ( ∫ ∫
∞

′−
′′

o

a

dIya
yydypyd ),( 

),( مي توان o→dIهنگامي كه  yyp  :  را بصورت زير نوشت′

)۱۱                                                                                         ( ),(),( yypyyp ′==′ α 
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yyچون در مقادير بزرگ      صورت زير مـي    را به ) ۱۱(بع توزيع چگالي به سرعت به صفر ميل خواهد كرد، رابطه            تا′,

  :نويسيم

)۱۲     (                                   ∫ ∫ ∫
∞

′−

∞
′+−′′=′=′

o o

a

dlya
dIyypydyydypyd ))(,(),( αααα 

 :  بصورت زير استdlدر α=yپس احتمال برخورد تراز 

)۱۳                (                                                                               ∫
∞

′′′
o

ydyypdI ),(α 

),(كه جمله  yp ′αچگالي احتمال مشترك ),( yyp  .  ميباشدα=y در ′

+ قطع مي كنند برابـر       Lكه لايه را در بازه طولي     كه تعداد ميانگين شيبهاي مثبتي      ) ۱۰(بنابر رابطه   
αv       مـي باشـد و در 

+dl برابر dlنتيجه تعداد ميانگين قطع ها در بازه      
αv  پس تعداد ميانگين قطعهاي لايه      .  خواهد بودα=y   در بازهdl 

  : برابر است، پس خواهيم داشتdl در بازه α=yبا شيب مثبت، با احتمال برخورد تراز 

)۱۴               (                                                                              ∫
∞+ ′′′=
o

ydyypdldlv ),(αα 

 تـابعي نـرم باشـد،       xy)( خيلي كوچك و     dlالبته توجه داشته باشيد كه رابطه فوق فقط در حالتي صادق است كه              

+فركـانس بنابراين پارامتر   .  بيش از يك بار تراز برخورد نداشته باشيم        dlبطوريكه در بازه    
αv        را بـر حـسب چگـالي 

),(احتمال مشترك yp ′αبصورت زير بيان مي كنيم :  

)۱۵                                                                                               (∫
∞+ ′′′
o

ydyypv ),(αα  

+در بخش بعدي
αv را بر حسب تابع توزيع احتمال مشترك (PDF)و گراديان ميدان سرعت بيان خواهيم نمود  . 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

−=αهاي مثبت تراز برخورد    شيب-۱كلش xx uu 

  برگرز-ماهوني-بونا-ي بنجامين بررسي آماري معادله
 مـي باشـند و      relationdispertionbounded معـرف    xxuجملات متناظر با    . را در نظر مي گيريم    ) ۲(ي  معادله 

 را در نظـر     o→β و o→αصـورت حـد       باشـد در ايـن      فرض ما بر اين است که كه محيط فاقـد پاشـندگي مـي             

 : را مي توانيم به صورت ) ۲(ي  گيريم و در نتيجه معادله مي

)۱۶   (                                                                                       ),( txfuuuu x
p

xt =++ 

 :  مشتق بگيريم، خواهيم داشتxنسبت به ) ۱۶(اگر از رابطه ي . بازنويسي کنيم
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)۱۷             (                                                        ),(21 txfwuwpuww xx
pp

xt +−−−= − 

 ) ۷،۶( به صورتZو با معرفي تابع مولد 

)۱۸                               (                                〉−−〈=〉Θ〈= )exp(),,,( wiuiwuZ µλµλ 

 :  خواهيم داشتtZمي باشد و با محاسبه ي w تبديل فوريه µوu تبديل فوريه λي فوق  که در رابطه

)۱۹             (                                                                    〉Θ〈−+〉Θ〈−= ttt wiuiZ µλ 

 :  خواهيم داشت) ۱۹(در ) ۱۷(و) ۱۶(و با جايگزيني رابطه هاي

〉Θ〈−+〉Θ〈+〉Θ〈= ),( txfiwuiwiZ p
t λλλ 

〉Θ〈+〉Θ〈+〉Θ〈+ −
xwuiwpuiwi pp

x µµµ 21 
)۲۰                                                                                                       (〉Θ〈−+ ),( txfi xµ 

)(و اگر شرط همگني محيط را در نظر بگيريم  o=xZ 

)۲۱                                (                                                          〉Θ−〈=〉Θ〈 xwiwi µλ 

 :  با در نظر گرفتن روابط

)۲۲                  (                                                                                        λµZuw −=〉Θ〈 

)۲۳          (                                                                                                 µµZw −=〉Θ〈 2 

)۲۴                                                                                                (µλµ µ
λ

µ
ZZuwx +=〉Θ〈

1 

 : را به صورت) ۲۰(مي توانيم رابطه ي

)۲۵-۱                                                    (〉Θ〈−+−〉Θ−〈= ),(),( txfiiZZitxfiZ xt µµλ µµµ :

1=p 

)۲۵-۲                      ( 〉Θ〈−
∂
∂

+
∂
∂

−〉Θ−〈= −

−

−

−

),(),( 1

1

2

2

txfiZpiZpitxfiZ xp

p
p

p

p
p

t µ
λλ

µλ µµµ :

2≥p 
 : و با استفاده از 

)۲۶                                                                  (                                Zkitxf )(),( oλ−=〉Θ〈 

)۲۷                                                                         (                      Zkitxf xxx )(),( oµ−=〉Θ〈 

)۲۸     (                                                                                                     3
2
δπ
oo

Dkxx −=)( 

)۲۹                                                                              (                                    
δπ
oo

Dk =)( 

)۳۰                                                                     (                            )()( xxDDxxk ′−=′− o2 

 : معادله ي حاکم بر تابع مولد به صورت

)۳۱                                                                   (ZkZkiZZiZ xxt )0()0( 22 λµµ µµµ −−+−= :

1=p 
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)۳۲                                    ( ZkZkZpiZpiZ xxp

p
p

p

p
p

t )0()0( 22
1

1

2

2

λµ
λλ

µ µµµ −−
∂
∂

+
∂
∂

−= −

−

−

−

 :

2≥p 
 . خواهد شد

BBBM ي  براي معادلـه  ) PDF(براي به دست آوردن معادله ي حاکم بر تابع توزيع احتمال           کـافي اسـت تبـديل      −

 : داريم) ۳۱(را محاسبه کنيم، براي معادله ) ۳۲(و ) ۳۱(ي فوريه رابطه

)۳۳ (        
       ∫ ∫ ∫ ∫ ∫+−−−=

∂
∂ µλµλµµλµµλλµλ µµµ ddZiddZidZdkdZdkdZd
t xx

22 )()( oo 

 : و با در نظر گرفتن اين موضوع که تبديل فوريه تابع مولد معرف تابع توزيع احتمال مي باشد

)۳۴    (                                                                                ∫ = ),,(),,,,( twuPddtwuZ µλλµ 

 : و همچنين در نظر گرفتن روابط

)۳۵          (                                                                                                ∫ −= uuPdZd µλλ2 

)۳۶                                                       (                                                  ∫ −= wwPdZd µλµ 2 

)۳۷                                                                                     (                     ∫ −= iwPddZ µλµ 

)۳۸                                              (                                              ∫ += wPwwPddZi 22µλµ µµ 

ي ديفرانسيل جزيي حاکم بر چگـالي احتمـال را      مي توانيم معادله  ) ۳۳(ي  در رابطه ) ۳۸(الي  ) ۳۴(و جايگزيني روابط    

 : به صورت

)۳۹                                                       (                     wwwxxuu PwwPPkPk
t
P 2)()( −−+=
∂
∂

oo 

 :به صورت مشابه خواهيم داشت) ۳۲(و براي معادله 

)۴۰(
                                      

wPpuPwipuwPpiuPkPk
t
P p

w
pp

wwxxuu
12222)()( −−− +−−+=

∂
∂

oo 

 : ي فوق به صورت ي دو معادله به دست آورد که شرط اوليه

)۴۱         (                                                                                           )()(),,( wuwuP δδ=o  

 . مي باشد

BBBMتحليل تراز برخورد معادله    بعد ) 1+1( در −
BBBMمعادله حاكم بر تابع توزيع احتمال را براي معادله           ي   بـا شـرط اوليـه     )۴۰(و  ) ۳۹(هاي     به صورت معادله   −

BBBMاكنون به تحليل تراز برخورد را براي معادله           هم. به دست آورديم  ) ۴۱( ) ۳۹(بعد براي معادله    ) ۱+۱( در   −

 .پردازيم مي

 :توانيم جوابي به صورت   با استفاده از روش جداسازي متغيرها مي

)۴۲                       (                                                                      ),(),(),,( 21 tPtuPtuP ωω = 

 :به رابطه زير خواهيم رسيد) ۳۹(كنيم و با جايگذاري در رابطه  پيشنهاد مي

) ۴۳             (                                                  ),()
)0(4

exp(
)0(4

1),,( 2

2

tP
tk

u
tk

tuP ω
π

ω ×−= 
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2),(كه  tP ωباشد انسيل زير مي جواب معادله ديفر: 

)۴۴                     (                                                  ωωωωω 22
2

22 )0())(3( PkPPtQP xxt +++= 

+براي هر مقياس زماني، . آيد دست مي باشد كه بر اساس شرايط اوليه به  تابعي ميtQ)(كه 
αv رفتاري گاوسي بر 

+دست آوردن بستگي زماني   دارد و براي بهαسب ح
αv 2),(بايد tP ω2),( محاسبه شود كه براي محاسبه tP ω از 

ي  هوجود آمدن يك شيب مثبت از قطع ميدان سرعت توسط صفح  فركانس به)۹(.كنيم  هاي عددي استفاده مي روش

α=− yy uuشود  از طريق رابطه زير محاسبه مي: 

)۴۵                     (                                                                             ∫
∞+ =
o

ωωαωνα dtP ),,( 

+تغييرات) ۲( وشكل
αν       دسـت آوردن مقـدار ميـانگين كـل           همچنين براي به  . هدد   را قبل از تشكيل تكينگي نشان مي

+
totN۸ (:كنيم  از رابطه زير استفاده مي( 

)۴۶                                                                                     (∫∫
∞∞

∞−

+ =
o

ωωαωα dtPdNtot ),,( 

βtNtotهاي عددي     كه با استفاده از روش     ≈
01.05.0طوريكه    دست خواهد آمد به      به + ±=β     خواهد شد و نمودار 

+
totNرا بر حسب t ۱۱و۱۰و۸(.است رسم شده) ۳( درشكل(  

 

 
+نمودار: -۲شكل

αν بر حسب α براي معادله BBBM  در جفت شدگي قوي و قبل از تشكيل تگينگي براي مقياس −

t∗=04.0,03.0,02.0زماني 
t
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+  براي−loglogنمودار -۳شكل
totN بر حسب t براي معادله BBBM ت شدگي قوي و قبل از تشكيل  در جف−

 تگينگي در سرعت سيال

  
  نتيجه گيري

BBBMما در اين مقاله توانستيم تراز برخورد معادله           بعد در حضور نيروي گاوسـي كـه در   ۱+۱ را در    −

كـانس  همچنـين توانـستيم  فر     . باشد  مورد بررسـي قـرار دهـيم          زمان سفيد و به صورت گاوسي با مكان همبسته مي         

+(هاي مثبت از برخورد       ميانگين شيب 
αν (  نمايش انتگرالـي    . را محاسبه كنيم+

αν    دهـد كـه بـراي معادلـه           نـشان مـي

BBBM +پاشندگي صفر  و قبل از تشكيل تكينگي سـرعت سـيال تـابعي از                   درحد   −
αν     ت گاوسـي    و بـه صـور

+با محاسبه كميت      . باشد  مي
αν      هاي مثبت سرعت تراز  برخورد را قبل از تـشكيل             كه معرف تعداد ميانگين كل  شيب

2تكينگي به صورت مقياسي بر حسب زمان به صورت
1

tباشد  مي. 
Refrences: 

1. Benjamin, T.B., Bona, J.L., Mahony, J.J., Phil. Trans. R. Soc. London A, 272, 47 
(1972). 

2. Ablowitz, M.J., Herbst, B.M. , Schober, C., J. Comput. Phys., 126,  299 (1996). 
3. Frisch, U.,  Turbulence, The Legacy of A. N. koLmogorov, Cambridge university press, 

EngLand (1995). 
4. Rice, O., Bell System Tech. J., 23, 382 (1944). 
5. Rice, O., Bell System Tech. J., 24, 46 (1945). 
6. Newland, D.E., An Introduction to Random Vibration, Spectral and Wavelet Analysis, 

Longman, NewYork (1993). 
7. Chekhlov, A., Yakhot, V., Phys. Rev. E, 51, 856 (1995).  
8. Shahbazi, S., Sobhanian, S., Rahimitabar, M.R., Khoram, S., Frootan, R., Zahed, H., J. 

Phys. A, 36, 2517 (2003). 
9. Movahed, M.S., Bahraminasab, A., Rezazadeh, H., Masoudi, A.A.,  J. Phys. A, 39, 

3903 (2003). 
10. Johnson, L.W.,and Riess, R.D., Numerical Analysis, Springer-Verlag, NewYork 

(1982). 
11. Masoudi, A.A., Vasheghani Farahani, S., Soltani, M.R., Inter. J. Modern Phys., 

20(29), 4917 (2006). 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir

