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ABSTRACT 

Pollution of water resources poses a significant and fundamental challenge to human life and the 
well-being of all living organisms. The presence of management gaps in this critical area creates 
vulnerabilities for potential bioterrorist attacks and contamination of water sources. An essential 
and practical approach to managing groundwater resources, particularly in identifying the time 
and location of pollutant releases into water, involves the utilization of mathematical models    
governing pollutant flow. Compared to other practical methods, mathematical modeling offers a 
reliable and cost-effective solution that is computationally feasible. The primary objective of this 
research is to simulate the initial pollutant intensity function (at t=0) through a mathematical 
backward in time inverse problem. This issue stands as one of the foremost challenges in water 
resources management and engineering, garnering significant attention from researchers. In this 
study, initially, a mathematical model of pollutant flow in groundwater is presented, where the  
initial pollutant intensity function is unknown. Then, a new numerical method based on the      
pseudo-solution method is employed to calculate an approximation for this function using a linear 
combination of Bernstein polynomials. The mathematical model is numerically analyzed and   

scrutinized through a specific example .  The numerical results indicate that the initial pollutant 

intensity function can be precisely simulated by utilizing the pollutant intensity function at any time 
t>0. For an error level of δ=0.01 in the input data, the approximate solution obtained through the 
introduced numerical method exhibits a maximum error of 4%. 
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 چکیده

 منطقه اين در مديريتی های شکاف وجود است.موجودات زنده رفاه همه  های مهم و اساسی زندگی انسان و آلودگی منابع آبی يکی از چالش

 مديريت برای عملی و ضروری رويکرد يک .کند می ايجاد آب منابع آلودگی و بیوتروريستی بالقوه حملات برای را هايی پذيری آسیب حیاتی،

 آلاينده جريان بر حاکم رياضی های مدل از استفاده شامل آب، در ها آلاينده انتشار مکان و زمان شناسايی در ويژه به زيرزمینی، آب منابع

 محاسباتی نظر از که دهد می ارائه را ای صرفه به مقرون و اعتماد قابل حل راه رياضی سازی مدل عملی، های روش ساير با مقايسه در. است

 معکوس زمان در رياضی معکوس مسئله يک طريق از( t=0 در) اولیه آلاينده شدت تابع سازی شبیه تحقیق اين اصلی هدف .است پذير امکان

 .است کرده جلب خود به را محققین توجه که باشد می آب منابع مهندسی و مديريت در ها چالش مهمترين از يکی عنوان به موضوع اين .است

شود، که در آن تابع شدت آلاينده اولیه مجهول است.  های زيرزمینی ارائه می در اين تحقیق، ابتدا يک مدل رياضی از جريان آلاينده در آب

ی چند ، تقريبی برای اين تابع با استفاده از ترکیب خط(pseodu-solution method) جوابسپس، يک روش عددی جديد بر اساس روش شبه 

نشان بدست آمده نتايج عددی . شود رياضی با يک مثال بصورت عددی تحلیل و بررسی می  مدل .شود برنشتاين محاسبه می های ای جمله

 خطای سطح برایسازی کرد.  تابع شدت آلاينده اولیه را با دقت بالا شبیهتوان  می ،t>0دهد که با استفاده تابع شدت آلاينده در هرلحظه  می

δ=0.01 دهد می نشان را درصد 4 خطای حداکثر شده، معرفی عددی روش طريق از آمده دست به تقريبی جواب ورودی، های داده در. 

 یرعاملتابع شدت آلاينده، مسئله معکوس، پدافند غ سازی یهشب يرزمینی،ز یها آب یآلودگ :ها دواژهیکل
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 مقدمه -1

 و شیرين آب تأمین منبع ترين مهم از يکی زيرزمینی های آب

 به دسترسی. شود می محسوب کشوری هر کلیدی های زيرساخت

 در جوامع حیاتی نیازهای از عنوان يکی به سالم، آشامیدنی آب

 نگهداری و حفظ لذا پذير است، آسیب تروريستی حملات مقابل

 قادر فیزيکی حملات طريق از گاهی دشمن. است ضروری ها آن

 آلوده يا تخريبی انجا  عملیات با لذا نیست، رساندن آسیب به

 قرار را مورد حمله آبی های شرب و منابع تأسیسات چاه سازی،

 آل  ودگی [.1]شود  می سنگین بسیار خسارات منجر به که دهد

 و ش  یمیايی فیزيک  ی، تغیی  ر هرگونه از است عبارت آب،

 س لامت، ب ر ک ه ب ار زي ان ای گونه به آب مح یط در بیول وژيکی

 زنده موجودات ساير و گیاهان حیوان، انس ان، های فعالیت و بق ا

 يا تروريستی حمله مثال، يک عنوان به[. 2] گذارد می تأثیر

 است ممکن شود، می آبی منابع آلودگی به که منجر بیوتروريستی

 در بحرانی شرايط بروز کرده و باعث بیمار و کشته را نفر صدها

 با مرتبط ناشی از حملات تروريستی انسانی تلفات. شود جامعه

 امنیت کنندگان گذاشته و بر جمعیت استفاده روانی آثار آب،

 مسئولین به نسبت مرد  اعتماد کند. می دار را خدشه جامعه

 است ممکن آن جبران که نحوی به شود می ضعیف آب صنعت

 روزي تذکر آثار به توان می نمونه عنوان به. بخواهد زمان ها ماه

 غلظت بودن بالاتر در خصوص 1388 سال در بهداشت محتر 

 و تهران مناطق بعضی در استاندارد حد از آشامیدنی آب نیترات

 مطلب اين. نمود اشاره شیرخواران توسط آن مصرف خطر افزايش

معدنی  های آب فروشنده های شرکت سوءاستفاده مورد بشدت

 خريد به اقدا  تهران میلیونی ده جمعیت و گرفت قرار شده بطری

نمودند و اين هزينه زندگی  خود شرب مصارف برای ها آب اين

 خصوص در بیوتروريستی ای حادثه اگر. برد شهروندان را بالا می

 و آثار اتفاق افتد، تهران مثل شهری کلان مصرفی آب آلودگی

 يک به طور يقین به و نبوده کنترل قابل سادگی به آن عوارض

 تبلیغات حربه با دشمن و شود می تبديل اجتماعی امنیتی بحران

 دامن را تروريستی حمله اين روانی و روحی آثار خود مسمو 

 حمله يک برای آل ايده هدف، يک آب زد، لذا همیشه خواهد

 برای حفاظتی سطح بالاترين کارگیری به و است تروريستی

 ارائه با است لذا لاز  است، ضروری آب تأمین های سامانه

 های سامانه با مرتبط تهديد هرگونه دفاعی-امنیتی راهکارهای

 [.  ازجمله3شود ] گزارش و کشف و شناسايی موقع به رسانی آب

 توان می رسانی آب های سامانه خرابکارانه دشمن علیه های فعالیت

 :[4کرد ] اشاره زير موارد به

 قطع به منجر اقدا  اين :ها سامانه فیزیکی تخریب -الف

 مثل تجهیزاتی و تأسیسات خرابی علت ايجاد به رسانی آب

 .شود می ها ساختمان و ها رايانه ،1کلريناتورها ها، پمپ

 شبکه و مخازن در را آب کیفیت :شیمیائی عمدی آلودگی-ب

 .دهد قرار تأثیر تحت توزيع

 : شامل ايجاد آلودگی عمدی دربیوتروریستی حملات -ج

توزيع  منابع آب زيرزمینی و شبکه ها و آب، چاه های خانه تصفیه

 .باشند می آب

 در اص ل  آب منابع آلودگی از جلوگیری به راجع مقررات و قوانین

 در که مقرراتی و قوانین ديگر انداز و چشم اساسی، سند قانون 50

 اس ت،  ش ده  تص ويب  زيس ت  مح یط  از حفاظ ت  منظور به کشور

اس ت   موض وع  اين  به مرد  و جدی دولتمردان توجه دهنده نشان

 خرابک اری  از جل وگیری  برای شده گرفته نظر های در برنامه  [.5]

 پیشگیری، رديابی منبع انتشار آلاينده اساس بر بايد آبی منابع در

 کیفی ت  ارتقای و آمادگی موارد، اين تما  در. باشد مقابله با آن و

ه دف   [.6] کن د  م ی  ايف ا  را اصلی نقش غیرعامل پدافند عملکرد

اصلی در پژوهش حاضر،  توسعه يک روش عددی جديد برای حل 

منظور تعیین تابع  مدل رياضی جريان آلاينده در آب زيرزمینی به

توزيع مکانی آلاينده در لحظه شروع و رديابی منبع انتشار آلاينده 

 است. 

 یقتحق مبانی و پیشینه -2

 خرابکارانهحملات تروريستی و  پیشگیری و کنترل کلی حالت در

 چن ین  اغل ب  و اس ت  مش کل  بس یار  آبی منابع آلودگی حوزه در

 ش ود،  می ظاهر گیر همه بیماری صورت به و جانی تلفات با عواملی

 ج انی،  تهدي دات  گون ه  اي ن  ب ا  م رد   آشنايی عد  به توجه با لذا

 علو  حوزه متخصصان به است جامعه لاز  سلامت حفظ منظور به

 در ابزاره ای  ارتق اء  و تجهیز با و زده تلنگری آب منابع مهندسی

 من ابع  دقیق و سريع شناسايی و بررسی به مهندسی و محاسباتی

 منظ ور  ب ه . بپردازن د  ها آن از جلوگیری های راه و آلايندگی انتشار

کنت رل و   اهر  ترين مهم زيرزمینی، های آب های مخاطره با مقابله

. اس ت  آب توزي ع  و تص فیه  و ت أمین  سیس تم  اجزای تما  پايش

 موق ع  برای شناسايی ب ه  مناسب و امنیتی قوی سیستم يک ايجاد

 ب ا  مقابل ه  ب رای  باي د . اس ت  حملات تروريستی دشمن ض روری 

 عوام  ل ب ه  آب آل  ودگی ب ا  رابط ه  در احتم  الی مختل ف  ح واد  

 ويژه های دستورالعمل غیره، و شیمیائی سمو  زا، بیماری میکروبی

 م رد   ب ه  خ اص  پوس ترهای  تهی ه  مثل مناسب نحو به و تنظیم

 حداقل به احتمالی حواد  خسارات و تلفات تا گردد رسانی اطلاع

 اس تقرار  منطقه اطراف در که يابد. بايد از بین کسانی کاهش لاز 

 ب ا  و نم ود  انتخ اب  را خاصی کنند افراد می زندگی آبی تأسیسات

 رد احتم الی  حواد  به نسبت را ها آن آموزشی های دوره گذاشتن
 

کلريناتور، دستگاهی است که توسط آن کلر به فر  گازی و يا به فر  محلول به سیس تم   1

 گردد. رسانی تزريق می آب
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 ب ا  ت ا  نم ود  حساس و آگاه رسانی آب های سامانه و منابع با رابطه

 مس ئولین  ب ه  را آن بلافاص له  مش کو   عوام ل  هرگون ه  مشاهده

 .[8،7] نمايند گزارش ربط ذی

. باشند غیرعمدی يا عمدی صورت به است ممکن آب آلودگی

 دس ته  س ه  ب ه  توان می را رسانی آب های شبکه به عمدی حملات

 شیمیايی حملات و فیزيکی حملات سايبری، حملات: کرد تقسیم

 ب ین  از ک ه  دهد می نشان تاريخی شواهد حال، بااين بیولوژيکی. و

 ه ای  زيرس اخت  ب ه  بیولوژيکی و شیمیايی حملات مورد، سه اين

 س لامت  و ش ود  م ی  ناپ ذيری  جب ران  مش کلات  باعث رسانی، آب

 آب نم ودن  آل وده  طورکلی به. اندازد می خطر به را جامعه عمومی

 اس ت  هايی روش از يکی آبی تأسیسات و اماکن تخريب يا و شرب

 انتخ اب  خ ود  اه داف  به ارزان و سريع دسترسی دشمن برای که

 .[9،10]نمايد  می

 س  ازمان ي  ک از عض  و چن  دين ش  یکاگو در :1۹۷2 سااال

 و جدي د  نقش ه  ي ک  اج رای  ب ا ه دف   ظاهراً نئونازی، تروريستی

 آب ت أمین  من ابع  آل ودگی  ط ر   جزئی ات  ک ه  زمانی در ماهرانه،

 خ ود  های برنامه در را سنت لوئیس و شیکاگو شامل شهر چندين

 اختی ار  در بیولوژي ک  عامل چندين ها آن. شدند بازداشت داشتند

 تولید محلی های کالج يا ها دانشکده های آزمايشگاه در که داشتند

 ب الای  و زخ م  س یاه  مننژيت، بوتولیسم، مثل عواملی. بودند کرده

 ش ده   شناس ايی  عوامل از جمله تیفوئید های کشت کیلوگر  چهل

 داشتند. اختیار در ها آن که بود

 عوام ل  ب ا  آب مخ زن  ي ک  کارولین ا  شمال در :1۹۷۷ سال

 مخ زن  ايمن ی  ه ای  درپ وش  درواق ع . ب ود  ش ده  آلوده باکتريايی

 آب و ب ود  ش ده  استفاده غیرقابل و آلوده موفقیت با آب و برداشته

 .شد تأمین دار تانکر های کامیون کمک با مرد  موردنیاز

 ترين سمی از يکی و اعصاب عوامل جزء سارين، :1۹۸۷ سال

 و رن    ب ی  ای م اده . اس ت  خطرن ا   شیمیايی تسلیحات و گازها

 ع راق . ش ود  نمی حل آب در راحتی به که کم بسیار باثبات و بو بی

 اولین برای 8 کربلای عملیات بخصوص و تحمیلی جن  طول در

 اه داف  علی ه  س می  گاز اين از کاتیوشا، های موشک وسیله به بار،

 حمل ه،  آن ط ی  و نم ود  اس تفاده  آب خانه تصفیه مثل غیرنظامی

 .شدند شهید و مسمو  خرمشهر آب خانه تصفیه کارکنان اکثر

 در کلونی ا  دفت ر  ب ه  ن ا   ب ی  نام ه  يک ژانويه در :1۹۹1 سال

 آب منابع نامه اين در. شد فرستاده انگلیس اشغال تحت کلمبیای

 مرتبط ها آن انگیزه. شد بیولوژيک عوامل با آلودگی به تهديد شهر

 نیروه ای  تع داد  ب ه  تهدي د،  بعد از اي ن . بود فارس خلیج جن  با

 اي ن  ب ا  رابط ه  در عملی اتی  هیچ اما شد؛ افزوده آب منابع امنیتی

 .نشد شناسايی تهديد

بیوتروريس تی مش اهده    ط ی حمل ه   مارس 28 :1۹۹2 سال

 پتاس یم  س یانید  از ب الايی  غلظ ت  محتوی آب کردند که مخازن

 آل  ودگی ببین  د، ص  دمه کس  ی اينک  ه از قب  ل(. mg150) اس  ت

 حمل ه  اي ن  مس ئول  ترکیه کردستان در PPK گروه. شد شناسايی

 .بودند

 سمو  با را عراق جنوب شیعیان آب منابع صدا  :1۹۹3 سال

 .کرد مسمو  شیمیائی

 ه ا  صرب وسیله به آب های چاه کوزوو منطقه در :1۹۹۹ سال

 آلب انی  ه ای  ک وزوويی  اجساد ها، چاه اطراف مناطق در شد، آلوده

 يوگوس لاوی  در را آب های سامانه ناتو سال اين در. بود شده دفن

 .انداخت کار از را آب تأمین سیستم و داد قرار هدف

 جن    در ق دس  اشغالگر رژيم گسترده حملات :200۶ سال

 از لبن ان  مه م  ه ای  زيرساخت و بنائی زير تأسیسات به روزه، 33

 ب ه  ای گسترده خسارات رسانی آب تأسیسات و ها بیمارستان قبیل

 ک ه  ش ود  م ی  ثابت تاريخی سوابق اين بررسی با. نمود وارد ها آن

 مس ئله  ي ک  الملل ی  بین سطو  در آب تأمین منابع نمودن آلوده

 آل ودگی  است. خطر بوده همواره تاريخ طول در و نیست جديدی

 و م داو   ارزي ابی  ب ه  ک ه  اس ت  جه انی  ب زر   مش کل  ي ک  آب

 از) دارد احتی اج  سطو  همه در آبی منابع سیاست در تجديدنظر

 [.12،11( ]ها چاه و مرزی درون های آب تا المللی بین های آب

 پ ايش  و رص د  ش امل  اق دامات  مجموع ه  زیساتی  پدافند

 تري اژ،  تش خی،،  و آشکارسازی سريع، هشدار و زيستی تهديدات

 محدودس ازی،  و قرنطین ه  پیش گیری،  و بهداشت درمان، و تخلیه

 افک ار  م ديريت  بازس ازی،  و بازتوانی آلوده، منابع حذف و بازيابی

 [.14،13]است  زيستی تهديدات برابر در عمومی

 و چه ار   برنامه قانون 121 ماده 11 بند اجرائی نامه آئین در 

 ب ه  ک ه  غیرعام ل  پدافن د  موضوع به مربوط اجرايی های نامه آئین

 اج رای  ب رای  اس ت،  مرتبط کشور فاضلاب و آب صنعت با نحوی

 آب ی  تأسیس ات  و منابع مديريت برای راهبردی-امنیتی تمهیدات

 [.16،15،11] است شده توصیه

 و مهندس ی  معم اری،  نی از  ي ک  غیرعام ل  پدافند مهندسی

 امنی ت  ت أمین  و دش من  عملی ات  تأثیر کاهش برای استراتژيک،

 سدها،  آب زيرزمینی، آب منابع مانند آب تأمین های سامانه پايدار

 ه ا،  خان ه  تص فیه  پمپاژ، های ايستگاه انتقال، خطوط آب، های چاه

 راهبرده ای  ازجمل ه . اس ت  آب توزيع های شبکه و ذخیره مخازن

 آل ودگی  ب ا  مقابل ه  ب رای  زيستی غیرعامل پدافند دفاعی-امنیتی

 [:17]کرد  اشاره زير موارد به توان می کشور آبی منابع عمدی

 آل ودگی  موق ع  به شناسايی برای) کنترل و آب برداری نمونه 

 (احتمالی واردشده

 ي ا  ن ورافکن  دريچ ه،  فیزيک ی،  تجهی زات  نصب و خريداری 

 .امنیتی مداربسته های دوربین

 ديگ ر  ي ا  ای رايان ه  الکترونی ک،  ه ای  سامانه اصلا  و بهبود 

 خودکار های سامانه
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 آل ودگی  ارزي ابی  جه ت تش خی، و   خط ر  اعلا  های سامانه 

 آبی. منابع

 روش تحقیق -3

 شناس ايی و ردي ابی   منظ ور  ب ه  مکان و شدت آلاينده سازی شبیه
 اق دامات  يک ی از  آب ی  منابع به عمدی حمله واقعی مکان و زمان

. اس ت  غیرعامل زيستیحیاتی در حوزه پدافند  ضروری و مناسب
 توان با اق دا   می شود، شناسايی موقع به تروريستی حمله يک اگر

 ب ا  .شد آتی روزهای پیشگیرانه مانع پیشرفت و انتشار آلودگی در
 ب ه  اس ت  ممک ن  به منابع آب ی  تروريستی حملات اينکه به توجه
 در ک افی  فیزيک ی  حفاظ ت  لذا ت أمین  شود، انجا  مختلفی طرق
 وج ود . اس ت  ض روری  ه ا،  تروريس ت  خرابک اری  عملی ات  مقابل
 کنن دگان  مص رف  س لامت  از حفاظت برای خطر اعلا  های سامانه
 ت ا  کنن د  م ی  استفاده سريع شناسايی آوری فن از و است ضروری

 بخ ش  کارکنان و ملی يا محلی عمومی بهداشت مسئولین که اين
 اص لی  اج زای . دهن د  انج ا   س رعت  به را لاز  اقدامات اضطراری

 ص فات  توص یف  آل ودگی،  شناس ايی  شامل خطر اعلا  های سامانه
 ب  ا ارتب اط  و مک ان انتش ار آل ودگی    تعی ین  آلاين ده،  اختصاص ی 
 رياض ی  دانش. است آلودگی حادثه به واکنش و مرد  و مسئولین

 و محاسبات ها، الگوريتم اعداد، با که است بشری دانش از ای شاخه
 پايدار توسعه و پیشرفت. دارد سروکار مسائل حل برای سازی مدل

 رشد و بنیان دانش صنايع نوين، های فناوری اساس بر که کشورها
 اي ن . دارد رياض ی  دانش و علو  در ريشه خورد، می رقم اقتصادی

 وارد زن دگی  ه ای  بخش تما  به تقريباً است توانسته امروزه علو 
 ک اوی،  داده مانن د  ن وين  ه ای  فن اوری  قابلیت استحکا  به و شود

بیانجام د. ت اکنون    مص نوعی  ه وش  ام ن،  الکترونیک ی  ارتباطات
 تش خی،  و زم ان  و مک ان  بازي ابی  در زمینه شده انجا  مطالعات
 توس  ط زيرزمین  ی و س  طحی ه  ای آب ح  وزه در آلاين  ده من  ابع

-س ازی  ش بیه  از جمل ه  های مختل ف  روش از استفاده با محققان
 اس ت  ش ده  انج ا   رياض ی  آم اری و  زمین-احتمالاتی سازی، بهینه

[18،6.]  

 مسائل معکوس با استفاده حل: سازی بهینه -سازی شبیه روش
به دلیل پايین بودن زم ان اج رای آن از    سازی های بهینه از روش

پرکاربردترين الگوريتم در حوزه مسائل مهندس ی و غیرمهندس ی   
 ش ده  ارائ ه  سازی بهینه مسائل حل برای مختلفی های روش. است
 ه ای  الگ وريتم  جمله از ابتکاری فرا و ابتکاری های الگوريتم. است
 از جواب بهترين ها اساس اين روش .باشند می مسائل گونه اين حل
 ش امل  ه ا  روش ممکن است. اي ن  های جواب از ای مجموعه میان

 س اير  ب ا  ژنتی ک  الگوريتم مانند سازی بهینه الگوريتم يک ترکیب
 محاس باتی  های سامانه به نیاز که طوری به است، عددی های روش

 ب ودن  ب الا  موج ب  ک ه  اس ت  مس ئله  حل جهت قوی پردازنده با
 محسوب روش اين برای اساسی عیب يک و محاسباتی های هزينه
 اص لی  معاي ب  ديگ ر  از روش اي ن   جواب بودن يکتا غیر. شود می

 .[22،21،20،19]است 

 تع داد  ک اهش  ب ا  روش اي ن  در: آماری زمین-احتمالاتی روش
 مس ئله  ه ای  ج واب  ب ه  من تج  که محاسباتی حجم ها سازی شبیه

 روش مزي ت  عنوان به اين که يابد می کاهش نیز شود می بازگشتی
 احتم الاتی  توزيع کاربرد از استفاده روش اين در. شود می قلمداد
 معادل ه  مس تقیم،  مدل از معکوس مدل استخراج با و آماری زمین
 ت ابع  صورت به گذشته زمان در مکان و زمان هر در آلاينده غلظت
 [.25،24،23،17] شود می بیان احتمال توزيع

 س ازی  گسس ته  ب ر مبن ای   ه ا  روش اي ن  اس اس : ریاضی روش
 معادل ه  ب ر  گ رين  ت ابع  روش اعم ال  از معادلات انتگرالی ناش ی 

 م ذکور،  س ازی  گسس ته  انج ا   با. است انتشار-پخش ديفرانسیل
 روش از آن ح ل  برای که گردد می حاصل بدحالت خطی دستگاه
 اس تفاده  سازی منظم های روش اعمال با خطی مجذورات حداقل

 و مک ان  تش خی،  برای[ 21،18] مراجع در[. 26،14،8]شود  می
 غلظت های گیری اندازه از رودخانه در ای نقطه آلاينده منابع شدت
 معک وس  ح ل  به منجر که کردند استفاده دست پايین در آلاينده
 شد. دوبعدی و بعدی يک حالات در انتقال معادله

: از ان د  عبارت آلودگی انتشار منبع يافتن برای مختلف رويکردهای
 منب  ع از رهاش  ده آلاين  ده ت  ابع ش  دت )غلظ  ت( بازس  ازی -1
 . در[27،22]آلاينده  و زمان رهاسازی مکانرديابی -2 ،[28،26]

انتشار آلاينده در حوزه آب زيرزمینی در -مدل پخش پژوهش، اين
سازی تابع شدت آلاين ده   منظور شبیه قالب يک مسئله معکوس به

ع ددی   روش سازی شده و سپس ي ک  های مختلف مدل در زمان
 فرض ی  ه ای  داده از شود. استفاده عددی آن معرفی می حل برای
 روش رياض  ی و م  دل ص  حت و دق  ت حساس  یت، تحلی  ل ب  ه

 .شود می پرداخته شده معرفی

 بعدی ریاضی جریان آلاینده یک  مدل -4

تابع شدت آلاينده در  از ديدگاه رياضیات مهندسی، مسئله تعیین
جزئ ی   توان از طريق معادلات ديفرانسیل های مختلف را می زمان

س ازی ک رد    ص ورت زي ر م دل    به نهايی-مرزی شرايط با سهموی
[29]: 
(1) 

{
 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷(𝑥)

𝜕2𝐶

𝜕2𝑥
− 𝑉(𝑥)

𝜕𝐶

𝜕𝑥
,   (𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × (0, 𝑇)

 𝐶(𝑥, 𝑇) = 𝐹(𝑥),                         𝑥 ∈ 𝛺 = [𝑎, 𝑏],

 𝐶(𝑎, 𝑡) = 𝐶(𝑏, 𝑡) = 0,                     𝑡 ∈ (0, 𝑇),

 

  

,𝐶(𝑥که در آن  0) = 𝑓(𝑥) تابع غلظت  تابع توزيع غلظت آلاينده(
 يک تابع مجهول است و داريم:  اولیه( و 
C(x, t) : تابع غلظت آلاينده در زمانt  و مکانx صورت  که به

 شود تابعی از زمان و مکان تعريف می
D :ضريب پخش آلاينده (m

2
/s) 

V : سرعت آلاينده(m/s) 
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 اس  ت، رياض  ی مس  ائل ت  رين ب  دحالت ج  زء ( مس  ائل1مس  ئله )
 در ي ا  و نداش ته  فرد منحصربه جواب است صورت که ممکن بدين

 ،[31،30]ر باش د  ناپاي دا  مس ئله  های داده به نسبت وجود صورت
 برانگی ز  چ الش  و حس اس  بس یار  مس ائل  گونه حل عددی اين لذا

در زم ان   𝑓(𝑥) است. هدف اص لی تعی ین می زان غلظ ت اولی ه      
𝑡 = آم ده در زم ان    دست های آزمايشگاهی به با استفاده از داده 0
𝑇 ه ای آزمايش گاهی هم واره ش امل      است. با توجه به اينکه داده

ص ورت زي ر در نظ ر     غلظ ت ب ه  خطای محاسباتی است، لذا تابع 
 شود: گرفته می

(1)  𝐹𝛿(𝑥𝑖) = 𝐹(𝑥𝑖) + 𝛿rand(size(𝐹))𝑖 , 

های  گیری داده میزان نويز محاسباتی در اندازه 𝛿که در آن پارامتر 
يک عدد تص ادفی ب ین ص فر و     𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑠𝑖𝑧𝑒(𝐹))𝑖آزمايشگاهی و 

 بر اساس چند [32] 1شبه جواب در اين پژوهش، روش يک است.
يافته برای حل عددی مسئله معک وس   های برنشتاين تعمیم جمله

  f(x)ه دف اص لی تعی ین ت ابع غلظ ت اولی ه        شود.  ( ارائه می1)
 که در رابطه زير صدق کند: طوری ، بهباشد می
(3)  

Min
fϵL2(a,b)

∫ |Fδ(x) − C(x, T; f(x))|
2

b

a

dx 

,C(x ک   ه در آن  T; f(x))   ت   ابع توزي   ع غلظ   ت آلاين   ده در
 f(x)است. تقري ب ت ابع مجه ول     f(x)شده با استفاده از  محاسبه

 شود: صورت زير در نظر گرفته می به
(4)  

f(x) ≈ 𝑓𝑁(x) =∑α𝑙

N

𝑙=0

𝐵𝑁,𝑙(𝑥) 

و  Ωيافته روی ب ازه   توابع پايه برنشتاين تعمیم BN,l(x) در اينجا، 
 شوند: صورت زير تعريف می به
(5)  𝐵𝑁,𝑙(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏) [(

𝑁
𝑙
)
(𝑥−𝑎)𝑙(𝑏−𝑥)𝑁−𝑙

(𝑏−𝑎)𝑁
], 

 واضح است که
BN,l(a) = BN,l(b) = 0. 

( شرايط م رزی مس ئله   5شده در ) لذا توابع پايه برنشتاين تعريف
جای ت ابع   ( به4کنند. با جايگذاری تابع تقريب ) ( را برآورد می1)

f(x) ( خواهیم داشت: 3در رابطه )   

Min
𝑓𝑁𝜖𝐿

2(𝑎,𝑏)
∫ |𝐹𝛿(𝑥) − 𝐶 (𝑥, 𝑇;∑𝛼𝑙

𝑁

𝑙=0

𝐵𝑁,𝑙(𝑥))|

2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

ب ه ازای  ب ا اس تفاده از ش رايط زي ر      α𝑙 بنابراين ضرايب مجه ول  
l=0,…,N   :قابل محاسبه است 

∂

∂α𝑙
(∫ |𝐹𝛿(x) −∑α𝑙

N

l=0

C (x, 𝑇; 𝐵𝑁,𝑙(𝑥))|

2
𝑏

a

dx)  = 0. 

ص ورت زي ر حاص ل     درنتیجه، ي ک دس تگاه مع ادلات خط ی ب ه     
 شود:  می
(6)  𝐴X = 𝑏, 

 

1 Quasi-Solution 

𝐴 = [
𝐴11 ⋯ 𝐴1𝑁
⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑁1 ⋯ 𝐴𝑁𝑁

] ,   b = [
𝑏1
⋮
𝑏𝑁

], 

 که در آن

A𝑖𝑗 = ∫ C(x, 𝑇; 𝐵𝑁,𝑖(𝑥)) . C (x, 𝑇; 𝐵𝑁,𝑗(𝑥)) dx
𝑏

𝑎
, 

X = [α0, α1, … , α𝑁]
𝑇, 

bi = ∫ 𝐹𝛿(x). C (x, 𝑇; 𝐵𝑁,𝑖(𝑥)) dx
b

a

 

های ماتريس متق ارن   شود، مؤلفه طور که ملاحظه می است. همان

A  و بردارb  شامل مقاديرC (x, T; BN,l(x))  باش ند، ل ذا    می
ب ه ازای   م رزی -مس ئله مق دار اولی ه    N+1نیاز به ح ل ع ددی   

l=0,…,N  صورت زير است: به 
(7)  

{
 
 

 
 

𝜕𝐶𝑙
𝜕𝑡

= 𝐷(𝑥)
𝜕2𝐶𝑙
𝜕2𝑥

− 𝑉(𝑥)
𝜕𝐶𝑙
𝜕𝑥
,   

       
 𝐶𝑙(𝑥, 0) = 𝐵𝑁,𝑙(𝑥),                 

             𝐶𝑙(𝑎, 𝑡) = 𝐶𝑙(𝑏, 𝑡) = 0.                    

 

,Cl(xکه در آن  t) ≔ C(x, T; BN,l(x))  .است 

 عددیبحث و نتایج  -5

منظ ور بررس ی دق ت و ص حت م دل رياض ی        در اين بخش، ب ه  
طور فرض ی مق ادير زي ر در نظ ر گرفت ه       به ،3شده در بخش  بیان
 شود: می

{
 
 

 
 

[𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋],     [0, 𝑇] = [0,10],
𝐷(𝑥) = 1,    𝑉(𝑥) = 0.2,

𝛼 =
𝑉

2𝐷
, 𝛽 =

𝑉2

4𝐷
,

𝐶(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑥 − (1 + 𝛽)𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑥),

 

 تغییر متغیربا 

𝐶(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑥 − 𝛽𝑡)𝑊(𝑥, 𝑡); 
 صورت زير نوشت: توان به ( را می7مسئله )

{
 
 

 
 
𝜕𝑊𝑙

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑊𝑙

𝜕2𝑥
,      (𝑥, 𝑡) ∈ [0, π] × (0,10),

 
 𝑊𝑙(0, 𝑡) = 𝑊𝑙(𝜋, 𝑡) = 0,      𝑡 ∈ (0,10),

𝑊𝑙(𝑥, 0) = 𝑒𝑥𝑝(−𝛼𝑥)𝐵𝑁,𝑙(𝑥) ,              

       (8)  

( 8مسئله ) 2نیکلسون-بر اساس روش تفاضلات متناهی کرانک
 شود: سازی می زير گسسته صورت به

0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛+1 = 𝜋,  (∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ), 
   

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑚+1 = 𝑇,     (∆𝑡𝑖 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 = 𝑘),    
 

{
  
 

  
  𝑊𝑖,𝑗+1 −  𝑊𝑖,𝑗

𝑘
=
1

2
(

 𝑊𝑖+1,𝑗 − 2 𝑊𝑖,𝑗 +  𝑊𝑖−1,𝑗

ℎ2
+

 𝑊𝑖+1,𝑗+1 − 2 𝑊𝑖,𝑗+1 +  𝑊𝑖−1,𝑗+1

ℎ2

)

 𝑊0,𝑗 = 𝑊𝑛+1,𝑗 = 0              𝑗 = 0,… ,𝑚 + 1,

      𝑊𝑙,0 =  𝐵𝑁,𝑙( 𝑥𝑖),                  𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1,         

 

 

2 Crank–Nicolson Method 
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 که در آن
      Wi,j ≈ W(xi, tj);    𝐶i,j = 𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑥𝑖 − 𝛽𝑡𝑗)W(xi, tj)  

 N افزايش با چون است، بدوضع( 6) خطی معادلات است. دستگاه
ش ود،   م ی  بزر  خیلی آن حالت عدد A ماتريس بعُد در نتیجه و

 و برای حل آن دقی ق  تکراری و مستقیم های روش از استفاده لذا
 TSVD س ازی  منظم روش از منظور همین به بود، نخواهد پايدار
فلوچ ارت  . ش ود  می استفاده پايدار تقريبی جواب يک تعیین برای

 صورت زير است: يافته به جواب تعمیم-کلی روش شبه

 

 =180mو  =60n يافت ه ب ه ازای   تعم یم  جواب-شبه در ادامه، روش

، شامل نمودار تابع شدت (1)شود. شکل  اجرا میمطابق فلوچارت 
)نمودار خط تیره( و ت ابع ش دت آلاين ده     شده سازی آلاينده شبیه

اس ت و نم ودار    δ =01/0با  N=3به ازای نمودار خط صاف( )دقیق 
ش گ زار  (2)شکل در حاصل از اجرای روش مطلق خطا  تابع قدر

ش ده   روش عددی معرفیاست. اين نمودارها، دقت و کارايی  شده
𝑡برای بازيابی تابع شدت آلاينده در لحظه   =  دهد.   را نشان می 0

 

نمودار ) t=0 لحظه در شده سازی شبیه آلاينده شدت تابع (:1) شکل

با خط  نمودار) t=0 لحظه در واقعی آلاينده شدت تابع ،(چین خط

 .(صاف

 

 δ= 01/0 و N=3 ازای خطا به مطلق تابع قدر نمودار (:2) شکل

مربوط به  کانتور صحت سنجی مدل رياضی، نمودارهایبه منظور 

 بر اساس دو تابع غلظ ت اولی ه دقی ق      c(x,t)آلاينده تابع غلظت

f(x) ش ده  سازی و شبیه𝑓3(𝑥)   گ زارش   (4( و )3)ه ای   در ش کل

، ريشه دو  مثبت مق ادير  Aماتريس   𝜎𝑖مقادير تکین شده است. 

 شود: صورت زير تعريف می و به 𝜆𝑖ويژه 

𝐴. 𝑋𝑖 = 𝜆𝑖𝑋𝑖,    𝜎𝑖=√𝜆𝑖
2

,   i=1… N+1. 

باش ند.   بردارهای ويژه متناظر ب ا مق ادير وي ژه م ی     𝑋𝑖که در آن 

 عدد د رامنفرار مقد ترين کوچکبه د منفرار مقد ترين بزر نسبت 

𝑐𝑜𝑛𝑑(𝐴)د نامند و ب ا نم ا   می Aماتريس  حالت =
𝜎1

𝜎𝑁+1
نم ايش   

    ش ود. ه ر ماتريس ی ب ا ع دد حال ت خیل ی ب زر           داده م ی 

(≪ 𝑐𝑜𝑛𝑑(𝐴)1014نامند. رفت ار نزول ی    می 1( را ماتريس بدحالت

در  N=5,3ب ه ازای   Aنمودارهای لگاريتمی مقادير تکین ماتريس 

 کند.  را تأيید می  Aبدحالتی ماتريس ضرايب  ،5-6های  شکل

 

 اولیه تابع به ازای  C(x,t)آلاينده تابع غلظت کانتور نمودار :(3) شکل

 .f(x)دقیق 

 

1 Ill-conditioned 
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به ازای تابع اولیه  C(x,t)نمودار کانتور تابع غلظت آلاينده  (:4) شکل

 𝑓3(𝑥) )تقريبی( شده سازی شبیه

 

 δ =01/0 و  N=3به ازای  Aمقادير تکین ماتريس ضرايب  (:5) شکل

 

 .δ =01/0 و  N=5به ازای  Aمقادير تکین ماتريس ضرايب  (:۶) شکل

 عددو  روش اجرای از حاصل مطلق خطای اندازه ،(1) در جدول
 مختلف مقدار سهو  N=5,3به ازای A  ماتريس حالت

1/0,05/0,01/0=δ شده است. نتايج عددی در اين جدول  گزارش

به دلیل رشد عدد حالت  δو  Nافزايش مقدار  دهد که نشان می
A باعث افزايش خطا و های مسئله،  ه و ايجاد اختلال زياد در داد

به عنوان يک نتیجه کلی،  شود. می تقريبی جواب کاهش دقت در
های  بین روشاز ، (2)شده در جدول  با مقايسه تطبیقی انجا 

ه از شود استفاد موجود در حل مسائل معکوس، ملاحظه می
اعتمادتر  هزينه و قابل ها کم های رياضی نسبت به ساير روش روش
 است.

 های موجود در حل مسائل معکوس روش تطبیقی مقايسه: (2) جدول

 معایب مزایا روش

-سازی شبیه

 بهینه سازی

پايین بودن زمان اجرای -1
 روش

بندی و اجرای  فرمول -2 
 ساده روش

بالا بودن هزينه  -1
دلیل نیاز به محاسباتی به 

های محاسباتی با  سامانه
غیر يکتا -2پردازنده قوی 

 بودن و عد  پايداری جواب

-احتمالاتی 

 زمین آماری

تعیین جواب بدون نیاز به 
های تکراری يا با  الگوريتم

حداقل تعداد تکرار نسبت 
   های  به روش
 سازی بهینه-سازی شبیه

های آماری  نیاز به داده-1
محاسبات زياد برای انجا  

افزايش  -2با دقت بالا 
 هزينه و زمان انجا  پروژه

 ریاضی

تولید جواب با پايدار -1
عد  -2عددی و دقت بالا 

های  نیاز به الگوريتم
تکراری پیچیده در تعیین 

 جواب

پیچیدگی محاسباتی در 
حل مسائل )معکوس يا 
 غیرمعکوس(  با بعُد بالا

 گیری نتیجه -۶

 تهديدات منظور شود، می زيستی تهديدات از صحبت وقتی
 ساز انسان تهديدات بلکه نیست، سیل و زلزله جمله از طبیعی
. آيد می پیش دشمن نشانده دست عوامل دشمن يا توسط که است

 های بیولوژيکی حمله طريق از آبی منابع در تروريستی عملیات
شمار  ترين تهديد زيستی در حوزه منابع آبی کشور به يکی از مهم

رياضی در   هدف اصلی در اين پژوهش، استفاده از مدل ود.ر می
سازی نحوه توزيع مکانی آن  رديابی تابع شدت آلاينده و شبیه

. است به آب زيرزمینی مکان و زمان ورود آلاينده منظور تعیین به
و  با مشتقات جزئی ديفرانسیل قالب يک معادله اين مسئله در

سازی رياضی  مدل( معکوس مسئله) نهايی -مرزی شرايط تحت
صحت آمده در اين پژوهش، دقت و  دست به عددی نتايج .شود می

دهد. خطای بین جواب  مینشان شده را  روش رياضی معرفی
  δ= 01/0حاصل از اجرای روش به ازای  شده سازی واقعی و شبیه

 .است درصد 4 حداکثر

 حالت عدد و N مختلف مقادير ازای به مطلق خطای اندازه  (:1) جدول

 A ماتريس ضرايب

 Aعدد حالت 

 N=5به ازای 
||f − f5|| 

 Aعدد حالت 

 N=3به ازای 
||f − f3|| δ 

101۶×25/1 1-10×044۷/1 1015×0۶/5 2-10×0۷33/4 01/0 

101۶×25/1 1-10×1۶40/1 1015×0۶/5 2-10×۶۸۹۸/5 05/0 

101۶×25/1 1-10×5232/1 1015×0۶/5 2-10×3011/۹ 1/0 
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Application of mathematical model in biological passive 

defense: simulation of pollution flow in groundwater 
 

Houshyar Eimani kalehsar*,   Younes Talaei 

 

Abstract 

Pollution of water resources poses a significant and fundamental challenge to human life and the 
well-being of all living organisms. The presence of management gaps in this critical area creates 
vulnerabilities for potential bioterrorist attacks and contamination of water sources. An essential 
and practical approach to managing groundwater resources, particularly in identifying the time 
and location of pollutant releases into water, involves the utilization of mathematical models 
governing pollutant flow. Compared to other practical methods, mathematical modeling offers a 
reliable and cost-effective solution that is computationally feasible. The primary objective of 
this research is to simulate the initial pollutant intensity function (at t=0) through a mathematical 
backward in time inverse problem. This issue stands as one of the foremost challenges in water 
resources management and engineering, garnering significant attention from researchers. In this 
study, initially, a mathematical model of pollutant flow in groundwater is presented, where the 
initial pollutant intensity function is unknown. Then, a new numerical method based on the 
pseudo-solution method is employed to calculate an approximation for this function using a 
linear combination of Bernstein polynomials. The mathematical model is numerically analyzed 

and scrutinized through a specific example. The numerical results indicate that the initial 

pollutant intensity function can be precisely simulated by utilizing the pollutant intensity 
function at any time t>0. For an error level of δ=0.01 in the input data, the approximate solution 
obtained through the introduced numerical method exhibits a maximum error of 4%. 
 

Keywords: Groundwater pollution, Simulation of intensity pollution function, inverse problem, Passive defense. 
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