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چكيده:
هدف اين مطالعه، بررسى و تحليل مدل ها و چارچوب هاى عمده اى است كه محققان و آموزشگران 
رياضى براى بررسـى پاسـخ هاي افراد به مسـائل مرتبط با اثبات در رياضيات پيشنهاد داده اند. در اين 
پژوهـش 8 مدل، از جمله مدل هاى محققانى همچون هارل و سـاودر، ركيـو و گودينو، ميازاكى، بالاچف، 
معرفى و مورد تجزيه و تحليل قرار گرفته است. هر مدل  به نوعى، روش استدلال و اثبات پاسخ دهندگان 
را طبقه بندى مى كند. بر اساس توضيحاتى كه محققان براى طبقات مختلف مدل هاى خود بيان مى نمايند، 
جدولى ارائه مى گردد كه در آن، همپوشانى و تمايز بين اين طبقات نشان داده مى شود. نتايج بررسى و 
تحليل مدل ها نشـان مى دهد كه طبقه بندى پاسـخ  افراد به مسائل مرتبط با اثبات، مى تواند به دو صورت 

زير انجام پذيرد؛
1. بدون توجه به ديدگاه افراد نسبت به اثبات و صرفاً براساس روش استدلال  آنها؛

 2. با توجه به نوع تفكر افراد در فرايند اثبات و همچنين روش استدلال  آنها در ارائه ى اثبات. 
در اين پژوهش با  استفاده از مدل هاى مورد مطالعه، چارچوب جديدى ارائه گرديده است؛ به گونه اى 
كه مى توان اسـتدلال هاى مختلف رياضى را در آن طبقه بندى نمود. در اين چارچوب، استدلال هاى افراد 
در فرايند اثبات يك گزاره، از نظر روش و شـكل ارائة آنها دسـته بندى مى شـوند كه با اسـتفاده از آن، 
مى توان علاوه بر ارزيابى توانايى دانش آموزان در فرايند اثبات، روش تفكر و ديدگاه آنها را نيز نسـبت 
به اين فرايند، مورد بررسـى قرار داد. به نظر مى رسـد كه اين چارچوب، تا حدود زيادى مى تواند طبقات 

مختلف مدل هاى ارائه شده توسط محققان ديگر را در برگيرد. 
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1. مقدمه
اســتدلال۲ و اثبات۳، از مهارت هايی هســتند که به طور کلی در زندگــی روزمره و به طورخاص در 
آموزش رياضی از جايگاه خاصی برخوردارند. آشــنايی فرد با اين دو فرايند در رياضيات و توانايی به 
کارگيری آن ها می تواند زمينه ســاز تفکر منطقی او باشد. قضاوت در مورد درستی يک استدلال، قضيه يا 
گزاره ای در رياضيات، از فرايندی به نام اثبات «نشأت» می گيرد. بسياری از محققين آموزش رياضی بر 
اين باورند که فرايند استدلال و اثبات برای شناخت و انجام فعاليت های رياضی و توسعة تفکر منطقی 
ضروری و يکی از ابزار های مهم در آموزش و يادگيری رياضيات می باشــد (NCTM ۴، ۲۰۰۰؛ هارل۵ 
و ساودر۶، ۲۰۰۷؛ استايليانيدز۷ و استايليانيدز، ۲۰۰۸؛ هنا۸ و باربيو۹، ۲۰۰۸؛ يان کلويتز۱۰، ۲۰۰۹؛ کاگچه۱۱، 
آيدين۱۲ و ييلديز۱۳، ۲۰۱۰). ممکن است برای يک رياضيدان با تجربه، پاسخ به اين سؤال که ” يک اثبات 
رياضی چيســت؟ ” تا اندازه ای سرراست و آسان باشد. به عنوان مثال، از نظر بسياری از رياضيدانان و 
آموزشگران رياضی (گريفيتس۱۴، ۲۰۰۰؛ وبر۱۵، ۲۰۰۵؛ بايازيت۱۶، ۲۰۰۹) اثبات رياضی، دنباله ای منطقی 
از استدلال هايی است که با يک مجموعه از داده های معين و مشخص (مانند اصول موضوعه، تعاريف، 
مفروضات و نتايج ثابت شــده ی قبلی) شــروع می شود و با استفاده از مراحل منطقی به يک نتيجة معتبر 
می رســد؛ اما استفاده از اين تعريف می تواند برای يک دانش آموز که نوشتن اثبات را شروع کرده است، 
مبهم و ناآشنا باشد و سؤالاتی را برای او مطرح كند؛ از جمله اينکه چگونه تشخيص دهيم کدام اصول 
موضوعه بايد برای شروع اثبات به کار برده  شود؟ يا چگونه مراحل منطقی مورد نياز مشخص می شود؟ 

و سؤالاتی از اين قبيل.
علاوه بر رياضي دانان، بسياری از نظريه پردازان نيز، از ديدگاه آموزشی و معرفت شناختی، در پي يافتن 
پاسخ به اين پرسش بوده اند که ماهيت اثبات رياضی چيست؟ كه بايد گفت جواب نهايی و منحصربه فردی 
برای اين پرسش وجود ندارد، بلكه در شاخه های مختلف رياضی و با توجه به جوامع مورد نظر می توان 
تعاريفی با شرايط و ملاک های متفاوت برای اثبات ارائه کرد. از نظر هارل و ساودر (۲۰۰۷) در پاسخ به 
اين سؤال بايد به چند فاکتور مهم توجه نمود. اول اينکه ساختِ يک دانش جديد در خلاء رخ نمی دهد، 
بلکه از طريق دانش موجود شکل می گيرد و چيزی که فرد در حال حاضر می داند، اساس آنچه را که در 
آينده خواهد دانست، تشکيل می دهد. دوم اينکه فرد بايد درستی مفهوم اثبات را همان گونه که در طول 
تاريخ رياضيات فهميده شده و با آن کار شده است، در نظر بگيرد. سوم اينکه به دليل وابسته بودن مفهوم 
اثبات به شرايط و ملاک های جامعة مورد نظر، شخص بايد ماهيت اجتماعی اثبات را بشناسد. به عبارت 
ديگر، آنچه به عنوان يک استدلال متقاعد کننده توسط يک شخص ارائه می شود بايد توسط ديگران نيز 
پذيرفته شــود. بنابراين مشاهده می شــود که اثبات، يک فعاليت پيچيدة رياضی است که بررسی ماهيت 
و تعريف آن، به عوامل زيادی از جمله عوامل شــناختی، رياضی، تاريخی، معرفت شناختی و اجتماعی 

بستگی دارد (وبر، ۲۰۰۵؛ هارل و ساودر، ۲۰۰۷). 
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اثبات يک گزاره توسط رياضيدانان، معلمان و يادگيرندگان می تواند شکل های مختلفی به خود بگيرد که 
هر يك از اين شكل ها ممکن است «هدف»هاي خاصی را مورد توجه قرار دهد. بالاچف (۲۰۱۰) معتقد 
است که اين اهداف شامل بررسی قطعيت۱۷، ايجاد درک و فهم و همچنين نياز به يک ارتباط موفقيت آميز 
می باشــد. او بيان می دارد كه ماهيت پيچيدة اثبات رياضی بر اين واقعيت استوار است که هر گونه تلاش 
برای ايجاد يک اثبات براساس هر يک از اين سه هدف، می تواند ارزش و اعتبار دو هدف ديگر را تغيير 
دهد. به عنوان مثال، بالاچف (۲۰۱۰) بيان می دارد که نگاه به اثبات از جنبة قطعيت، برای انتقال ايده ها و 
مفاهيم منطقی رياضی وجهی الزامی است. اما چنين ديدگاهی صرفاً برای يادگيری و آموزش اثبات، قابل 
قبول نخواهد بود؛ به خصوص وقتی که دانش آموزان برای اولين بار با اثبات رياضی روبه رو می شــوند و 
ساختار کنترلی۱۸ آنها هنوز کامل و آماده نيست. در اغلب موارد، پذيرش يک استدلال منطقی به عنوان يک 
اثبات، هرچند هم که معتبر باشــد به تجربه و دقت فرد اثبات کننده و مخاطب او بســتگی دارد. در واقع 
پذيرش يک اثبات و تعيين اعتبار آن، فرايندی اجتماعی است و وابسته به ملاک های مورد پذيرش و قابل 
قبول افراد جامعة موردنظر می باشــد (ميولر۱۹، ۲۰۰۷؛ کادوالادرولســکر۲۰، ۲۰۰۷). يکی از مباحثی که در 
تحقيقات مرتبط با آموزش رياضی مورد بررسی قرار گرفته است، توانايی دانش آموزان و دانشجويان در 
زمينة اســتدلال و اثبات است (به عنوان مثال، هارل  و ساودر، ۱۹۹۸؛ ميازاکی۲۱، ۲۰۰۰؛ هيلی۲۲ و هويلز۲۳، 

۲۰۰۰ ؛ استايليانيدز، ۲۰۰۵، ۲۰۰۷ ؛ چين۲۴ و لين۲۵، ۲۰۰۹؛ راموس۲۶ و اينگليس۲۷، ۲۰۱۱). 
بررســی مهارت ها و توانايی هاي دانش آموزان در زمينة اثبات رياضی کار ســاده ای نيســت؛ زيرا 
همان گونه که بيان گرديد، به طور کلی اين فرايند، تحت تأثير رويکرد های آموزشی، فرهنگی، اجتماعی 
و تاريخی اســت (هارل و ســاودر،۲۰۰۷) و به طور خاص، فرايندی اســت که شــامل مجموعه ای از 
دانش، باورها، شايستگی ها و توانايی هاي دانش آموزان در استدلال های منطقی و تشخيص فرضيه ها و 
ساختار های منطقی می باشد (وارجيس۲۸، ۲۰۰۷). با اين وجود، بررسی ديدگاه فراگيران در مورد اثبات 
و آگاهــی از توانايــی و نوع مهارت آنها در اين زمينه، می تواند بر تصميم گيری معلمان، آموزشــگران 
و برنامه ريزان درســی در روند آموزش دانش آموزان و دانشــجويان مؤثر باشد. شونفلد (۱۹۹۴) معتقد 
است که «اثبات يکی از بيشترين موارد بدفهمی را در برنامة درسی رياضيات دارد و ما واقعاً نياز داريم 

که آن را طبقه بندی کنيم» (ص۲۵).
 هــدف ايــن مطالعــه که بــه روش توصيفی ـ تحليلــی صورت گرفته اســت، بررســی مدل ها و 
چارچوب هايی اســت که محققان و آموزشــگران رياضی برای دسته بندی و بررسی پاسخ فراگيران به 
مسائل مرتبط با اثبات پيشنهاد داده اند. قابل توجه است که هر يک از اين دسته بندی ها به نوعی روش 
کار دانش آموزان يا دانشجويان را در فرايند اثبات مشخص مي كند و حتی در برخی موارد اين روش ها 
می توانند نوع تفکر و ديدگاه فراگيران را نيز نســبت به فرايند اثبات مشــخص نمايند. همچنين در اين 
مطالعه، بر مبنای تحليل مدل های موجود، چارچوبی توســط مؤلفان مقاله پيشنهاد می گردد که به کمک 
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آن و بر اساس روش و شکل استدلال ها تا حدودی می توان علاوه بر مطالعة توانايی دانش آموزان در 
فرايند اثبات، روش تفکر و ديدگاه آنها را نيز نسبت به اين فرايند، مورد بررسی قرار داد.

2. معرفى و بررسى مدل هاى اساسى اثبات در آموزش رياضى 
به نظر می رسد يکی از دلايل عمدة مشکلات دانش آموزان در درک و فهم اثبات و بيان آن، اين است 
که برخی از معلمان آنچه را که از نگاه دانش آموزان به عنوان دليل و مدرک برای اثبات يک گزاره در نظر 
گرفته می شــود، مورد توجه قرار نمی دهند و به جای اينکه به تدريج فهم آنها را در زمينة اثبات و ارائة 
اســتدلال های معتبر تصحيح کنند، روش های اثبات و قوانيــن تلويحی را به آنان تحميل می کنند. توجه 
به اين نکته ضروری اســت که در بســياری از مواقع اين قوانين با آنچه که دانش آموزان را، به ويژه در 
دوره های مقدماتی، متقاعد می کند، نامتناسب و ناهماهنگ است. به عنوان مثال، برخی از معلمان تمايل 
دارند که اثبات يک گزارة رياضی را تنها به شکل رسمی و نمادين ارائه دهند، در حالي که دانش آموزان 
تازه کار اين روش را به خوبی درك نمي كنند. به طور کلی دانستن اينکه چه چيزی تفکر دانش آموزان را 
در مورد اثبات هدايت می کند، برای معلمان و برنامه ريزان درسی امری ضروری است (هارل و ساودر، 
۱۹۹۸). يکی از روش های آشنايی با نوع تفکر فراگيران در اين زمينه، بررسی و طبقه بندی سطوح تفکر و 
مهارت آنها در فرايند اثبات رياضی می باشد. اين دسته بندی می تواند منجر به شکل گيری يک چارچوب 
و مدل آموزشــی شــود؛ به گونه ای که  ابزاری مناسب برای آموزشگران و معلمان به منظور شناخت نوع 

تفکر فراگيران و توانايی آن ها در فرايند اثبات باشد.
مدل هايی که در اين قســمت تشــريح می شــوند و در ادامه مورد بررســی و تحليل قرار می گيرند، 
درواقع چارچوب هايی هســتند که محققانی همچون بالاچف (۱۹۸۸)، ميازاکی (۲۰۰۰)، هارل و ساودر 
(۱۹۹۸،۲۰۰۷)، وبــر (۲۰۰۴،۲۰۰۵)، رکيــو۲۹ و گودينــو۳۰ (۲۰۰۱) و ديگــران، در ارتباط با پاســخ های 
دانش آموزان يا دانشجويان به مسائل مرتبط با اثبات های رياضی،  پيشنهاد داده اند. به نظر می رسد که برخی 

از اين مدل ها از اهميت بيشتری برخوردارند که در مورد آنها توضيح بيشتری ارائه خواهيم داد.

 1 . 2. سطوح اثبات31 در مدل بالاچف (1988)
بالاچف (۱۹۸۸) در مطالعة خود، سطح اثبات دانش آموزان دورة متوسطه را مورد توجه قرار می دهد 
و فرايندی را که دانش آموزان در انجام يک اثبات برای رسيدن به نتيجة کلی طی می کنند، به دقت بررسی 
می کند. وي در مطالعة خود، دانش آموزان را تشويق می کند تا به طور گروهی روی يافتن راه حل اين مسأله 
کار کنند:«روشــی برای پيدا کردن تعداد قطرهای يک چند ضلعی کــه تعداد رئوس آن را می دانيم، پيدا 
کنيد». بالاچف پس از تحليل نتايج، پاسخ های دانش آموزان را در چهار دستة مختلف طبقه بندی می نمايد 
و معتقد است که اين دسته ها چهار سطح پيچيدة تفکر دانش آموزان را نشان می دهند. وي اين دسته ها را 
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بدين صورت نامگذاری كرده است::
ــاده۳۲ (غير دقيق): به نظر بالاچف، اين ســطح از اثبات، به معنای تأييد يک گزاره  ۱. تجربه گرايی س
از طريق بررســی تعدادی از مثال ها اســت که به طور تصادفی انتخاب شده اند. به عنوان مثال، او 
در تحقيق خود نشان می دهد که برخی از دانش آموزان برای پاسخ به سؤال مطرح شده يک مربع، 
يک شــش ضلعی و يک هشت ضلعی را بررسی مي كنند و سپس به اين نتيجه می رسند که تعداد 
قطرهــای يــک چند ضلعی را می توان با توجه به تعداد رئوس آن بيان نمود. در واقع آن ها با چند 

مثال خاص به يک نتيجة کلی دست می يابند.
۲. آزمايش تعيين کننده۳۳: اين سطح شامل تأييد يک گزاره بر اساس بررسی يک مثال خاص می باشد 
که با دقت و به عنوان يک نمونة پرمايه انتخاب شده است. به عنوان مثال، در تحقيق بالاچف، برخی 
از دانش آموزان يک چند ضلعی پانزده رأســی را انتخاب كرده اند و بر اين باورند که ادعای بيان 
شده  با اين مثال خاص ثابت می شود و می توان يک قانون کلی بيان نمود. به عبارت ديگر در اين 
ســطح، دانش آموز گزاره را از طريق يک مثال که با دقت انتخاب شــده و دارای ويژگی خاصی 

است بررسی می کند. 
البته همان گونه که وارجيس (۲۰۰۷) نيز بيان می کند تمايز بين دو سطح اول و دوم در مدل بالاچف 
تا حدودی مشــکل اســت به ويژه اگر تنها محصول نهايی اثبات دانش آموز را مشاهده نماييم؛ البته مثال 

انتخاب شده در سطح دوم، نسبت به مثال سطح اول از پيچيدگی بيشتری برخوردار است.
۳. مثال نوعی۳۴: در اين سطح، دانش آموز مثالی را انتخاب می کند که تعميمی از يک دسته است و تمام 
ويژگی های آن دسته را دارد. سپس عمليات و تبديل هايی را روی آن مثال انجام می دهد تا بتواند 
برای تأييد ادعا به يک توجيه برسد، سپس اين عمليات و تبديل ها را به کل دسته تعميم می دهد. 

در اينجا با بيان مثالی ديگر سعی می کنيم ايدة بالاچف را به خوبی تشريح كنيم.
برای اثبات گزارة «جمع دو عدد فرد، عددی زوج می شــود»، اثبات نمايش داده شده در شکل۱، 
می تواند در اين دسته قرار گيرد. اگر توجه کنيم، مي بينيم كه يک دسته بندی در شکل ۱، برای دو عدد 
فرد و ســپس عدد زوج، انجام گرفته اســت که اين دسته بندی را می توان برای تمام اعداد فرد و زوج 
انجــام داد. بدين صــورت دانش آموز نتيجه ای را که از مثال نوعی ( شــکل ۱) گرفته می شــود به يک 

مجموعة بزرگتر تعميم می دهد.

نمونه اى از اثبات در سطح مثال نوعيشكل 1     
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ــه) فکری۳۵: در اين ســطح، دانش آموزان قادرند کــه از مثال ها، تصاوير و کارهای  ۴. آزمايش(تجرب
تجربــی و عملی فاصله بگيرند و باتوجه به ويژگی های يــک موقعيت و روابط بين آن ويژگی ها، 
با اســتفاده از اســتتنتاج منطقی، توجيهی برای تأييد يک گزاره ارائه دهند. در واقع در اين سطح، 

فعاليت ها درونی شده و بدون بررسی مثال ها می باشند. 
بالاچف معتقد است که اين چهار سطح از تفکر دانش آموزان در زمينة اثبات را می توان در دو دستة 
کلــی قــرار داد كه خود آنها را تحت عنوان توجيهات عملــی۳۶ و توجيهات مفهومی۳۷ معرفی می نمايد. 
بالاچف، آن دســته از توجيهاتی را که براساس مثال ها و تصاوير می باشند، جزء  توجيهات عملی درنظر 
می گيرد و سه سطح اول را در اين دسته قرار می دهد و توجيهاتی را که بر اساس فرمول های انتزاعی و 
مجرد و روابط بين آنها می باشند، و در واقع نوعی از استدلال استنتاجی در آنها ديده می شود، توجيهات 
مفهومی می نامد و متعلق به سطح چهارم می داند. لازم به ذکر است که چارچوب بالاچف می تواند روشی 

برای تحليل و دسته بندی حدسيات و توجيهات دانش آموزان در همة دوره هاي تحصيلی باشد. 

 2 . 2. سطوح اثبات در مدل ميازاكى (2000)
ميازاکی (۲۰۰۰) با بررسی توانايی اثبات دانش آموزان در دورة متوسطه، مدلی را برای سطوح اثبات 

آنها پيشنهاد می دهد. او در تحقيق خود از دانش آموزان می خواهد که گزارة زير را ثابت کنند؛
گزاره «ثابت كنيد كه جمع سه عدد متوالی، سه برابر عدد ميانی است.»

ميازاکی بر اساس پاسخ دانش آموزان، چهار سطح اثبات آنها را از دو جنبه بررسی مي كند که عبارتند 
از: ۱. محتــواي۳۸ اثبــات، و ۲. بازنمايی۳۹ (ارائة) اثبات. طبقه بندی ســطوح اثبات از ديدگاه ميازاکی در 

جدول۱، ارائه شده است؛

جدول 1.  طبقه بندي سطوح اثبات دانش آموزان از ديدگاه ميازاكي (2000)                                                                                   

                                    محتوا
بازنمايي

استدلال استنتاجي41استدلال استقرايي40

اثبات Aاثبات Dزبان رسمي استدلال

اثبات Bاثبات Cزبان هاي ديگر، تصاوير و وسايل قابل استفاده

در جدول شــمارة ۲، مثال هايی از چهار ســطح اثبات که ميازاکی (۲۰۰۰) در کار دانش آموزان خود 
مشاهده می کند، بيان می گردد. 
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جدول 2.  مثال هايي از چهار سطح اثبات كه ميازاكي (2000) در كار دانش آموزان مشاهده مي كند.                                                                                   

سطح 
توضيحمثالي از اثبات در سطح موردنظراثبات

A ــه عدد اثبات ــم n-1 و n و n+1 س ــرض مي كني ف
متوالي باشند، در نتيجه داريم:

(n-1)+n+(n+1)=n+n+n-1+1=3n
پس درستي گزاره ثابت مي شود.

ــتدلال استنتاجي براساس  ــامل اس در واقع اين اثبات، ش
فرضيه هايي است كه قبلاً درستي آنها را پذيرفته ايم وزبان 

اين اثبات، رسمي و نمادين مي باشد.

B ــود، يك مهره از اثبات ــكل مشاهده مي ش همان گونه كه در ش
ستون سوم به ستون اول جابه جا مي شود و درستي گزارة 
مطرح شده با تصوير نشان داده مي شود. ميازاكي (2000) 
ــامل فرايند تغيير42 (تبديل)  ــت اين اثبات، ش معتقد اس
ــد كه خود بيانگر يك استدلال استنتاجي  شكل مي باش
ــت و  بيان اثبات از طريق استفاده از شكل ها و تغيير  اس

آنها صورت مي پذيرد.

C 4×3=5+4+3اثبات
7+8+9=3×8
569+570+571=3×570
در نتيجه، جمع سه عدد متوالي سه برابر عدد 

مياني است.

ــطح از اثبات، شامل استدلال استقرايي است كه با  اين س
نمادهاي عددي (9، 570 و...) نمادهاي عملياتي (+، ×) و 
نمادهاي ارتباطي (=) و اصطلاحات رياضي (اعداد متوالي 
ــمي  ــود. اين علائم به عنوان يك زبان رس و...)، ارائه مي ش
ــه تنها به عنوان  ــوند، بلك ــتدلال در نظر گرفته نمي ش اس
نمادهايي براي پيشبرد محاسبه به كار مي روند (ميازاكي، 

.(2000

D اثبات    a+b+c=3b (سه عدد متوالي اند c و b و a)
e+f+g=3f (سه عدد متوالي اند g و f و e)
i+j+k=3j (سه عدد متوالي اند k و j و i)

در نتيجه، جمع سه عدد متوالي سه برابر عدد 
مياني است.

ــاي جبري، بيانگر  ــطح از اثبات، تفاوت نماده در اين س
تفاوت سه عدد است. 

گزارة كلي براساس اين سه مورد نتيجه گيري شده است. 
اگرچه در اين اثبات، نمادهاي جبري و عددي به گونه اي 
مرتب شده اند كه بيانگر گزارة «جمع سه عدد متوالي، سه 
ــت» هستند، اما از قانون خاصي براي  برابرعدد مياني اس

مرتب كردن يا كوتاه كردن جملات استفاده نشده است.

همان گونه که ميازاکی (۲۰۰۰) بيان مي كند، اثبات  A در پيشــرفته ترين ســطح استدلال در رياضيات 
متوســطه قــرار دارد و اثبات C دارای پايين ترين ســطح دراين طبقه بندی می باشــد. همچنين او اثبات 
B و D را حد وســط اثبات های A و C می داند و معتقد اســت که با انجام فعاليت های مناسبی می توان 
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ســطوح اثبات دانش آموزان را ارتقا داد به گونه ای که به ســطح A برســند. علاوه بر اين، ميازاکی سطح 
اثبات B را مقدمه ای برای ورود به ســطح A می داند. توجه به اين نکته ضروری اســت که برای ارتقاي 
ســطح اثبات دانش آموزان، ابتدا بايد آنها اهميت و ضرورت ورود به ســطوح بالاتر اثبات را درک کنند. 
از اين رو معلم بايد سعی كند در قالب مثال ها و فعاليت های مناسب، محدوديت استدلال استقرايی را به 

دانش آموزان نشان دهد.

 3 . 2. روش هاى اثبات در مدل وبر (2004، 2005)
وبر(۲۰۰۴ و ۲۰۰۵) در مطالعة خود چارچوبی را ارائه مي كند که می توان برای توصيف فرايندهای 
نوشــتن اثبات دانش آموزان و دانشجويان از آن اســتفاده نمود. او در اين چارچوب، سه روش اثبات را 

معرفی می کند که عبارتند از: ۱. روش رويه ای۴۳ ۲. روش اصولی۴۴ ۳. روش معنايي۴۵. 
وبر در پژوهش خود فرايند نوشتن اثبات دانشجويان دورة کارشناسی را مورد بررسی قرار می دهد. 
اين مشــاهدات و بررسی ها شامل مصاحبه و درخواســت از دانشجويان برای بلند فکرکردن۴۶ در طول 
تلاششان برای اثبات گزاره ها ی موردنظر است. در ادامه، چارچوب ارائه شده توسط وبر به اختصار بيان 

می گردد.
1 . 3 . 2. اثبات رويه اى

وبر (۲۰۰۴و۲۰۰۵) معتقد است که در يک اثبات رويه ای، شخص تلاش می کند از طريق به کاربردن 
رويه ها به نتيجة مورد نظر برســد. يعنی مجموعه ای از مراحل معين و مشــخص که شخص براين باور 
است، نتيجه اش يک اثبات معتبر خواهد بود. برای مثال اگر يک دانش آموز مشاهده كند که معلم به روش 
� نيز گنگ  � گنگ است، او هم ممکن است به روش مشابه ثابت کند که  برهان خلف ثابت می کند
است؛ البته شايد دانش آموز هنوز درک درستی از اثبات آن گزاره نداشته باشد و به طور کامل از درستی 
روش فوق قانع نشــده باشد. وبر (۲۰۰۴) در مورد برخی از دانشجويان مشاهده مي كند كه آنها وقتي که 
می خواهند يک گزارة رياضی را ثابت کنند، سعی می کنند الگويی را در نظر بگيرند و سپس از روی آن 
تقليد کنند. گاهی آن ها اثبات معتبری ارائه می دهند، اما نمی توانند توضيح دهند که چرا در اثباتشــان از 

قوانين منطقی خاصی استفاده کرده اند.
2 . 3 . 2. اثبات اصولى 

در اثبات اصولی، شــخص تلاش می کند با اســتفادة صحيح از تعاريــف و اصول موضوعه و ديگر 
حقايــق مربــوط و به روش منطقی به نتيجة مورد نظر دســت يابد. در واقع در اين روش، دســت ورزی 
منطقی با گزاره ها را بدون استفاده از بازنمايی های شهودی از مفاهيم رياضی مشاهده می کنيم. برای مثال، 
دانش آموزی که يک گزاره را به شــکلی نمادينِ هم ارز با آن گزاره تبديل می کند و از طريق به کار بردن 
درست نمادها به نتيجة مطلوب و موردنظر می رسد، به روش اصولی اثبات را انجام داده است. اين روش 
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در کتاب های درسی نيز رايج است (دی وانس پرونسن۴۷، ۲۰۰۸).
 يک تفاوت برجسته بين اثبات رويه ای و اصولی، تصميم گيری در اين دو فرايند است. وبر (۲۰۰۵) 
معتقد است كه در اثبات رويه ای دانش آموز تلاش می کند عمل اثبات را مانند يک تمرين، که در آن روند 
کار مشــخص اســت، انجام دهد. در حالی که در فرايند اثبات اصولی، شخص فرايند اثبات را مانند حل 
مسئله که در آن فعاليت های رياضی و همچنين رويکرد مناسب برای حل مسأله مشخص نيست، انجام 

می دهد. 
3 . 3 . 2. اثبات معنايى

درسومين دسته، يعنی اثبات معنايی، شخص ابتدا تلاش می کند از طريق بررسی بازنمايی های اشياي 
مرتبط با مفاهيم رياضی (مثلاً شکل ها و نمودارها) دليل درستی يک گزاره را بفهمد و سپس اين استدلال 

و درک مستقيم و شهودی را به عنوان پايه ای برای ساخت يک اثبات رسمی به کار  برد (وبر، ۲۰۰۴).
به عنــوان مثــال، وبر(۲۰۰۴) توضيح می دهد که يکی از دانشــجويانش برای اينکــه ثابت كند دنبالة         
{...و۰و۱و۰و۱} دنباله ای واگرا است، ابتدا با رسم خطوط y=۱ و y=۰ و همچنين رسم نواری افقی بين 
اين دو خط در صفحة مختصات دکارتی، روی وجود عدد طبيعی n و ε (اپسيلن) دلخواه بحث می کند 
و به اين نتيجه می رسد که برای هر اپسيلن دلخواه، دنبالة فوق، حد ندارد و در نتيجه واگراست و سپس 

سعی می کند اين نتيجه را به زبان رسمی بيان نمايد.
 وبر بر اين باور است که تفاوت اصلی بين اين سه فرايند اثبات، روشی است که دانشجو در شروع 
رويکــرد يــک اثبات درنظر می گيرد و انجام می دهد و نه ضرورتــاً در محصول پايانی. در واقع او معتقد 
اســت که هرســه فرايند، می توانند از طريق مسيرهای مختلف به اثبات يکســانی منجر شوند. به علاوه 
ممکن است که رويکرد دانشجو تنها به يک فرايند ختم نشود و  در يک مسئله و يا از مسئله ای به مسئلة 
ديگر، رويکرد خود را تغيير دهد (دی وانس پرونسن، ۲۰۰۸). لازم به ذکر است که روند اثبات رويه ای 
فرصت هايی را جهت تمرين به کارگيری تکنيک های عمومی و رويه های قابل اطمينان برای اثبات فراهم 
می نمايد. همچنين فرايند اثبات اصولی موجب می شــود که دانشجويان، استراتژی ها و دست ورزی های 
منطقی را برای ساخت اثبات توسعه دهند. اما به کارگيری صرف اين دو رويکرد ممکن است فرصتی را 
به منظور توسعه يا تصحيح بازنمايی های شهودی از مفاهيم رياضی برای دانشجويان فراهم نکند و فراگير 
به طور کامل فرايند اثبات و ايجاد يک نظرية صوری را درک نکند. همچنين وبر (۲۰۰۴ و ۲۰۰۵) معتقد 
اســت که محصولات «اثبات معنايی» معمولاً فهم بيشــتر و وسيع تری را از ساختارهای رياضی در يک 
گزاره نشان می دهند. البته او معتقد است بايد روش هايی را در آموزش به کار گرفت که در فرصت های 
مناســب، دانشــجو به طور صحيح درگير نوع خاصی از اين ســه فرايند اثبات شــود؛ زيرا به کارگيری 
درست اين سه فرايند در زمان مناسب، نقش مهمی را در آموزش و يادگيری اثبات ايفا می کند. البته وبر 
(۲۰۰۵، ۲۰۰۴) در طبقه بندی فرايند اثبات دانشجويان، اشارة صريحی به اثبات های غيررسمی نمی کند، 

www.sid.ir


www.SID.ir

Arch
ive

 of
 SID

فصلنامه نوآوری های آمـوزشـیفصلنامه نوآوری های آمـوزشـیآمـوزشـیفصلنامه نوآوری های آمـوزشـیفصلنامه نوآوری های فصلنامه نوآوری های آمـوزشـیآمـوزشـی

ی
ش

وه
پژ

ـ 
ی 

لم
 ع

ية
شر

ن

بررسي و تحليل مـدل هاي اساسي استدلال و اثبـات در آموزش رياضي

ë شمارة٤٨ 
ë سال دوازدهم 
ë زمستان١٣٩٢

54

در صورتی که تحقيقات (به عنوان مثال، هارل و ساودر، ۱۹۹۸؛ کادوالادرولسکر،۲۰۰۷؛ وارجيس،۲۰۰۷) 
نشان می دهند حتی برخی از دانشجويان در نوشتن اثبات های رسمی با مشکل مواجه می شوند و گاهی 
صرفاً اســتدلال های استقرايی و بازنمايی های شهودی را برای متقاعد شدن مورد استفاده قرار می دهند 
که البته اين مشــکلات را وبر نيز در کار دانشــجويان خود مشاهده نموده ولی جزء دسته بندی خود قرار 

نداده است.

 4 . 2. طرح هاى اثبات در مدل هارل و ساودر (1998 و 2007) 
هارل و ساودر (۱۹۹۸و ۲۰۰۷) برای بررسی درک و فهم دانش آموزان از اثبات، از اصطلاح «طرح 
اثبات۴۸» استفاده می نمايند. اين اصطلاح، اشاره به توجيهات و دلايلی دارد که يک فرد برای متقاعد کردن 
خود و ديگران، برای تأييد يا رد يک گزاره از آنها استفاده می کند. از نظر هارل (۲۰۰۸) «اثبات»، استدلالی 
ويژه اســت که شــخص آن را برای متقاعد کردن خودش يا ديگران در مورد صحت و درستی يک گزاره 
ارائه می دهد، درحالی که «طرح اثبات»، يک ويژگی و مشــخصة شناختی جامع۴۹ از اثبات هايی است که 
فرد ارائه می دهد. در واقع همان گونه که در شکل۲ مشاهده مي شود، هارل معتقد است که محصول عمل 

«ثابت کردن»، «اثبات» است و مشخصة شناختی آن، «طرح اثبات» می باشد. 
                                

                             

هارل و ســاودر (۱۹۹۸، ۲۰۰۷)، طرح های اثبات دانش آموزان را به ســه دســتة  کلی تقسيم می کنند 
که عبارتنــد از:۱. طرح  های اثبات متقاعدکنندة بيرونی۵۰ ۲. طرح های اثبات تجربی۵۱ ۳. طرح های اثبات 
تحليلی۵۲(استنتاجی). اين سه دسته خود به رده های ديگری تقسيم می شوند که به اختصار به توضيح آنها 

خواهيم پرداخت؛
۱. طرح اثبات متقاعدکنندة بيرونی: در اين طرح، شک و ترديدها از طريق موارد زير برطرف می  گردد:

۱ - ۱. طرح اثبات آيينی۵۳: در اين طرح، دانش آموز بر اين باور اســت که استدلال در صورتی يک 
اثبات اســت که مطابق با آداب و آيين خاص رياضی باشــد. در واقع ديدگاه فرد، بر اين اساس 
است که ساختار ظاهری يک اثبات، چيزی است که آن اثبات را معتبر می سازد و نه محتوای آن. 

                             

مدل هارل (2008) در رابطه با فرايند اثبات مشخصهشكل 2     

محصول مشخصه

ثابت كردن
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۲ - ۱. طرح اثبات مرجع مدار۵۴: در اين طرح، دانش آموز بدين گونه فکر می کند که يک استدلال در 
صورتی می تواند به عنوان يک اثبات درنظر گرفته شود که توسط يک مرجع رسمی مانند معلم يا 

يک رياضيدان مشهور و يا کتاب های درسی ارائه  و تأييد گردد. 
۳ - ۱. طرح اثبات نمادين۵۵: اين طرح به معنای استفادة سمبليک يا نمادين از نمادها و زبان جبری 
برای بيان اســتدلال اســت که می تواند از لحاظ رياضی، سطحی و بی معنی باشد و يا اينکه يک 

تکنيک قوی به شمار رود.
۲. طرح اثبات تجربی: در اين طرح، اثبات گزاره ها از طريق مثال ها و حقايق فيزيکی يا تجربه های 

حسی تأييد يا رد می شوند و در دو دسته قرار می گيرند که عبارتند از: 
ــتقرايی: اين طرح، به معنــای تأييد يا رد يک گــزاره و نتيجه گيری کلی بر  ــرح اثبات اس ۱ - ۲. ط
اســاس چند مثال يا مورد خاص اســت؛ نفوذ اين طرح در بين دانش آموزان در همه ی سطوح 
تحصيلی ديده می شــود (اســتايليانيدز، ۲۰۰۵ و ۲۰۰۷؛ پاداک، ۲۰۰۹ ؛ وارجيس،۲۰۰۷؛ هارل و 

ساودر،۱۹۹۸، ۲۰۰۷). 
ــی): در اين طرح، فرد بر اســاس مشــاهدات ادراکی و تصاوير  ۲ - ۲. طرح اثبات ادراکی۵۶ (حس
اولية ذهنی نتيجه گيری می کند؛ اما اين مشاهدات، فاقد توانايی به منظور پيش بينی نتايج يک تغيير 
احتمالی است. به عنوان مثال، ممکن است دانش آموزی به  طور حسی بيان نمايد که چهارضلعی 
ABCD در شکل ۳ يک مستطيل است؛ اما پس از دوران شکل، نمی تواند نوع شکل را تشخيص 

دهد. 

۳. طرح اثبات تحليلی۵۷ (استنتاجی): اين طرح، از طريق استنتاج منطقی به حدسيه ها اعتبار می بخشد. 
در واقع اين روش دربرگيرندة دنباله ای از گزاره ها اســت که با اســتفاده از قوانين منطقی مناسب 

استنباط می شود و در دو دسته زير طبقه بندی می  گردد؛ 
۱ . ۳. طرح اثبات انتقالی۵۸: اين طرح اثبات، شامل همة استنتاج های منطقی لازم و ضروری است اما 
اين استنتاج ها بر اساس يک سيستم اصل موضوعی مطرح نمی شوند. اين طرح اثبات شامل سه 
ويژگی مهم است که عبارتند از: عموميت۵۹، تفکر عملياتی۶۰ (فرايندی) و استنباط منطقی۵۷ (هارل 
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و ساودر، ۲۰۰۷). هدف از ويژگی عموميت، توجيه يک بحث به طور همگانی است، نه به صورت 
موارد جدا و استثنا. علاوه براين، موقعی که يک فرد اهداف را شکل می دهد و تلاش می کند که 
نتايج آنها را در طی فرايند اثبات مورد استفاده قرار دهد، تفکر عملياتی رخ می دهد و سرانجام 
وقتی يک شخص می فهمد که توجيه در رياضيات بايد براساس قوانين استنباط و استنتاج منطقی 

باشد، ويژگی استنتاج منطقی به کار گرفته می شود. 
۳ . ۲. طرح اثبات اصول موضوعه۶۲: اين طرح، شــامل همة ويژگی های طرح اثبات انتقالی است و 
علاوه بر آن، موقعی که شخص در شروع فرايند يک اثبات، از اصطلاحات تعريف نشده و اصول 
موضوعه استفاده می کند و براساس يک سيستم اصول موضوعه نتيجه گيری و استنباط می نمايد، 

می گوييم آن شخص دارای يک طرح اثبات اصول موضوعه است (هارل و ساودر، ۱۹۹۸).
توجه داشته باشيم حتی موقعی که دانش آموزان، طرح های اثبات تحليلی(استنتاجی) را به کار می برند 
ممکن است باز هم اشتباهات و خطاهايی انجام دهند. البته اين خطاها می تواند ناشی از بدفهمی ها و يا 
بی دقتی های ساده باشد. لازم به ذکر است که هارل و ساودر (۱۹۹۸) در تحقيقات خود دريافتند که تنها 
تعداد کمی از دانش آموزان، و حتی دانشجويان دورة کارشناسی که در مطالعة آن ها شرکت داشتند، دارای 

طرح اثبات تحليلی(استنتاجی) می باشند.
هارل (۲۰۰۸) معتقد است که در فرايند «اثبات کردن» ، «طرح اثبات» افراد، می تواند بيانگر روش 
تفکــر۶۰ آنها در اين فرايند باشــد. او روش هايی را به عنوان زيرمجموعه هايــی از طرح اثبات افراد، در 

مواجهه با مسائل اثباتی معرفی می کندکه عبارتند از:
۱. الگوی تعميم نتيجه مدار (RPG ۶۴) که مرتبط با طرح اثبات تجربی است. 

۲. الگوی تعميم فرايند مدار (PPG ۶۵) که مرتبط با طرح اثبات تحليلی (استنتاجی) می باشد.
۳. استدلال تعريفی۶۶ که مرتبط با طرح اثبات تحليلی (استنتاجی) است.

 هارل، معتقد است که روش اول در بين دانش آموزان و حتی معلمان رياضی رايج تر است. به عنوان 
مثال، می توان در پاسخ به سؤال زير دو فرايند را در نظر گرفت؛

� می باشد؟ � و  �+ � و � �+ + سؤال: چرا ۲،کران بالای دنبالة .... و

ــخ اول (روش RPG): همان گونه که مشــاهده می کنيم در دنبالة زيــر همة جواب ها کمتر از ۲  پاس
هستند، پس ۲ کران بالای اين دنباله می باشد.

� ���;  ، � � � ��+ ; ، � � � ���+ + ; .... و 

� کمتر از ۲ می باشد و جملة دوم اين دنباله نيز کمتر از ۲  پاسخ دوم (روش PPG): می دانيم که 
است زيرا جمله ی دوم، ريشة دوم عددی است که کمتر از ۴ است. در واقع اين دو عدد، جمع عدد ۲ و 

www.sid.ir


www.SID.ir

Arch
ive

 of
 SID

فصلنامه نوآوری های آمـوزشـیفصلنامه نوآوری های آمـوزشـیآمـوزشـیفصلنامه نوآوری های آمـوزشـیفصلنامه نوآوری های فصلنامه نوآوری های آمـوزشـیآمـوزشـی
ی

ش
وه

پژ
ـ 

ی 
لم

 ع
ية

شر
ن

بررسي و تحليل مـدل هاي اساسي استدلال و اثبـات در آموزش رياضي

57
 ë شمارة٤٨
 ë سال دوازدهم
ë زمستان١٣٩٢

عددی است که کمتر از ۲ می باشد. اين رابطه در تمام جملات دنباله برقرار است، لذا ۲ کران بالای دنبالة 
موردنظر می باشد.

هارل (۲۰۰۸) اســتنتاج منطقی و استدلال براســاس اصول موضوعه و تعاريف رياضی را به عنوان 
«استدلال تعريفی» معرفی می کند و بيان می نمايد که اين روش تفکر، نيازمند رشد شناختی افراد است و 
در بين بسياری از دانش آموزان کالج و حتی در بين فارغ التحصيلان رياضی مورد استفاده قرار نمی گيرد. 

هارل و ساودر (۱۹۹۸، ۲۰۰۷) معتقدند كه يک فرد ممکن است در يک مدت زمان کوتاه، طرح های 
اثبــات متنوعــی را عرضه كند. همچنين آنها بر اين باورند که اين طبقه بندی تا حدودی ماهيت سلســله 
مراتبی۶۷ دارد. به عنوان مثال، طرح اثبات انتقالی يک پيش نياز ضروری برای طرح اثبات اصول موضوعه 
اســت. البته آنها می گويند: «ما معتقد نيســتيم که طرح اثبات متقاعدکنندة  بيرونی در توسعة طرح اثبات 
تحليلی (استنتاجی) مؤثر باشد». هارل و ساودر (۱۹۹۸) در مطالعة خود نشان دادند که بيشتر دانش آموزان 
شرکت کننده در تحقيق آنها دارای طرح اثبات متقاعدکنندة بيرونی و طرح اثبات تجربی هستند. ريحانی، 
حميدی و کلاهدوز (۱۳۹۱) نيز در پژوهش خود به منظور بررســی سطوح اثبات دانش آموزان سال دوم 
متوسطه به اين نتيجه دست يافتند که اکثر دانش آموزان شرکت کننده در مطالعة آنها، دارای «طرح اثبات 
متقاعدکنندة بيرونی» و «طرح اثبات تجربی» می باشند. بدين معنی که اغلب دانش آموزان برای بررسی 
درستی يک گزاره  از  نمادهای رياضی استفاده  کرد ه اند که معنادار و هدفمند نمی باشد و به ظاهر اثبات نيز 
بيش از محتوای آن توجه داشته اند. همچنين برخی از آنها برای اثبات درستی يک گزارة رياضی بررسی 
يک يا چند مثال خاص را کافی دانسته اند. از نظر هارل و ساودر (۱۹۹۸) با توجه به اينکه ارزيابی مردم 
از فرضيه ها و وقايع در زندگی روزمره به طور طبيعی به صورت استدلال استقرايی است، استفاده از اين 
دسته از استدلال ها در آموزش توسط دانش آموزان امری عادی می باشد. البته بايد توجه داشت که هرچند 
استفادة مناسب از استدلال های استقرايی در آموزش رياضيات مدرسه ای امری ضروری است (کريستيو 
و پاپاجرجيو، ۲۰۰۷)، اما بايد شــرايط آموزشــی را به گونه ای فراهم نمود که دانش آموزان به ضرورت 

استدلال های استنتاجی پی برده و طرح اثبات آنها فراتر از طرح اثبات تجربی توسعه يابد.
 هارل (۲۰۰۸) معتقد است که طرح اثبات يک شخص از ديدگاه او در مورد رياضيات تفکيک ناپذير 
اســت. برای مثال اگر يک دانش آموز نگاهش به رياضيات صرفاً به عنوان مجموعه ای از حقايق باشــد، 
آنگاه به احتمال زياد برای متقاعدکردن خودش و ديگران از درستی يک گزاره، به منابعی همچون کتاب 
درسی و معلم متوسل می شود. همچنين دانش آموزانی که بر اين باورند كه فرايند اثبات تنها برای قطعيت 
و تأييد گزاره های رياضی به کار می رود، به اين نتيجه خواهند رســيد که ظاهراً اثبات ها نتايج بديهی و 
معلوم هستند و صرفاً جنبة ابزاری و رويه ای دارند (وبر، ۲۰۰۳). آموزشگران و معلمان رياضی می توانند 
از طريق فعاليت های آموزشی مناسب در کلاس درس، باور دانش آموزان و توانايی آنها را در فرايند اثبات 

توسعه دهند و ضرورت استدلال های منطقی را برای آنها مشخص نمايند.
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 5 . 2. طرح هاى اثبات در مدل ركيو و گودينو (2001)
رکيو و گودينو ( ۲۰۰۱) مفهوم اثبات را در چهار زمينة مختلف بررســی می کنند. آنها معتقدند که در 
زمينة آموزش و تدريس بايد به اين معانی توجه کرد. زيرا تفکر فراگيران می تواند تحت تأثير جامعه ای 
باشــد که در آن فعاليت می کنند، جامعه ای که می تواند در آن، روش های استدلالی متفاوت وجود داشته 
باشد. لذا بايد به فراگيران کمک کرد تا شرايط لازم را برای هرنوع استدلال تشخيص دهند. چهار زمينة 

فوق عبارت اند از: 
۱. زندگی روزانه: در اين حيطه، افراد به طور طبيعی اســتدلال های غير رسمی را مورد استفاده قرار 
می دهندکه لزوماً درست نيستند، زيرا دارای ارزش موضعی می باشند و فاقد ويژگی های عينی اثبات 
هســتند. اين روش استدلال در همة زمينه های دانش حتی در رياضيات و مسائل علمی نيز به کار 
می رود. البته بايد توجه داشــت که اســتفادة به جا و مناسب از استدلال های غيررسمی در آموزش 

می تواند سطوح اولية اثبات را تشکيل دهد.
ــی: برخلاف اســتدلال های روزمره، اســتدلال های مورد اســتفاده در علوم با هدف  ــوم تجرب ۲. عل
اعتبارسازی ارائه می  گردند که منجر به توليد دانش عينی و مستدل در علوم می شوند. در اين دسته، 
اســتدلال  های تجربی جايگزين استدلال های شهودی می شوند و باورها جای خود را به نظريه ها 
می دهند که از لحاظ تجربی معتبر هســتند. در رياضيات اين نوع استدلال ها، استدلال استقرايی-

تجربی ناميده می شوند.
۳. رياضيات حرفه ای۶۸: گودينو و رکيو اثبات رياضی را در زمينة رياضيات حرفه ای به عنوان فرايندی 
منطقــی می دانند کــه در طی آن، رياضی دانان بــرای تأييد و تصديق درســتی گزاره های رياضی، 
استدلال های منطقی و استنتاجی را ارائه می دهند. در اين حيطه، اثبات ها استنتاجی اند اما می توانند 

صوری و رسمی نباشند.
۴. منطق و مبانی رياضيات۶۹: در اين زمينه، مفهوم اثبات در رابطه با سيستم های رسمی و استنتاجی 
توصيف می شــود. بدين صورت که فرايند اثبات به عنوان دنباله ای از گزاره ها ظاهر می شــود که 
هرکدام يا يک اصل موضوع هستند و يا از اصول موضوعه استنتاج می شوند. می توان گفت که در 

اين دسته، استدلال ها به روش استنتاجی و به شکل صوری ارائه می گردند.
علاوه براين، گودينو و رکيو در تحقيق خود طرح های اثبات يادگيرندگان را مورد بررسی قرار داده و 
طبقه بندی می کنند و معتقدند که بين اين طرح های شخصی و معانی اثبات در زمينه های گوناگون رابطه 
وجود دارد. رکيو و گودينو (۲۰۰۱) چهار طرح اثبات را بر اســاس فرايندی که دانشجويان(ســال اول) 

شرکت کننده در مطالعة آنها برای نوشتن اثبات اجرا نموده اند، پيشنهاد می کنند.
۱. طرح استدلال توضيحی۷۰: هدف اين طرح، اعتبار دادن به گزاره يا تأييد گزاره نيست، بلکه توضيح 

و تبيين گزارة مورد نظر از طريق استدلال های شهودی و مثال  های مرتبط با آن گزاره است.
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۲. طرح اثبات تجربی ـ استقرايی۷۱: اين طرح براساس تأييد گزاره ازطريق مثال های خاص می باشد؛ 
بدون اينکه اعتبار و درستی گزارة مورد نظر توضيح داده شود. در اين طرح، رويه های استقرايی- 
تجربی برای تأييد گزاره مورد استفاده قرار می گيرند که فاقد قدرت اعتباردهی استدلال استنتاجی اند.

۳. طرح اثبات استنتاجی غير رسمی۷۲: در اين طرح، تأييد گزاره بر اساس بررسی مثال ها نمی باشد، 
بلکه از روش های مقدماتی اســتدلال استنتاجی استفاده می شود. البته در اين مورد نمادها و زبان 
جبری به صورت دقيق و جزئی مورد استفاده قرار نمی گيرند و گاهی بيان اثبات همراه با تصاوير، 

مثال ها و به صورت توضيحی می باشد.
ــمی۷۳: در اين طرح برای تأييد گزارة مورد نظر، استدلال استنتاجی با  ــتنتاجی رس ۴. طرح اثبات اس
اســتفاده از نمادها ی رياضی و زبان جبری به طور رســمی و صوری به کار گرفته می شــود. رکيو 
و گودينو ( ۲۰۰۱) معتقدند اين طرح اثبات بيشــتر مربوط  به شــيوه هايی اســت که رياضيدانان و 
معلمان رياضی در روش های دقيق و انواع شــکل های صوری اثبات اســتفاده می نمايند. همچنين 
آن ها براين باورند که اين طرح های اثبات با معانی مختلف اثبات در نهادهای متفاوت جامعه در 

ارتباط می باشد.

 6 - 2. مدل هاى ديگر اثبات
بلوم۷۴ و کرش۷۵ (۱۹۹۱، نقل شده در استيسی۷۶ و وينسنت۷۷، ۲۰۰۹) نيز در مطالعه ی خود، بين سه 

سطح از اثبات در زمينه های آموزشی تمايز قائل می شوند که عبارتند از: 
۱. تأييد تجربی۷۸: به معنای تأييد يک گزاره از طريق بررسی تعداد معتنابهی از مثال ها؛

۲. اثبات ماقبل(پيش) رسمی۷۹: استفاده از استدلال های درست اما غير رسمی که منجر به نتيجة معتبر 
اما غيررسمی می شود؛

۳. اثبات رسمی۸۰: ارائة استدلال های معتبر در سطح حرفه ای و تخصصی با بيان جبری.
 بلوم و کرش، تنها دستة اول را که کاملاً تجربی هستند، جزء اثبات  های غيرمعتبر می دانند. همچنين 

آنها بر اين باورند که دستة دوم با اينکه نسبت به اثبات های رسمی شهودی ترند، اما معتبر می باشند. 
بل۸۱ (۱۹۷۶، نقل شــده در اســتايليانيدز، ۲۰۰۵)  و همچنين مارادس۸۲ وگوتی يرز۸۳ (۲۰۰۰) نيز بين 
دو دســته از اســتدلال ها و توجيهات مورد استفاده توسط دانش آموزان در اثبات های رياضی تمايز قائل 

می شوند که عبارتند از:
 ۱. استدلال های تجربی که در آن، مثال ها به عنوان عناصر متقاعدکننده به کار می روند.

 ۲. استدلال های استنتاجی که اصول و قوانين استنتاجی برای نتيجه گيری مورد استفاده قرار می گيرند. 
همچنين بل در هريک از اين دسته ها انواع متفاوتی از استدلال ها را نيز بر اساس ميزان کامل بودن 

استدلال مشخص می نمايد.
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3. تحليلى بر مدل ها و كاربرد آنها در آموزش 
هر يک از اين مدل ها و دسته بندی ها به نوعی می توانند عملکرد دانش آموزان و روش استدلال آنها را در 
فرايند اثبات مشخص  نمايند و حتی در برخی موارد، اين طبقه بندی ها نوع تفکر دانش آموزان و بدفهمی های 
آنها را در اين زمينه نشان می دهند. به عنوان مثال، استفاده از روش تجربی ـ استقرايی که به عنوان يک دسته 
از ســطوح اثبات يا روش اســتدلال در اغلب مدل ها وجود دارد، نشــان می دهد که برخی از دانش آموزان، 
توانايی لازم را برای ارائة استدلال های استنتاجی ندارند. همچنين بروز طرح اثبات متقاعدکنندة بيرونی در 
مدل هارل و ساودر (۱۹۹۸، ۲۰۰۷) می تواند بيانگر اين موضوع باشد که فرايند اثبات و ضرورت استدلال 
استنتاجی هنوز برای فراگيران، درونی سازی نشده است. به طور کلی طبقه بندی سطوح اثبات دانش آموزان 
و دانشجويان می تواند راهنمای خوبی برای معلمان و برنامه ريزان درسی در آموزش رياضی، بويژه آموزش 
فرايند اثبات باشد. به عنوان مثال، اين طبقه بندی می تواند به معلم يادآوری نمايد که برای آموزش فرايند اثبات، 
ارائة اثبات های رسمی در شروع تدريس، نامناسب است. براساس تعاريفی که هريک از اين محققان برای 
قسمت های مختلف مدل پيشنهادی خود ارائه نموده اند به نظر می رسد بين بخش های مختلف اين مدل ها يک 

همپوشانی ( انطباق) وجود دارد که در جدول ۳، ارائه شده است.

جدول 3.  انطباق (هم پوشاني) 8 مدل مربوط به دسته بندي پاسخ هاي دانش آموزان به مسائل اثبات                                                                                   

هارل و ساودر
(2007 ،1998)

بالاچف
(1988)

ميازاكي
(2000)

ركيو و گودينو
(2001)

وبر
(2005 ،2004)

بلوم و كرش
(1991)

بل (1976)
مارادس يرز 

(2000) و گوتي

روش هاي سطوح اثباتروش هاي اثباتطرح هاي اثباتسطوح اثباتسطوح اثباتطرح هاي اثبات
استدلال در اثبات

طرح  اثبات 
استنتاجي (تحليلي)

مثال نوعي
(توجيه عملي)

استدلال  استنتاجي
(زبان هاي غيررسمي، 
تصاوير و وسايل قابل 

استفاده)

طرح اثبات
استنتاجي 
غيررسمي

اثبات اثبات معنايي
پيش رسمي

استدلال 
استنتاجي

آزمايش (تجربه) 
فكري 

(توجيهات 
مفهومي)

استدلال استنتاجي
(زبان رسمي 

استدلال)

طرح اثبات 
استنتاجي رسمي

اثبات رسمياثبات اصولي

طرح اثبات 
متقاعدكنندة بيروني

استدلال استقرايي
(زبان رسمي 

استدلال)

اثبات رويه اي

تجربه گرايي ساده طرح اثبات تجربي
و غيردقيق 

(توجيه عملي)

طرح استدلال 
توضيحي

استدلال تجربياثبات تجربي

آزمايش 
تعيين كننده

(توجيه عملي)

استدلال استقرايي
(زبان هاي غيررسمي، 
تصاوير و وسايل قابل 

استفاده)

طرح اثبات
استقرايي، تجربي
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با توجه به مدل های ارائه شــده، اين نتيجه حاصل می شــود که طبقه بندی پاسخ های دانش آموزان به 
مسائلِ مرتبط با اثبات، می تواند به دو صورت انجام پذيرد:

 ۱. بدون توجه به ديدگاه دانش آموزان به اثبات و صرفاً بر اساس روش استدلال  آنها؛
 ۲. با توجه به نوع تفکر دانش آموزان در فرايند اثبات و نيز روش اســتدلال های آنها شــده در اثبات. 
همچنين در برخی از اين مدل ها نيز می توان يک دسته بندی کلی را ارائه نمود؛ ۱. اثبات بر مبنای 

استدلال استقرايی ـ تجربی  و ۲. اثبات بر مبنای استدلال استنتاجی. 
همانگونه که در جدول۳، مشاهده می شود، استدلال ها و اثبات هايی که در مدل های مختلف بر اساس 
اســتدلال استنتاجی هستند، در يک ســطح قرار گرفته اند و اثبات هايی که بر اساس استدلال استقرايی ـ 
تجربی هســتند در دســتة ديگر واقع شــده اند. به عنوان مثال، در مدل بالاچف (۱۹۸۸) سه نوع از اثبات 
دانش آموزان يعنی «مثال نوعی»، «تجربه گرايی ساده» و «آزمايش تعيين کننده» هر سه در طبقة توجيهات 
عملی قرار گرفته اند که می توان آنها را جزء استدلال استقرايی مشخص نمود. البته به طور واضح، اثبات 
در قالب «مثال نوعی» از آن دوتای ديگر قوی تر است و می توان آن را به عنوان استدلال استنتاجی اما به 
زبانی غير نمادين در نظر گرفت. هارل و ساودر (۲۰۰۷) نيز اين بخش از مدل بالاچف (۱۹۸۸) را جزء 
دســتة «طرح اثبات اســتنتاجی» در مدل خود می دانند؛ زيرا آنها بر اين باورند که اين نوع از اثبات، سه 
ويژگی طرح اثبات انتقالی يعنی ويژگی عموميت، تفکر عملياتی (فرايندی (و اســتنباط منطقی را شامل 
می شــود. بييهلر و کمپن۸۴ (۲۰۱۳) براســاس تحقيقات انجام گرفته در ارتباط با کاربرد مثال های نوعی، 
بيان می دارند که اثبات های نوعی۸۵ می توانند مســير را برای هدايت دانش آموزان به اثبات های رســمی 
هموار ســازند و به آنها کمک نمايند که با متغيرهای موجود در اثبات های رســمی و ساختار آنها مواجه 
شوند. با اين وجود آنها در مطالعة خود به اين نتيجه دست يافتند که در جريان انتقال از اثبات نوعی به 
اثبات رســمی می تواند مشکلاتی به وجود آيد. از جمله اينکه برخی از دانش آموزان، ايدة اصلی موجود 
در مثال های نوعی را برای تعميم دادن به حالت کلی متوجه نخواهند شــد و همچنين برخی از آنان در 
انتقال از اثبات های نوعی به اثبات های رسمی، در به کارگيری زبان رسمی رياضيات و متغيرهای معنی دار 
با مشکل مواجه خواهند گرديد. استايليانيدز (۲۰۰۵) معتقد است که در سال های اول مدرسه، اثبات های 
نوعی از جايگاه ويژه ای برخوردارند؛ زيرا به نظر می رسد که اين اثبات ها دارای پتانسيل بالايی به عنوان 
يک پل ارتباطی بين استدلال های تجربی و اثبات های منطقی می باشند و می توانند فضايی را ايجاد کنند 
که دانش آموزان در آن بتوانند با استدلال های استنتاجی سروکار داشته باشند و حتی موقعی که آنها فاقد 
زبان رســمی رياضی برای بيان اثبات ها می باشند، گزاره های رياضی را ثابت کنند. با اين وجود در مدل 
وبر(۲۰۰۴، ۲۰۰۵)، اشــاره ای به اســتدلال های تجربی و استقرايی دانشــجويان نشده است و وبر، تنها 

استدلال های استنتاجی آنها را طبقه بندی می کند. 
به نظر می رســد که در اغلب اين مدل ها به طور مســتقيم، نمی توان جايگاهی برای اســتدلال نادرست 
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دانش آموزان يا دانشــجويان، درنظر گرفت. به عنوان مثال اگر دانش آموزی درســتی يک گزارة رياضی را با 
استفاده از نمادهای رياضی اما به  طور نادرست و يا در حالتی خاص، ثابت کند، نمی توان جايگاه مناسبی برای 
اســتدلال او در چارچوب های ارائه شده در نظر گرفت. تنها شايد بتوان اين نوع استدلال را  در مدل هارل 
و ساودر (۲۰۰۷) در طبقة «طرح اثبات متقاعدکنندة بيرونی» قرار داد؛ هر چند که برای اطمينان از جايگاه 
درست استدلال ها در مدل هارل و ساودر، بهتر است که دليل عملکرد دانش آموزان را از نظر خود آنها بدانيم.

4. ارائة يك چارچوب پيشنهادى براساس روش و شكل استدلال  در فرايند اثبات
در برخــی از مدل های ارائه شــده، تفکيک فرايند اثبات، تنها براســاس روش های اســتدلال به دو 
صورت استقرايی ـ تجربی و استنتاجی انجام گرفته است. البته در تعدادی از آنها، ارائة اين دو روش از 
استدلال در طبقات جزئی تر مطرح شده اند؛ به عنوان مثال در مدل بالاچف (۱۹۸۸) استدلال های عملی به 
بخش های جزئی تر طبقه بندی می شوند و در مدل بلوم و کرش (۱۹۹۱، نقل شده در استيسی و وينسنت، 
۲۰۰۹) نيز ارائه ی استدلال استنتاجی به دو شکل اثبات های رسمی و پيش رسمی بيان گرديده اند. با اين 
وجود به نظر می رسد که بيان دقيق تر شکل استدلال های ارائه شده توسط فراگيران همراه با روش های اين 

استدلال ها بهتر می تواند نوع تفکر و حتی در برخی موارد، طرح اثبات آنها را مشخص نمايد.
لذا براســاس تحليل مدل های ارائه شــده و همچنين بر مبنای نتايج يک کار پژوهشــی (ريحانی و 
همکاران،  ۱۳۹۱) که به منظور بررسی درک و فهم دانش آموزان از اثبات انجام گرفته است ، يک دسته بندی 
کلی ارائه می گردد. اين طبقه بندی با توجه به  شــکل و روش استدلال  دانش آموزان در پاسخ به سوالات 
مرتبط با اثبات، انجام گرفته است (جدول ۴ و ۵). همان گونه که در جدول ۴، مشاهده می گردد، استدلال های 
ارائه شده توسط يک شخص برای اثبات درستی يک ادعای رياضی، از لحاظ شکل می تواند در سه دسته 
طبقه بندی شود. همچنين می توان استدلال ها را از لحاظ محتوا و روش استدلال در سه دسته ی استقرايی، 

استنتاجی و بدون پايه و اساس طبقه بندی نمود ( جدول ۵).

جدول 4.  طبقه بندي استدلال افراد براساس شكل استدلال                                                                                   

ويژگي هاي استدلالشكل استدلال

ــكل (ارائة تصوير) و يا ارائة تعدادي مثال، درستي گزارة موردنظر را تجربي ــتدلال هايي كه براساس ش اس
تأييد مي كنند.

استدلال هايي كه صرف نظر از درستي يا نادرستي آنها با استفاده از نمادهاي رياضي، درستي گزارة نمادين
موردنظر را تأييد مي نمايند.

استدلال هايي كه صرف نظر از درستي يا نادرستي آنها به صورت توضيحي و بدون استفاده از فرمول روايت گونه
رياضي، گزارة موردنظر را تأييد مي كنند. 
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جدول 5.  طبقه بندي استدلال افراد براساس روش استدلال                                                                                  

ويژگي استدلالروش استدلال

ــف حقايق كلي بر مبناي وقايع جزئي و دستة محدودي از مشاهدات استقرايي به معناي نتيجه گيري و كش
است.

اين روش، شامل دنباله اي از گزاره هاست كه به طور منطقي باهم در ارتباط هستند و براساس حقايق استنتاجي
واقعيت هاي پذيرفته شده، به يك نتيجه گيري درست منتهي مي گردد.

استدلال هايي كه صرف نظر از شكل آنها، هدفمند نمي باشند و مرتبط با گزار ة موردنظر نيستند و يا بدون پايه و اساس
براي مراحل مختلف آنها دليل موجهي وجود ندارد.

چارچوب کلی به منظور طبقه بندی استدلال افراد در پاسخ به سؤالات مربوط به اثبات در جدول ۶، 
ارائه شده است.

جدول 6.  دسته بندي استدلال افراد در پاسخ به سؤالات مربوط به اثبات، با توجه به شكل و روش استدلال                                                                                 

شكل استدلال

روش استدلال

استقرايياستنتاجي
بدون

 پايه و اساس

خاصكلي
خاصكلي

ناقصكاملناقصكامل

نمادين

روايت گونه

تجربي

منظور از روش «استدلال کلی» که در جدول۶، بيان گرديده، استدلالی است که به طور کلی و عمومی 
در قالب روش اســتقرايی يا استنتاجی، گزارة موردنظر را ثابت می کند؛ اما چنانچه استدلالی گزارة مورد 
نظر را برای مجموعة خاص و محدودی از اشياء ثابت نمايد و حالت کلی در نظر گرفته نشود، به عنوان 

«استدلال خاص» محسوب می گردد.
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همچنين اســتدلال های کلی يا اســتدلال های خاص که به شــکل نمادين يا روايت گونه اند و به طور 
کامل و صحيح، گزارة مورد نظر را ثابت می کنند، تحت عنوان «استدلال کامل» در نظر گرفته می شوند و 
استدلال های کلی يا استدلال های خاص که به شکل نمادين يا روايت گونه می باشند و در بيان آنها نقص 
و کمبودی وجود دارد به عنوان «استدلال ناقص» شناخته می شوند. برای مشاهدة کاربرد اين چارچوب، 
گزاره ای رياضی همراه با اســتدلال هايی در حمايت از آن ارائه می گردد (شــکل ۴)؛ ســپس جايگاه اين 

استدلال ها در چارچوب ارائه شده در جدول ۶، تعيين خواهد شد (جدول۷).

      گزاره اي رياضي همراه با استدلال هايي در حمايت از آنشكل 4     

حاصل جمع هر دو عدد فرد، عددي زوج است.

استدلال 2:
مشاهده مى كنيم كه:  

   1+3=4       3+3=6        3+7=10       5+7=12
5+3=8       7+1=8        3+1=4         5+5=10

پس جمع دو عدد فرد، نيز يك عدد زوج مى شود

استدلال 1:
b دو عدد فرد باشند، پس  a و    فرض مى كنيم كه 
 b = n +2 و1 a = m +2 ــا را به صورت1 مى توان آنه
n دو عدد صحيح، مى باشند و داريم:   m و نوشت كه 
a + b = m + + n + = m + n + m n( )= + +2 1 2 1 2 2 2 2 1
ــت ، پس  m نيز يك عدد صحيح اس + n +  )( 1   كه
ــد و بدينگونه درستى  ، يك عدد زوج مى باش a + b

گزاره، ثابت مى شود.

استدلال 4:
 اگر مانند شكل زير، اعداد  فرد را دوتا دوتا دسته بندى 
ــته هاى دوتايى  كنيم، حاصل جمع آنها به صورت دس
در كنار هم قرار مى گيرند. پس جمع دو عدد فرد، يك 

عدد زوج مى شود.  

استدلال 3:
ــام 1، 3، 5، 7 يا 9   ــى از ارق ــداد فرد، يك ــم يكان اع رق
مى باشد. موقعى كه دو عدد فرد را با هم جمع مى كنيم، 
جواب به يكى از ارقام  0، 2، 4، 6 يا 8 ختم مى شود. پس 

جمع دو عدد فرد، يك عدد زوج مى باشد. 

استدلال 6:
ــند و  ــرد باش ــدد ف y دو ع x و  ــم  ــرض مى كني ف

z ، درنتيجه داريم:        = x + y
z = x + y          x + y = z- y + z-x     

 z = x + y          
   z ، مشاهده مى كنيم كه z = x + y2 2 2 درنتيجه: 
z كه حاصل جمع  ــت، در نتيجه،  بر2، بخش پذيراس

دوعدد فرد مى باشد، عددى زوج است.

 استدلال 5:
ــس عدد فرد  ــد، پ يك عدد فرد باش a فرض مى كنيم،

است و داريم:   a + 2 بعدى،
a +( a + ) a + ( a + )2 = 2 2 = 2 1  

}پس جمع دو عدد فرد، عددى زوج مى شود.          
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جدول 7.   دسته بندي استدلال هاي ارائه شده در شكل 4، با توجه به شكل و روش استدلال ارائه شده                                                                                   

شكل استدلال

روش استدلال

بدوناستقرايياستنتاجي
 پايه و اساس

خاصكليخاصكلي

ناقصكاملناقصكامل

نمادين
استدلال 

1
استدلال 

5
استدلال

6 

استدلال 3روايت گونه

تجربي
استدلال 

4
استدلال 

2

بــا توجــه به روش طبقه بندی ارائه شــده در چارچوب پيشــنهادی، تا حدودی می تــوان نوع تفکر 
دانش آموزان را در ارائة اثبات و همچنين طرح اثبات آنها مشخص نمود. به عنوان مثال، استدلالی که به 
شکل نمادين ولی بدون پايه و اساس است (استدلال ۶)، می تواند بيانگر اين موضوع  باشد که دانش آموز 
هنوز قادر به استفاده ی درست از نمادهای رياضی نيست و معنای اين نمادها ممکن است برای او جنبة 

ابزاری و تشريفاتی داشته باشد. 

بحث و نتيجه گيرى
طبقه بندی سطوح اثبات افراد در رياضيات و بررسی روش استدلال آنها در فرايند اثبات، 
می تواند به روش های مختلفی انجام پذيرد. در واقع هدف يک محقق يا آموزشگر به منظور 
بررسی توانايی فراگيران در فرايند استدلال و اثبات، نوع تفکيک و طبقه بندی اين توانايی را 
مشخص می نمايد. به عنوان مثال برخی از مدل های اثبات در آموزش رياضی، دو دستة کلی از 
روش های استدلال يعنی روش استقرايی يا استنتاجی را مشخص می نمايند و ممکن است که 
تنها آگاهی از اين نوع تفکر و به کارگيری روش استدلال در بين افراد يک جامعه، هدف محقق 
را برآورده سازد. برخی از محققان نيز  با توجه به شرايط جامعة مورد نظر، برای بررسی دقيق تر، 

وارد جزئيات عملکرد افراد آن جامعه در فرايند اثبات می شوند. 
در پژوهش حاضر، بر اساس تحليل مدل های پيشنهاد شده در ارتباط با اثبات رياضی و 
همچنين بر مبنای نتايج يک کار پژوهشی (ريحانی و همکاران،  ۱۳۹۱) که به منظور بررسی 
درک و فهم دانش آموزان از اثبات انجام گرفته است، چارچوبي پيشنهاد شده که مبنای آن، شکل 
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و روش اســتدلال  دانش آموزان در پاسخ به سؤالات مرتبط با اثبات می باشد. توجه به روش 
استدلال فراگيران و همچنين در نظر گرفتن شکل اين استدلال ها در قالب تجربی، نمادين و 
روايت گونه، می تواند علاوه بر طبقه بندی روش های اثبات افراد در رياضيات، تا حدودی نوع 
تفکر و باور آنها را نسبت به فرايند اثبات نيز مشخص نمايد. به نظر می رسد که اين چارچوب 
پيشنهادی، تا حدود زيادی می تواند طبقات مختلف مدل های ارائه شده توسط محققان را نيز 
در برگيرد؛ با اين وجود، به منظور بررسی و تحليل دقيق توانايی افراد در فرايند اثبات، لازم است 
عوامل ديگری را که می توانند در کسب اين توانايی مؤثر باشند، مورد توجه قرار داد. در واقع  
توانايی افراد و عملکرد آنها در فرايند اثبات يک گزارة رياضی، می تواند به عوامل مختلفی از 

جمله باور آنها نسبت به جايگاه اثبات در رياضيات و روش تفکر آنها وابسته باشد.
به طور کلی در کنار طبقه بندی اســتدلال فراگيران در فرايند اثبات، توجه به اين نکته نيز 
ضروری است که ارائة اثبات توسط افراد، بر چه اساسی می تواند باشد. به عنوان مثال، اسکمپ 
(۱۹۷۹، نقل شده در ميولر و ماهر۸۶، ۲۰۰۹) معتقد است، سه نوع درک و فهم وجود دارد که 
می توان روش های استدلال دانش آموزان را براساس اين دسته بندی توجيه نمود. او توانايی 
افراد  را برای به کاربردن قوانين معين به منظور حل مســئله (بدون دانســتن اينکه چرا اين 
قوانين کار می کنند)  به عنوان درک ابزاری۸۷  معرفی می نمايد. اين رويداد می تواند موقعی که 
دانش آموزان صرفاً روی رويه ها و الگوريتم ها متمرکز می شــوند، بدون آنکه مفاهيم را درک 
کنند، رخ دهد. همچنين اســکمپ ، توانايی افراد برای اســتنتاج قوانين يا رويه های خاص، 
براســاس تعدادی روابط کلی و عمومی را به عنوان درک رابطه ای۸۸ مشــخص می نمايد. اين 
نوع فهم، زمانی رخ می دهد که دانش آموزان قادر به برقراری رابطه بين رويه ها و مفاهيم مورد 
بحث باشــند. علاوه بر اين، اسکمپ درک منطقی۸۹ افراد را به معنای توانايی برای استدلال 
استنتاجی از طريق به کارگيری دنباله ای از استدلال های منطقی و مناسب با استفاده از تعاريف 
مربوطه، اصول موضوعه و قضيه ها مشخص می نمايد. اين درک و فهم، زمانی اتفاق می افتد که 
دانش آموزان فهم رابطه ای خود را برای توضيح استدلال هايشان و يا متقاعدکردن ديگران در 
يک جامعه مورد استفاده قرار می دهند. اسکمپ با مشخص کردن اين چارچوب، نقش جامعه 

را  در فهم افراد مهم می داند (ميولر، ۲۰۰۷).
همچنين پياژه (۱۹۸۷، نقل شده در مانسی، ۲۰۰۳) ادعا می کند که دانش آموزان بر اساس 
سه سطح (PL۹۰) در زمينه ی مهارت های مرتبط با اثبات و توجيه، پيشرفت می کنند. او معتقد 
است که دانش آموزان ۷ يا ۸ ساله در سطح PL۱ هستند. در اين سطح، آنها رويدادهای وابسته 
را به طور مجزا درنظر می گيرند و هيچ ضرورتی درشفاف سازی نظرات شان نسبت به نظرات 
ديگران نمی بينند. در پايان اين دوره، افکار دانش آموزان بيشتر جهت يا فته می شود و آنها در 
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اين سطح قادر به استنتاج مقدماتی و اوليه هستند. دانش آموزان سطح PL۲ بين سنين ۷ يا ۸ تا 
۱۲-۱۱ سال می باشند. در اين سطح، بچه ها شروع به حدسيه سازی و توجيه استدلال هايشان 
می کنند، گرچه ممکن است حدســيات آنها نادرست باشد؛ زيرا استدلال های آنها بر اساس 
نتايج تجربی است. در اين سطح آنها قادرند رويدادهای بعدی را بر اساس رويدادهايی که در 
گذشــته رخ داده اســت، به هم پيوند دهند. PL۳ در سن ۱۱ يا ۱۲ سال به بالا رخ می دهد. در 
اين سطح دانش آموزان قادرند که استدلال های صوری و استنتاجی را ارائه دهند. همچنين آنها 
به ضرورت استدلال استنتاجی و منطقی و اهميت توجيه حدسياتشان پی می برند. برخی از 
محققين بر اين باورند که در بعضی موارد، توانايی های شناختی افراد زودتر از آنچه پياژه بيان 
می دارد پديدار می شود و برعکس برخی از توانايی های شناختی ممکن است ديرتر از زمانی 
که پياژه تصور می کند، ظاهر شــود (بيابانگرد،  ۱۳۸۸). به عنوان مثال، تحقيقات نشان می دهد 
که برخی از دانش آموزان متوســطه و حتی دانشــجويان، به سطح عملکرد رسمی رياضيات 
نرســيده اند (به عنوان مثال،  هارل وســاودر، ۱۹۹۸؛ چين ولين، ۲۰۰۹؛ يوسفی و خيّر ، ۱۳۸۲؛ 
کلاهدوز،۱۳۹۰؛ ريحانی و همکاران، ۱۳۹۱)؛ با اين وجود، چارچوب شــناختی نظرية پياژه، 
زيربنای نظری و اندازه گيری بسياری از مفاهيم روان شناسی را تشکيل می دهد (يوسفی و خيّر، 

.( ۱۳۸۲
لازم به ذکر اســت که معلمان در آموزش فرايند اثبات و بررســی توانايی دانش آموزان و 
طبقه بندی اين توانايی ها بايد به سبک يادگيری دانش آموزان نيز توجه داشته باشند. سبک های 
يادگيری افراد نشانگر آن است که آنان چگونه اطلاعات را شناسايی، قضاوت، تجسم، تأييد و 
ارزشيابی می کنند (سروقد و ديانت، ۱۳۸۸) و اين به چگونگی يادگيری افراد مربوط می شود 
نه به توانايی آنها. در نتيجه معلمــان بايد برای افزايش توان يادگيری دانش آموزان در مفاهيم 
رياضی، بويژه فرايند اســتدلال و اثبات، از چگونگی و انواع سبک های يادگيری آگاه باشند؛ 
زيرا سبک های مختلف يادگيری می تواند بر روش های آموزشی معلمان و پيشرفت تحصيلی 
دانش آموزان تأثير گذارد(سيف، ۱۳۸۶). به عنوان مثال برخی از دانش آموزان در درس رياضی، 
يادگيری از روی شکل و نمودار ها را ترجيح می  دهند و چنانچه معلم در آموزش اثبات های 
رســمی، بدون مقدمه و آماده کردن شرايط ذهنی آنها وارد مباحث انتزاعی شود ممکن است 
دانش آموزان در يادگيری اين مباحث دچار بدفهمی شوند. لذا در کنار طبقه بندی سطوح اثبات 
افراد، لازم است به شرايط و عواملی که می توانند بر اين سطوح، تأثيرگذار باشند، نيز توجه نمود 
و بدين وسيله به درک عميق تری از ارتباط بين توانايی افراد در فرايند اثبات و عوامل شناختی، 
اجتماعی، فرهنگی و آموزشی رسيد که بررسی اين ارتباط و ارائة مدل های دقيق تر، مستلزم 

انجام پژوهش های بيشتری است.
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