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 چكيده
در اين . پردازد  زمين و تغييرات آن ميگراني دقيق و موشكافانة ميدان بررسيكه به  است اي از دانش ژئودزي ژئودزي فيزيك شاخه

 تحليل و با پردازد ميهاي در گردش پيرامون زمين   مدار ماهوارهبررسيخاص و دقيق روي سطح زمين، به بر مطالعات  راستا علاوه
 دومين نسل از GRACEماهوارة . آورد دست مي ههاي جهاني ب تر و در مقياس صورت دقيق ه را بگرانيها تغييرات ميدان  مدار ماهواره

اين ماهواره از دو . است زمين گراني ميدان  تغييرات زمانيأموريت آن بررسي كه هدف از ماستسنجي  گرانيهاي مخصوص  ماهواره
 ثانيه در 60 مختصات را هر GRACEماهوارة  هاي نصب شده روي جفت گيرنده. پردازد  به ثبت اطلاعات مدار ميمتفاوتكانال 
 تغييرات موقعيت نسبي دو )K-band Ranging System, KBR( يابي  فاصلهسامانه. كنند ميثبت  WGS84 مختصات جهاني سامانة

 به مشاهداتي كردن در صورت اكتفا ،گراني تغييرات محلي ميدان بررسي در .كند  ثانيه ضبط مي5ماهواره و سرعت اين تغييرات را هر 
ود تا توانايي ش تلفيق اين مشاهدات سبب مي . با كمبود مشاهدات مواجه خواهيم شدGPSهاي   گيرندهباگيري موقعيت  با نرخ اندازه

رو در اين مقاله سعي  ازاين. يابدهاي بالاتر افزايش   زمين را تا درجه و مرتبهگرانيتجزيه و تحليل مدار ماهواره و به تبع آن ميدان 
هاي  عدي ماهوارهب مختصات سهبه نحو مطلوب از  )Hermite(  ارميت و تقريب)Lagrange(  لاگرانژيابي درون روشتلفيق شده تا با 
GRACE  دستگاهو مشاهدات اسكالر KBRبهره برد گرانيتغييرات ميدان سازي   در مدل. 
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Abstract 

The Gravity Recovery And Climate Experiment (GRACE), twin satellites launched in 
March 2002, are making detailed measurements of the Earth's gravity field. It will yield 
discoveries about gravity and the Earth's natural systems.  

Different sensors and instruments have been placed in the GRACE satellites to fulfill 
the primary scientific objective of the mission in mapping the Earth’s gravity field and its 
temporal variations. The K-band inter-satellite ranging system observes the key 
observations of the twin satellites which continuously records the changes of the inter-
satellite distance. However, the two satellites three dimensional (3D) positions are 
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recorded using the Global Positioning System (GPS) with lower sampling rate. 
Densification of the position vector with a sampling rate compatible with that of the K-
band ranging system is the main purpose of this article. 

Interpolation methods are the simplest way to calculate the position of the satellites 
between a few measured positions. The Lagrange interpolation method is the most 
frequently used scheme for orbit interpolation purposes. However, the accuracy of the 
method is not convincing for satellite gravimetry applications. on the other hand, the 
Hermite polynomials approximation can be used to combine a function and its derivatives 
for interpolation applications. It has shown its high performance wherever a function and 
its derivates have been observed. 

In the GRACE mission, only 3D positions are observed by the onboard GPS receivers. 
Moreover, the K-band system measurement can be expressed as a nonlinear function of 
the relative position and velocity of the two satellites. Consequently, the Hermite 
polynomial approximation cannot be employed in its original form because of the 
nonlinearity of derivatives. Herein, we propose the idea of integration of the Lagrange 
interpolation and Hermite polynomials for coordinate estimation. The Lagrange 
interpolation is used to provide approximate coordinates between the sampling points. 
Finally, the Hermite polynomial approximation is utilized for simultaneous adjustment of 
all the GPS-derived positions, K-band measurements and the approximate position 
derived from the Lagrange interpolation. Numerical analysis shows that the proposed 
method outperforms both the Lagrange interpolation and the Hermite polynomial 
approximation in terms of accuracy. 
 
Key words: Hermite approximation, Lagrange Interpolation, GRACE satellites, 3D 

positions 
 مقدمه    1

ي نامرئي است كه از طرف دو جرم به ي نيروگراني
 نسبت به گرانيبا وجودي كه . شود مييكديگر اعمال 

ساير نيروهاي اساسي موجود در طبيعت نظير الكتريسيته و 
تر است، تأثيرات آن چشمگير و در  مغناطيس ضعيف

تواند از حركت   ميگراني. جا قابل درك است همه
گرفته تا گسترش گيتي را تحت كنترل ها  جزرومد اقيانوس

  ژئودزيدانشاي از   فيزيك شاخهژئودزي. داشته باشد
 سازد را عملي ميهاي دقيقي از زمين  گيري است كه اندازه

تهية يك . پرداخت آن گراني ميدان بررسيتا بتوان به 
 روي سطح زمين گراني ميدان هاي واپيچشمدل دقيق از 

دست آمده از  ههاي ب وزه دادهامر. كاري بسيار دشوار است
 مدل كردن ميدان جاذبة زمين برايتواند  ميرا  ها ماهواره

دست  ه در بمهميها نقش  اين مدل. دادمورد استفاده قرار 
هاي بزرگ  آوردن جزئيات ميدان جاذبة زمين در مقياس

 و بيشترتوانند جزئيات را با دقت   اما نميكنند ايفا مي

همچنين قادر نيستند . كنند توصيف يافته صورت پالايش هب
تغييرات كوچك ماهانه را در ارتباط با چرخة 

براي رفع اين نواقص . هيدرولوژيكي توضيح دهند
 سنجي پا به عرصة وجود گذاشتند گرانيهاي  ماهواره

 پس از ماهوارة GRACEماهوارة . )2004شريفي، (
CHAMP سنجي  گراني زمينة دومين ماهوارة قدرتمند در

 از يك  كهاستاي  هاي خوشه اولين نسل از ماهوارهو 
كه در يك مدار تشكيل شده است جفت ماهوارة مشابه 

 220با فاصلة ماهوارة عقبي  و دارند كيلومتري قرار 450
. )1شكل (كند  ماهوارة جلويي را تعقيب مي،كيلومتري
 را گرانيهاي  ها مدل دست آمده از اين ماهواره هاطلاعات ب

 و باعث شده تا دهد ميدرجه و مرتبه بهبود تا چندين 
 زمين چه روي دريا و چه در خشكي گرانيجزئيات ميدان 

دست  ه بتر يافته شپالايصورت  هبتر و  هاي وسيع در مقياس
 .)2007جاگي و همكاران،  (آيد
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 ي آن هاي تعيـين مـوقعيت     سامانه و   GRACEدوقلوي   هاي ماهواره. 1شكل

 .)2004شريفي، (

 گيري  اندازهدستگاه مدار اين ماهواره از دو اطلاعات
موقعيت دو ماهواره از طريق . شود مي حاصل متفاوت
 با استفاده از GPS تعيين موقعيت جهاني سامانه
ماهواره قرار دارند ثبت  هايي كه روي جفت گيرنده

شود كه سرعت ثبت اطلاعات موقعيتي جفت ماهواره  مي
عت و شتاب نسبي دو علاوه سر هب. است ثانيه 60درآن 

 ثانيه ثبت 5 در فواصل زماني KBR دستگاه باماهواره 
زمان اين  لذا هنگام پردازش هم. )1شكل (.شود مي

هاي مداري سرعت و  اطلاعات بخش عظيمي از داده
هاي موقعيتي كنار گذاشته  شتاب براي هماهنگي با داده

رو هدف از اين مقاله متراكم كردن  از اين. شود مي
,X (هاي موقعيتي دو ماهواره داده Y, ZΔ Δ Δ( راه از 

 و )�ρ(سرعت KBR دستگاهحاصل از اطلاعات 
رو ابتدا رابطة سرعت و شتاب با   ازاين.است )��ρ(شتاب

و سپس با آيد  ميدست  ه ماهواره بدكارتيمختصات 
ها  ماهوارهاي   ثانيه5تصات يابي لاگرانژ مخ كمك درون

زمان با مشاهدات  طور هم ه ببعد از آن .شود ميتعيين 
رميت سرشكن و نتايج ا روش تقريب بهسرعت و شتاب 

 .شود ميسازي شده مقايسه  شبيه  مشاهداتبادست آمده  هب
 
 سازي رياضي مدل    2
  ارميتاي معرفي تقريب چندجمله   2-1

 روشي بسيار  ارميتاي جمله  چند به روشيابي درون
يابي تقسيم تفاضلي نيوتن در آناليز  نزديك به روش درون

دهد مشتقات نقاط داده  ، كه به ما اجازه مي استعددي
  مورد عدديسازي  مدل درزمان با خود نقاط شده را هم

اي براي  در اين روش از توابع چندجمله. قرار دهيماستفاده 
 ،بر خود تابع علاوه. شود ها استفاده مي سازي داده مدل

كنند و لذا از ميان  مشتقات آن نيز در حل مسئله شركت مي
يابي ساده اين روش به خاطر در بر داشتن  هاي درون روش

تواند  سازي مي صورت مشاهده در مدل همشتقات تابع ب
 ،مث ورلد (ها داشته باشد بهترين برازش را به داده

math world(. 
 گوناگون در نقاط مجهولمقدار تابعي  n+1هرگاه 

i صورت هب i(x , f (x  هيچ دو  در آن موجود باشد كه((
ixاي  توان چندجمله ي يكسان نباشد، ميP(x) را 
ها   به اين داده، يك تابع تقريب كنندهمنزلة  بهصورت زير هب

 .برازش داد
 )1(              n n

n nP(x) a x a x ... a x a−
−= + + + +1

1 1 D  
i صورت به را آنتوان   ميو i iP(x ) f (x ) y= = 

}براي  }i , , ..., n∈ 0 هرگاه مشتقات اين . كرد بيان 1
ها   يا به عبارتي دادهها نيز در نقاط مربوط موجود باشد داده

(m)صورت  هب
i i i i(x , f (x ), f (x ),..., f (x  ، داده شده باشند�((

 برازش داده ها اي نيز به اين داده گاه مشتق اين چندجمله آن
 .شود مي
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اي   چندجملهبي ضرادست آوردن ه ببرايترتيب  اين به
 معادلات دستگاهها برازش يابد  مناسب كه به داده
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توان روي  اي مي ب چندجملهين ضرادست آورد هبا ب
 .كرديابي  هاي موجود درون داده

شود تغييرات  وجود مشاهدات مشتق تابع باعث مي
ها كه نقص اصلي اين  اي ناخواسته تقريب با چندجمله

توان با   و از طرفي ميشود برطرف ،رود  ميشماره روش ب
 مجهول تعداد مشاهدات كمتري تقريب خوبي از تابع

f(x)دست آورد ه ب. 
 

 يابي لاگرانژ درون   2-2
 نقطة مشاهداتي nبه ازاي ياب لاگرانژ  اي درون چندجمله
صورت  ه ب كهكند  ميايجاد n-1 اي از درجة جملهديك چن

n

j
j
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= ∑
1

1

 اي چندجمله جةدرترين  بزرگ. است 

n-1 است كه از بين nه  نقط
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يــاب در ايــن روش  هــاي درون اي هنگــامي كــه چندجملــه
 بين داشتن يك برازش بهتر      اي  شوند، رابطه  كار گرفته مي   هب

هرچـه  .  تابع برازش يافتة همـوار وجـود دارد        و داشتن يك  
يـابي بيشـتر باشـد، درجـة        كـار رفتـه در درون      هتعداد نقاط ب  

ــه ــالاتري از چندجمل ــ ب ــي  هاي ب ــد دســت م  و )2شــكل (آي
اي با درجة بالاتر در بـين نقـاط نوسـانات زيـادي             چندجمله

ياب درجة بالا يك تـابع       بنابراين يك درون  . خواهد داشت 
، هرچنـد   اسـت ضعيف در فاصلة بين نقاط      بيني كنندة    پيش

شـريفي و    ( باشـد  مناسـب   مشـاهداتي  بين نقاط در  كه دقت   

 .)1387همكاران، 

 
 متفــاوتاي از درجــات  يــابي نقــاط بــا توابــع چندجملــه درون .2شــكل

 .)ورلد  مث(
 

سازي نقاط و تعيين مختصات  ازآنجاكه هدف متراكم
روش ماهواره در حد فاصل نقاط مشاهداتي است لذا 

 متداول در بحث ييابي لاگرانژ كه روش درون
ولي .  كارايي نخواهد داشت،هاي مداري است يابي درون
 يك الگوريتم توليدكنندة مانند هتوان از اين روش ب مي

مختصات تقريبي در حدفاصل نقاط مشاهداتي استفاده 
هاي   اطلاعات اولية موقعيتدرحكم و نتايج حاصل را كرد

 .كردهاي ماهواره وارد  ريب موقعيتمجهول در مدل تق
 

در تركيب ارميت اي  تقريب چندجمله سازي مدل   2-3
 يابي لاگرانژ با درون

 و ثانيه 60 هر GRACEهاي  ازآنجاكه مختصات ماهواره
 ثبت  ثانيه5سرعت و شتاب نسبي آنها در فواصل زماني 

، علاقمنديم كه با تلفيق مشاهداتي كه نرخ شود مي
هاي ماهوارة  ي آنها متفاوت است، دادهبردار نمونه

GRACE  هاي   گيرندهراهكه از راGPSشوند با   ثبت مي
براي اين منظور . كنيمقت مناسبي بازيابي دو  تراكم بالاتر

در مقالة . گيريم  كمك مي ارميتاي از تقريب چندجمله
فاصلة نسبي بين   ارميت با روش)1387( شريفي و همكاران

 و شدهسازي  ها مدل اي  با چندجملهGRACEهاي  ماهواره
  علت استفاده از روش.دست آمده است هبنتايج مناسبي 

 فاصله، سرعت و شتاب ، كه مشاهداتاست نيز اين ارميت

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 69                                                                            ... با تلفيق GRACEهاي  بعدي ماهواره سازي موقعيت سه مدل

، و ازآنجاكه سرعت و شتاب مشتقات مراتب هستندنسبي 
سازي مسئله   بهترين روش مدل،اول و دوم فاصله هستند

زمان  طور هم هن روش بدر ايچرا كه . استرميت اروش 
 حال از اين .آيد دست مي همشاهدات ب يك مدل براي همة

شود كه سرعت و شتاب   استفاده مياي مسئلهروش در 
عدي ماهواره ب  سهدكارتي طور مستقيم از مشتق موقعيت هب
تواند   ديگر نمي ارميتآيند و لذا مسئلة دست نمي هب

كه ابتدا رابطة بين رو لازم است  ازاين.  خطي باشداي مسئله
براي اين منظور . دست آيد هموقعيت با سرعت و شتاب ب

كنيم هريك از سه مؤلفة موقعيت نسبي  ابتدا فرض مي
y, xΔ Δو zΔ در هر بازه مثل j بين دو نقطه مشاهداتي 

 : تقريب شوندnاي از مرتبة  با يك چندجمله

)5           (                 ( )

0
( ) ( ) a

n
j

ij i j
i

x t a P t P
=

Δ = =∑ 

)6(                     ( )

0

( ) ( ) b
n

j
ij i j

i

y t b P t P
=

Δ = =∑ 

)7                            (( )

0

( ) ( ) c
n

j
ij i j

i

z t c P t P
=

Δ = =∑ 

ــه در آن ijijij كــــ abc ــا ,, ــراهــــ ب مجهــــــول يضــــ
,zكنندة   هاي تقريب  اي چندجمله y, xΔ Δ Δ كه در    هستند 

 ــحا ــرداري ب ــت ب ــورت هل b, ص aj jو c j  ــايش داده نم
)(  همچنـين  .شـوند  مي jP  از  هكننـد  اي تقريـب   چندجملـه 

 .است jدرجة 

)8                   (, 0,1,..., 1r
k

k k

k

x
y k i
z

Δ⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ = Δ = −
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

 

صورت رابطة  هكه بردار اختلاف مختصات ب در صورتي
توان روابط زير را براي فاصله،   مي،ش داده شود نماي)8(

سرعت و شتاب تغييرات بين دو ماهواره برحسب 
 :ها نوشت اي چندجمله

)9        (( ) ( ). ( )r r a a b b c cT T T
j j j j j jt t t K K Kρ = Δ Δ = + +D D D

 

ــه در آن ) ك j)T ( j)K P P=D   ــاتريس حاصــل از ضــرب م
 .ست اها اي چندجمله

)10(          1 1 1( ). ( )( )
( )( ). ( )

a a b b c cr r
r r

T T T
j j j j j jK K Kt tt

tt t
ρ

ρ
+ +Δ Δ

= =
Δ Δ

�� 

ــه در  ) آنك j)T ( j)K P P=1
ــرب   � ــاتريس حاصــل از ض م

درنهايـت  . اسـت ها و مشتقات مرتبه اول آنهـا         اي چندجمله
 صــــــورت هشــــــتاب تغييــــــرات فاصــــــله نيــــــز بــــــ

2

( ). ( ) ( ). ( ) ( )( ) ( ). ( )
( ) ( ) ( )

Δ Δ Δ Δ
= + − Δ Δ
�� � � ��� �t t t t tt t t

t t t
ρρ

ρ ρ ρ
r r r r r r 

صورت زير نتيجه    هها ب  اي خواهد بود كه برحسب چندجمله    
 :شود مي

)11         (
1 1 12

2 3 2 3 2 3

( )( ) [ ]
( )

1 [ ( ) ( ) ( ) ]
( )

a a b b c c

a a b b c c

T T T
j j j j j j

T T T
j j j j j j

tt K K K
t

K K K K K K
t

ρρ
ρ

ρ

= − + + +

+ + + + +

��� 

)()( كه در آن  
3

)()(
2 , jTjjTj PPKPPK ���� ρρρ و   == ,, ��� 

بردارهـاي فاصـله، سـرعت و شـتاب نسـبي           اندازة  ترتيب   به
 ،شـود   مـي  ديـده در اين معـادلات چنانچـه        .هستندماهواره  

. داردسازي   معادلات مشاهدات خطي نيست و نياز به خطي       
 كـه   لذا براي حل مسئله نياز به مقادير اوليه مجهولات است         

ود مقادير بردارهاي موقعيـت حاصـل از روش لاگرانـژ           وج
 مسـئلة غيرخطـي     وشود   باعث سهولت تعيين اين مقادير مي     

صورت تكراري حل    ه مسئله ب  با بسط به سري تيلور خطي و      
 اپك مشـاهداتي   دودهندة مشاهدات     نشان 3 شكل   .شود مي

 .است
 uكه كلية ضرايب مجهول در بـردار مجهـولات            درصورتي

, شامل مشـاهدات     lشاهدات  و بردار م   rρ Δ� و ρ��    باشـند و 
ــاتريس ــاي ضــرايب  م Aه , A2 ــهA3 و1 ــتق   ب ــب مش ترتي

مشاهدات بـردار موقعيـت نسـبي، انـدازه سـرعت و شـتاب              
تــوان بــردار  نســبي نســبت بــه بــردار مجهــولات باشــند مــي

لات، بـردار مشـاهدات و مـاتريس ضـرايب دسـتگاه            مجهو
 :صورت زير نمايش داد خطي شده را به

)12                    (1 1 1

2 2 2

3 3 3

,l u
A l u

A A l u
A l u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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 . در دو اپك متواليGRACE مشاهدات مداري ماهوارة مدل .3شكل

 

lكه در آن  , l , l3 2 �Δ,ترتيب شامل مشاهدات   به1 rρ 
u و هستند ��ρو , u , u1 2 ij شامل مجهولات 3 ij ijc , b , a 

 .است
در اين مسئله معادلات شرط جهت پيوستگي 

 و نيز هموار بودن گوناگونهاي  هاي اپك اي چندجمله
شوند كه در  اين شروط باعث مي. روند كار ميه آنها ب

 و شكستگي ايجاد نشود و نقاط گرهي گسستگي
طور هموار در  ه متوالي ب245 هاي هاي اپك اي چندجمله

 لذا علاوه بر معادلات مشاهدات .كنار يكديگر قرار گيرند
 دستگاه بايستي به اند صورت قيد تابعي همعادلاتي كه ب

ماتريس ساختار اين معادلات با نام . معادلات افزوده شوند
Cشود  وارد مسئله مي. 

 شدن مجموع مربعات كمينهدرنهايت با اعمال شرط 
 قابل حصول )13(ابطه خطاهاي تصادفي مجهولات از ر

 ].1 [است
)13                    (ˆ

0 0
uT T TA PA C A P L

C
δ δ
λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
 تجزيه و تحليل عددي    3
 سازي شده هاي شبيه داده   3-1

صورتي است كه گويا  ها به هاي ماهواره سازي داده شبيه
و اره در فضايي در حال گردش به دور زمين است ماهو

 گرانيتنها نيروي مؤثر در اين فضا، نيروي حاصل از ميدان 

هاي عددي توليد مدار  با استفاده از روش. استزمين 
صورت كه با استفاده از  اين به. شوند سازي مي ها شبيه داده
 گرانياي مدار را به صورت عددي در ميدان  ي اوليه نقطه
  تا درجه و مرتبةEGM96ل از ضرايب ژئوپتانسيلي حاص
خروجي توليد مدار به صورت عددي . كنند  توليد مي300

 سامانةست از بردارهاي موقعيت و سرعت در  اعبارت
 بردار ،هاي لازم تبديل سپس با استفاده از روابط و لَختي؛

هاي  داده. آورند دست مي ه بسامانه لَختيشتاب را نيز در 
 شامل زمان برحسب GRACE2 و GRACE1هاي  ماهواره

تاريخ ژولين و بردارهاي موقعيت و سرعت و شتاب در 
ها در فايل مربوط به صورت   دادهقالب. سامانة لَختي است

 :استزير 
� � � �� �� ��time x y z x y z x y z 

ها كه عاري از خطا هستند استفاده و  از اين داده
كنيم تا  له ميورميت و لاگرانژ مدامشاهدات را با روش 

 مدل كردن و درامكان بررسي صحت روش مورد استفاده 
 . مشاهدات وجود داشته باشدساختنمتراكم 

 

 رميتاحل مسئله به روش     3-2
سازي شده  هاي شبيه را در مورد دادهارميت مسئلة 
 30 هر x,y,zدر اين حالت سرعت ثبت . كنيم بررسي مي

ρ,ثانيه و  ρ�� اي   با توجه به درجة چندجمله.است ثانيه 5هر  �
 ،استاي  ب چندجملهيتعداد مجهولات كه همان ضرا
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براي محاسبة مقادير اوليه با توجه به . شود مشخص مي
گيريم و  تعداد مجهولات به همان تعداد معادله در نظر مي

اي درجه سه   مثلاً اگر چندجمله.كنيم معادلات را حل مي
 معادله 12 كه براي حل آنها جود داردو مجهول 12 باشد

, معادله از 10از اين ميان . نياز است , x, y, zρ ρ Δ Δ Δ�� � 
شود و دو   حاصل مي ابتدا و انتهاي اپكهاي نقاط گرهي

ρ,معادله نيز از  ρ�� و با شود  مي يكي از نقاط مياني تشكيل �
بنابراين براي . آيند دست مي هحل معادلات مقادير اوليه ب

 مجهول كه يك 20 تا سقف ،سازي شده هاي شبيه داده
توان مورد استفاده قرار   است را مي6اي درجه  چندجمله

 .داد
توان  دست آوردن مقادير اوليه مي هبعد از ب

,هاي ساختار را براي  ماتريس , x, y, zρ ρ Δ Δ Δ��  تشكيل �
 از (متفاوت هاي اي داده و مسئلة تقريب را براي چندجمله

 

 .حل كرد) درجه دو تا شش
سازي شده، همة مشاهدات با  هاي شبيه در فايل داده

توان مقادير  بنابراين پس از حل مسئله مي. اند  ثانيه5نرخ 
اي را كه با تقريب   ثانيه5يابي شده براي فواصل  درون

اند با مقادير نظير در فايل  دست آمده ه بارميتاي  چندجمله
 و ميزان دقت روش كرد مقايسه سازي شده بيههاي ش داده

 .دست آورد هرميت را در اين روش با
 

 رميتايابي   نتايج درون   3-3 
 دست آمده از  هپس از سرشكني، نتايج ب

 اي با   ثانيه5 در فواصل ارميتهاي  اي چندجمله
 سازي شده مقايسه و  هاي موجود در فايل شبيه داده

 نشان داده شده 1 و جدول 4 اين مقادير در شكل تفاوت
 .ستا

0 50 100 150 200 250 300 350

−0.5

0

0.5

δx
(m

m
)

0 50 100 150 200 250 300 350
−2

−1

0

1

δy
(m

m
)

0 50 100 150 200 250 300 350
−5

0

5

δz
(m

m
)

t(s) 
 .6اي درجه  ، چندجملهسازي شده هاي شبيه رميت با نقاط موجود در فايل دادهايابي  دست آمده از درون همقادير ب تفاوت. 4شكل

 
 .ي شدهساز هاي شبيه رميت و مقادير موجود در فايل دادهايابي شده با روش   بين مقادير درونتفاوت  قدر مطلقبيشينه .1جدول

 6 5 4 3 2 اي درجة چندجمله

)(mxΔ 57.0 2106.1 −× 4106 −× 4103 −× 4102 −× 
)(myΔ 3109 −× 3104.2 −× 3105.3 −× 3101 −× 5103.5 −× 
)(mzΔ 2103.7 −× 21065.1 −× 3102.2 −× 3103.1 −× 4102 −× 
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 يابي لاگرانژ درون    3-4
,zتر  تراكم لاگرانژ مشاهدات كميابي  اگر با درون y, x 
يابي  ، و نتايج درونكنيميابي  اي درون  ثانيه5را با تراكم 

سازي  هاي فايل شبيه  را با دادهگوناگونهاي  اي جمله چند
كنيم كه  ، مشاهده ميقرار دهيم مقايسه  موردشده
د در فايل متر با مقادير موجو يابي لاگرانژ تا دهم ميلي درون
 و جدول 5 نتايج اين مقايسه در شكل .ها منطبق است داده

 . آمده است2
 

يابي لاگرانژ و  يابي ارميت و درون تلفيق درون   3-5
 حل يكجا

توان  قبل از ورود به مراحل سرشكني كمترين مربعات، مي
z,y,x فواصل بين نقاط گرهي را با روش لاگرانژ براي 

ها را  z,y,xپر ساخت و سپس همة اي   ثانيه5فواصل زماني 
ρ,با  ρ�� مشاهدات سرشكن شده را با .  ها سرشكن كرد�

نتايج . كنيم سازي شده مقايسه مي هاي فايل شبيه داده
 . آورده شده است3 و جدول 6دست آمده در شكل  به

0 50 100 150 200 250 300 350
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)

0 50 100 150 200 250 300 350
0
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t(s) 
 6 اي درجه سازي شده، چندجمله هاي شبيه ود در فايل داده با نقاط موجلاگرانژيابي  دست آمده از درون ه مقادير بتفاوت .5لشك

 
 .سازي شده هاي شبيه يابي شده با روش لاگرانژ و فايل داده  بين مقادير درونتفاوتقدرمطلق  بيشينه .2جدول

 6 5 4 3 2 اي درجة چندجمله

)(mxΔ 0.57 3101.6 −× 4106.1 −× 3108.1 −× 4109.5 −× 
)(myΔ 3101.3 −× 4101.3 −× 4109.1 −× 4104.1 −× 4102 −× 
)(mzΔ 0.357 21035.1 −× 3102 −× 3103.1 −× 4107.4 −× 

 
 .سازي شده هاي شبيه دست آمده از تلفيق روش لاگرانژ و ارميت با نقاط موجود در فايل داده بيشينه قدر مطلق تفاوت مقادير به .3جدول

 6 5 4 3 2 اي درجة چندجمله

)(mxΔ 05.0 3102 −× 4102 −× 4103 −× 4102 −× 
)(myΔ 3102 −× 4102 −× 5104 −× 5102 −× 5104 −× 
)(mzΔ 02.0 01.0 4102 −× 410− 5102 −× 
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 .6اي درجه سازي شده، چندجمله هاي شبيه رميت با نقاط موجود در فايل دادهادست آمده از تلفيق روش لاگرانژ و  ه مقادير بتفاوت. 6شكل

 
دهد كه تلفيق   نشان مي2و  3 هاي جدولمقايسة 

دست آمدن  ه بموجبرميت ايابي لاگرانژ با تقريب  درون
شود و چون در اين روش  تر براي مشاهدات مي مدل دقيق

 صورت نيز متفاوت مشاهداتي سامانةتلفيق مشاهدات دو 
. دهد دست مي هزمان نتايج بهتري ب  سرشكني هم،پذيرد مي
پذيري نيز باعث  علاوه معادلات شرط پيوستگي و مشتق هب

 را با 3حال اگر نتايج جدول  .شود بالا رفتن دقت كار مي
يابيم كه   مقايسه كنيم به راحتي در مي1نتايج جدول 

 بهبود قابل ، روش لاگرانژ نتايج حاصل ازاستفاده از
 نمايش 7 شكل . استايجاد كردهتوجهي در نتايج حاصل 

دهد در   كه نشان مياست 6 و 5 و 4هاي   شكلزمان هم
 .آيد دست مي هروش تلفيقي نتايج بهتري ب
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Lagrange
Hermite

 
هـاي   رميـت و روش لاگرانـژ بـا نقـاط موجـود در فايـل داده               ارميـت، روش    ادست آمده از تلفيق روش لاگرانـژ و          ه مقادير ب  تفاوتنمودارهاي مربوط به     .7شكل

 .6اي درجه سازي شده، چندجمله شبيه
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 گيري نتيجه   4
توان در  يمعنوان روشي كارآمد  هبرميت ايابي  روش درون

 اطلاعات  مجموعههاي مشاهداتي شامل يك دادهتقريب 
 .دادمورد استفاده قرار به همراه مشتقات همان اطلاعات 

 نبوددليل  ه ب،اي كه در اين مقاله مطرح شد لذا در مسئله
,zمشتقات مستقيم  y, x غيرخطي بودن رابطة موجود  و

بين مشاهدات و مشتقاتشان، امكان حل مستقيم مسئله به 
دست آوردن مدل  هببراي رميت نيست تا بتوان اروش 

تر  يابي دارند تا متراكم مناسب مشاهداتي كه نياز به درون
 روابط بين مشاهدات اينكهبا توجه به  .شوند استفاده كرد

قادير اوليه و حل تكراري  و نياز به داشتن ماستغيرخطي 
توان روش تقريب   براي حل اين مشكل ميهست،مسئله 

 .يابي لاگرانژ تلفيق كرد رميت را با روش درونا
 گوناگونيابي لاگرانژ قادر به تلفيق مشاهدات  درون

 يك ،نيست و به هر گروه مشاهداتي به صورت جدا
اين روش براي . دهد اي برازش مي چندجمله
 چون ،تر است اي درجة پائين قابل اطمينانه اي چندجمله

 تهديد اي فواصل بين نقاط را خطر نوسان چندجمله
 كنترل تابع نبوديابي لاگرانژ  ترين نقص درون  مهم.كند نمي

 اين مشكل در تلفيق با روش .استاز نظر مشتقات آن 
چون در اين روش حضور . رود رميت از بين مياتقريب 

كنندة   عامل كنترلمنزلة بهه مشتقات در روند حل مسئل
 .كند نوسانات تابعي عمل مي

 يابي لاگرانژ در مورد مشاهدات نتايج حاصل از درون
z, y, xΔ Δ Δ مشاهده در درحكماي   ثانيه5 در فواصل 

رميت ارميت استفاده شد و درنهايت نتايج روش اتقريب 
 نيز با رميتابراين، روش  علاوه. بهبود قابل توجهي يافت

زمان مشاهدات نتايج حاصل از لاگرانژ   هم كردنسرشكن
دست  بهتري را  هاي كوچك مانده باقي و بخشد ميرا بهبود 
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