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 چكيده

 Gravity Recovery (GRACE بار با پرتاب ماهواره  اولين )LL-SST) Low-Low Satellite-to-Satellite Trackingساختار 

And Climate Experiment ( زمين در مقياس  ميدان جاذبهياببازيبراي رسيدن به دقت و حساسيت بيشتر در .  شديي اجرا2002در 
قبلاً در ماهواره  كه)HL-SST) High-Low Satellite-to-Satellite Trackingاختار  را با سLL-SSTتوان ساختار  جهاني مي
CHAMP) CHAllenging Minisatellite Payload ( اب در راستاي خط ديد دو ماهوارهاختلاف شت. ب كرديتركاستفاده شده 

)Line Of Sight(LOS) acceleration difference (GRACEكه در آن از مشاهدات هر دو است ترين كميت مشاهداتي ، ساده 
با استفاده از تابعك مشاهداتي   ضرايب ژئوپتانسيليبازيابيدر اين مقاله در ابتدا روابط مربوط به . است  استفاده شدهLL و  HLساختار

بيشينه . است اي برآورد ضرايب بنا شده و دستگاه معادلات مربوطه بر است بيان شدهGRACE اب در راستاي خط ديد دو ماهوارهشت
به بيان ديگر تعداد مجهولاتي كه بايد در اين . است GRACE، 120 اهدات ماهوارهدرجه و مرتبه قابل بازيابي با استفاده از مش

 شخصي و با اي دستگاه رايانهمعادلاتي با اين تعداد مجهول در يك دستگاه ازآنجاكه حل . مجهول است 14641برآورد شوند دستگاه 
 MSAA) Multiplicative Schwarz Alternating يم تكرار، در اين مقاله الگوريتستيپذير ن  امكان(MATLAB)ب مطلافزار  نرم

Algorithm (تجزيه حوزه يها كه از جمله روش) Domain decomposition (بزرگ  با ابعادمعادلات نرمالدستگاه براي حل ، است 
 شده ديناميكي ماهواره سازي  تفاده از مشاهدات شبيهبي ضرايب ژئوپتانسيلي با اسمعادلات مربوط به بازيادستگاه شده و در حل عرضه 

GRACEدستگاه  در حل  همگرايين روش از نظر دقت و سرعتي انتايج حاصل، حاكي از كارايي. است  به اجرا گذاشته شده
  .استمعادلات بزرگ مربوط به بازيابي ضرايب ژئوپتانسيلي 

  

  MSAA ،Low-Low Satellite-to-Satellite Tracking ميدان جاذبه، روش يبازياب :هاي كليدي واژه
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Abstract 

The GRACE mission has substantiated the Low–Low Satellite-to-Satellite Tracking (LL-
SST) concept. The LL-SST configuration can be combined with the previously realized 
high–low SST concept in the CHAMP mission to provide a much higher accuracy. The 
line of sight (LOS) acceleration difference between the GRACE satellite pair is the most 
frequently used observable for mapping the global gravity field of the Earth in terms of 
spherical harmonic coefficients.  

The following relationship is valid for each evaluation point: 
22

,
r

r
ρ

ρ
ρ ρ

Δ
Δ = + −e                                                                                       (1) 

The GRACE ranging system provides inter-satellite range ρ  and its first time 
derivative, ρ , as the LL-SST observations and the GPS receivers mounted on the GRACE 
satellites provide the position vectors as the HL-SST mode observations. The inter-
satellite range acceleration, ρ , and rΔ  are obtained by numerical differentiation of ρ  
and rΔ , respectively. 

In the absence of non-gravitational forces, the left-hand side of Eq. (1) can be 
considered as the LOS gravitational acceleration differences, LOSΔΓ  

2
2

:LOS
rρ

ρ
ρ ρ

Δ
ΔΓ = + −                                                                                                 (2) 

A sequence of observations with M  evaluation points sets up a system with M  linear 
equations. In this paper, the corresponding linear system of equations has been set up for 
spherical harmonic up to degree and order 120. The total number of unknowns, u , is  

2 2
max max1 3 2( 1) 1 ( 1) 121 14641u N N= + + + + − = + = =                             (3) 

Such a linear equation system can be solved with iterative solvers or direct solvers. 
However, the runtime of direct methods or that of iterative solvers without a suitable 
preconditioner increases tremendously. This is the reason why we need a more 
sophisticated method to solve the linear system of problems with a large number of 
unknowns. 

Multiplicative variant of the Schwarsz alternating algorithm is a domain 
decomposition method, which allows it to split the normal matrix of the system into 
several smaller overlaped submatrices. In each iteration step the multiplicative variant of 
the Schwarz alternating algorithm solves linear systems with the matrices obtained from 
the splitting successively. It reduces both runtime and memory requirements drastically. 
An MSAA example with two submatrices is shown in Fig. 1 
 

 
Figure 1. MSAA example with two submatrices. 
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This method dates back to H. A. Achwarsz’ work, published in 1980, and has been 
investigated by many authors since then. In this paper we propose the Multiplicative 
Schwarz Alternating Algorithm (MSAA) for solving the large linear system of gravity 
field recovery. The proposed algorithm has been applied in a close-loop simulation to the 
International Association of Geodesy (IAG)-simulated data of the GRACE mission. The 
achieved results indicate the validity and efficiency of the proposed algorithm in solving 
the linear system of equations from accuracy and runtime points of view. 
 
Key words: Gravity field recovery, Multiplicative Schwarz Alternating Algorithm, Low-

Low Satellite-to-Satellite Tracking 
 

  مقدمه     1
علوم وابسته به همة  ين براي زمگرانيدان يق مين دقييتع
 به ين علوم، ژئودزيان ايدر م. بود د خواهدين مفيزم

 ياس محلين در مقي زمگرانيدان ي از ميقيدقبرآورد 
 ي كاربردهايبرا( يجهانو ) ي مهندسي كاربردهايبرا(
 ي رفتار محل.)2005، يفيكلر و شر(از دارد ي ن)ن مدارييتع
 يسنج گراني يها ن با استفاده از روشي زمگرانيدان يم
 يسنج  گراني (ييو هوا) Terrestrial gravimetry (ينيزم

. ان استي قابل ب))Airborne gravimetry( مايبا هواپ
 گرانيدان ي به متوان ي مها ن روشياگرچه با استفاده از ا

) Spatial resolution (يك مكانين با قدرت تفكيزم
را در كل  يها پوشش همگن ن روشي، اما اديرسي زياد

جه يدر نت. كنند يجاد نميا ي در مناطق خشكيجهان حت
 با استفاده از ياس جهانين در مقي زمگرانيدان ين مييتع

ل پوشش همگن  يبه دل ،ي مصنوعيها مشاهدات ماهواره
ان يبه ب. بود مشاهدات آن در كل جهان، ارجح خواهد

 ين پوشش جهاني همگن و همچنباًيگر مشاهدات تقريد
ن يي تعي برايا  ماهوارهيها  روشي اصليها تيها، مز آن
سه با ي در مقاياس جهانين در مقي زمگرانيدان يم

  .)2005، يفيكلر و شر (باشند ي ميي و هوايني زميها روش
، ني زمگرانيدان ين مييجهت تع يا  ماهوارهيها روش

 يسنج  انيگر ي اختصاصهاي مأموريت پرتاب  ازپس
)Dedicated gravity field missions (يا  دوبارهاتيح 
 كه GRACE و CHAMP يها با پرتاب ماهواره. اند افتهي

اند، روش   پرتاب شده2002 و 2000ب در سال يبه ترت

SSTيها با توجه به ساختار ماهواره. وستيت پي به واقع 
م ياهور را خي دو مفهوم زSSTمورد استفاده در روش 

  :)2004، يفيشر (شتدا
  

- HL-SST:  

 LEO) Low Earth(ارتفاع  ة كمك ماهواريفن ن يدر ا

Orbiter((ا چند يك يبا ن يدان جاذبه زمي حسگر ممنزلة   به
 HEO) High Earth(رتفع هاي م ماهوارهگروه از 

Orbiter(( نقاط كنترل ثابت كه در حال گردش درحكم 
 با بار   اولينن مفهومي ا.شوند  ي ميابي، ردن هستنديبه دور زم

با استفاده از . وستيت پي به واقعCHAMPپرتاب ماهواره 
 طول يابي بازي برايار ارزشمندين روش اطلاعات بسيا

ب يضرا(ن ي زم دان جاذبهيم و متوسط  بلنديها موج
) 70تر از   با درجه و مرتبه كوچكيكروهاي  هماهنگ
  .)2005، يفيكلر و شر ( استيابيقابل دست

  
- LL-SST: 

ا چند گروه يك ي باارتفاع  كمدو ماهواره فن ن يدر ا
 زياد درنقش با ارتفاع ييها ماهواره(مرتفع  يها از ماهواره

، )اند نينقاط كنترل ثابت كه در حال گردش به دور زم
 و اند ه به هميارتفاع شب كمن دو ماهواره يا. شوند ي ميابيرد

. گردند مين يور زمك مدار مشابه به دنبال هم به ديدر 
 و لومتر استين دو ماهواره حدود چندصد كيابين فاصله 
) ن دوين ايبفاصله  )ρن فاصله يرات اييو تغ( )�ρ با 

، ن دو ماهواره مشابهيا. شود ي ميريگ  اندازهحسگرهايي
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. كنند  يفا مين ايدان جاذبه زميك حسگر را در مينقش 
.  محقق شدGRACEبار با پرتاب ماهواره   نين مفهوم اوليا

 يها ن روش، طول موجيبا استفاده از مشاهدات حاصل از ا
هاي  هماهنگب يضرا(ن يدان جاذبه زمياز م يتر كوتاه
سه با يدر مقا) 200تر از   با درجه و مرتبه كوچكيكرو

  .)2005، يفيكلر و شر(است  يابي قابل بازHL-SSTروش 
 LL-SST و HL-SSTدر شكل زير دو مفهوم 

  .است  نمادين به نمايش گذاشته شدهصورت به

  
  .LL-SST و HL-SSTساختارهاي  .1شكل

  

 از يتر ار كوتاهي بسيها كه طول موجنينكته قابل ذكر ا
 با درجه ي كرويها هماهنگب يضرا(ن يدان جاذبه زميم

 SGG با استفاده از روش )200تر از  و مرتبه بزرگ
)Satellite Gravity Gradiometry () ماهواره باGOCE 
)Gravity Field and Steady_State Ocean ( كه در
رومل و  ( استيابي قابل باز) به فضا پرتاب شد2009ل ياوا

  .)2002همكاران، 
 ه به هم استي شامل دو ماهواره شبGRACEماهواره 

در  يا ك مدار مشابه به دنبال هم با فاصلهيكه در 
220حدود 50± KMاند ني در حال گردش به دور زم 

 دو نيابين  يفاصله نسب. )2002رومل و همكاران، (
)ماهواره )ρن فاصلهيرات ايي و تغ( )�ρ وسته ي پصورت به

 KBR) K-band Ranging زيادي از سامانةبا دقت 

System(يريگ است، اندازه ه شدهيها تعب كه در ماهواره 
  .شود يم

 يها ، هركدام از ماهوارهKBRعلاوه بر مشاهدات 

GRACE يمحور  سنج سه  ك شتابي مجهز به) Three-

axis accelerometer (كه در مركز جرم خود هستند 
 يريگ  را اندازه وارد بر ماهواره ير جاذبي غيها شتاب

ن ييتعسامانة حاصل از مشاهدات  ي زمانيسر. كنند  يم
ار ي اطلاعات بسKBR و مشاهدات يت جهانيموقع

 دو ماهواره ي سرعت و شتاب نسبت،ي از موقعيارزشمند
 تيدن به دقت و حساسي رسيجه برايدر نت. دهد يدست م به
 با ،يجهاناس ين در مقيدان جاذبه زمي ميشتر در بازسازيب

توان مشاهدات  ي مGRACEاستفاده از مشاهدات ماهواره 
ب ي تركLL-SST را با مشاهدات روش HL-SSTروش 
د دو ماهواره ي خط دياختلاف شتاب در راستا. كرد

GRACEكه در آن از است  يت مشاهداتين كميتر  ساده
 است اده شدهف استLL و HLمشاهدات هر دو ساختار 

ن نوع مشاهده ماهواره ياز ا. )2005، يفيكلر و شر(
GRACE دان جاذبه ي ميابي بازي برايا ردهبه طور گست

 توان به ي كه متاس  استفاده شدهياس جهانين در مقيزم
، هاجلا )2002(ا يگارساز سوي قات صورت گرفته يتحق

، )2005 (يفي، كلر و شر)2003(، هان و همكاران )1974(
 با ،يبين مشاهده تركيا بر  علاوه .اشاره كرد) 1980(رومل 

 روش انتگرال به و KBRدستگاه  �ρاستفاده از مشاهده 
 در  كهآورد دست را بهواپيچشي ل يتوان پتانس ي ميانرژ
هان از سوي قات صورت گرفته ي توان به تحقينه مين زميا
اشاره ) 2003(و رومل ) 2003(، هان و همكاران )2003(

 تواند ي مGRACE ماهواره ين ساختار هندسي همچن.كرد
  طولار بزرگ بايبس بعدي يكومتر يك گرادي درحكم

250 يبازو kmدقت . شود  در نظر گرفته
 نسبت GRACEومتر ماهواره ي گراديها  يريگ اندازه

 يا همان فاصله نسبيومتر ي گراديمعكوس با طول بازو
ن روش را يات ايجزئ. دارد GRACEان دو ماهواره يم
، )2003(، رومل )2005 (يفي شرد در كلر ويتوان  يم

  .ديابيب) 2006 (يفي، شر)2004 (يفيشر
شتاب در تفاوت ن مقاله استفاده از مشاهده ي اهدف
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دان ي ميابي بازي براGRACEد دو ماهواره ي خط ديراستا
 درجه و مرتبه بيشينه.  استياس جهانين در مقيجاذبه زم

شاهدات  با استفاده از ميابي قابل بازيليب ژئوپتانسيضرا
ان يبه ب. )2004، يفيشر ( استGRACE، 120ماهواره 

دستگاه معادلات ن يد در اي كه بايگر تعداد مجهولاتيد
 با آن ن راستاي كه در ايمشكل. است 14641برآورد شود، 
 بزرگ يمعادلات خطدستگاه م بود، حل يمواجه خواه
س يماتر.  استيشخصدستگاه رايانة ك يمربوطه در 
م يستق مصورت بهتوان  ي را نم14641ا ابعاد  بينرمال مربع

 حل ي براجهي، در نت معكوس كردي شخصرايانةك يدر 
، ناچار به اي چنين رايانهمعادلات بزرگ در دستگاه ك ي

ن مقاله ي در ا.م بودي خواهياضي ريها تمياستفاده از الگور
دستگاه  حل ي براMSAAتم يعنوان الگوربا  يتميالگور

تم ين الگوري اييشد و كارا خواهدضه عرمعادلات بزرگ 
ل يه و تحلي مورد تجز،معادلات مربوطدستگاه در حل 

  مقاله،دن به اهدافي رسين برايبنابرا. قرار خواهد گرفت
ب ي مربوط به برآورد ضراياضي روابط ر2ابتدا در قسمت

 شتاب در ي با استفاده از تابعك مشاهداتيليژئوپتانس
ن نحوه ي و همچنGRACE د دو ماهوارهي خط ديراستا
در . شد ان خواهدي مربوط بي خطدستگاه معادلاتل يتشك

  با ابعاددستگاه معادلات حل ي براMSAA روش 3قسمت
ان ي را بيج عددي نتا4در قسمت. شد ان خواهديبزرگ ب
 از يا ان خلاصهيبه ب 5  قسمت،انيكرد، و در پا ميخواه

  .ست اختصاص داده شده ايريگ جهيدستاوردها و نت
  

  روابط رياضي     2
، GRACEد دو ماهواره ي خط دياختلاف شتاب در راستا

 يرات زمانيي و تغρيعني دو ماهواره ي از فاصله نسبيتابع
 مورد KBRسامانة . )2005، يفيكلر و شر ( است�ρآن

 را �ρ و ρ  مشاهداتGRACE يها استفاده در ماهواره
10يبردار  نمونهبسامد با LL-SST مشاهدات منزلة  به Hz 
 يت جهانين موقعييتعسامانة رنده يضمناً گ. كنند ين ميتأم

 GRACE جفت ماهواره ي كه روBlackjack بسامديدو 
ت ماهواره را به عنوان يقعاست، بردار مو نصب شده
 نسبت ي كمتريبردار  نمونهبسامد با HL-SSTمشاهدات 

0.1 بسامد با يعني KBRسامانة به  Hzكلر  (كند ين مي تأم
مشاهدات هر دو روش با استفاده از . )2005، يفيو شر

، يفيكلر و شر (كنند يدا ميارتباط پيكديگر ر به يرابطه ز
2005(:  

)1 (      2
2 1 2 1 2 1 2 1, ,− − = + − − −�� �� � �� � � � �r r r r r r r rρ ρρ  

2كه در رابطه بالا 
�r 1 و

�r بردار سرعت دو ماهواره 
 از ي عدديريگ  مشتقيها با استفاده از روشهستند و 

. نديآ يدست م ها به ت ماهوارهيمشاهدات بردار موقع
 با زي ن��ρ يعني GRACEان دو ماهواره ي م�ρراتييتغ

 �ρ از مشاهداتي عدديريگ  مشتقيها استفاده از روش
طرف چپ معادله . )2005، يفيكلر و شر (ديآ يدست م به
 اختلاف بردار يضرب داخل ست از حاصلا عبارت) 1(

م يبا تقس. آنهادر اختلاف بردار شتاب ت دو ماهواره يموقع
 به رابطه اختلاف شتاب در ρبه) 1(دو طرف رابطه 

كلر  (ديم رسي خواهGRACEد دو ماهواره ي خط ديراستا
  :)2005، يفيو شر

)2         (                            
22

,
Δ

Δ = + −
��

�� �� r
r

ρ
ρ

ρ ρ
e  

د دو ي خط ديكه در راستاي بردار eدر رابطه بالا 
، طرف چپ ير جاذبي غيروهاياب ني در غ.استماهواره 

 اختلاف شتاب جاذبه در درحكمم يتوان يمعادله بالا را م
 ميري در نظر بگGRACEد دو ماهواره ي خط ديراستا

  :)2005، يفيكلر و شر(

)3 (                                    
22

:
Δ

ΔΓ = + −
��

��LOS rρ
ρ

ρ ρ
  

ل ي پتانسجزئي از مشتقات ي تابع)3(طرف چپ معادله 
. استد دو ماهواره ي خط ديكه در راستايجاذبه و بردار 

 در يت جهانين موقعييتعسامانة  از مشاهدات eكه يبردار 
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د، يآ يدست م ثابت به نيزمدكارتي مختصات دستگاه 
 يل جاذبه به سري از بسط پتانسكه معمولاً  يحالدر

) ي مختصات كروبرحسب ي كرويها هماهنگ , , )r φ λ 
دست آوردن اختلاف شتاب در   بهيبرا. شود ياستفاده م

ل ي بسط پتانسجزئيد دو ماهواره، مشتقات ي خط ديراستا
مختصات دستگاه  ي مختصاتيها نسبت به مؤلفهه جاذب
 ن امكان وجود دارد كهين ايبنابرا. ديآ يدست م  بهيكرو

  :)2005، يفيكلر و شر(
برحسب مختصات ل جاذبه ي پتانسجزئيمشتقات 

 محاسبه يا رهي زنجيريگ  با استفاده از قانون مشتقدكارتي
 .شود

 GRACEد دو ماهواره ي خط ديكه در راستايبردار 
 يسي بازنوي كرودكارتي ي مختصاتيها برحسب مؤلفه

 دستگاه مختصاتق انتقال از ين كار از طرياكه شود 
ر يپذ  امكاني كروي محلدستگاه مختصاتثابت به   نيزم

 .است

، اما به خاطر كسان استيج هر دو روش ياگرچه نتا
استفاده از روش دوم محاسبات در ن مقاله ي در ايسادگ
دستگاه  در eدست آوردن بردار   بهيبرا. م كرديخواه

 ي محلي كرودستگاه مختصات، ابتدا ي كرومختصات
)LSCS(Local Spherical Coordinate System) (

، يفيكلر و شر( شود  يف مير تعريات زيبا خصوصماهواره 
2005(:  
 ت ماهوارهي منطبق بر موقعدستگاه مختصاتمركز 

re نيت به مركز زم نسبي شعاعيكه در راستاي بردار 

eφ شماليكه در راستاي بردار  

eλ دستگاه مختصاتك يكه به سمت شرق كه ي بردار 
 . را بنا كنديدست چپ

با استفاده از ثابت   ني زمدستگاه مختصات در eبردار
ل ي ماهواره تبدي محلي كرواتدستگاه مختصبه ر يرابطه ز

  :)2005، يفيكلر و شر( شود  يم
)4           (                                                 =r xyzφλe J e  

ح يشكل صربه س انتقال و ي ماترJ كه در رابطه بالا
  :)2005، يفيكلر و شر( ر استيز

)5  (         
cos cos cos sin sin
sin cos sin sin cos

sin cos 0
= − −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

φ λ φ λ φ

φ λ φ λ φ

λ λ

J  

 دلخواه به مختصات يا ل جاذبه در نقطهيپتانس
( , , )r φ λني خارج زمي در فضا( )≥ earthr R برحسب 
  :شود يان مير بي زصورت به شده نرمال ي كرويها هماهنگ

)6   (             
( )

0

0

( , , )

cos sin (sin )

∞

=

=

=

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

n

n

n

nm nm nm
m

GM R
V r

r r

c m s m P

φ λ

λ λ φ

  

 جاذبه در يضرب ثابت جهان حاصل GMرابطه بالا در
 شده نرمال توابع nmP و نين زميانگي شعاع مR،نيجرم زم
 از ي تابعمنزلة ل جاذبه را بهيپتانس) 6(رابطه . استلژاندر 
ان ي بλوr،φ يعنيالخط  ي منحني مختصاتيها مؤلفه

 شتاب جاذبه را برحسب توان يطور مشابه م  به. كند يم
كلر و ( دان كرير بيصورت ز   بهλوr،φيها مؤلفه
  :)2005، يفيشر

)7 (     
( )
( )

( )

2
0 0

( , , ) ( 1)

cos sin (sin )

cos sin (sin )

sec sin cos (sin )

∞

= =

Γ = − +

× +

′+ +

+ − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
n n

n m

nm nm nm r

nm nm nm

nm nm nm

GM R
r n

r r

C m S m P

C m S m P

mC m mS m P
φ

λ

φ λ

λ λ φ

λ λ φ

φ λ λ φ

e

e

e

  

 ي شتاب جاذبه برحسب مختصات كروةكنند  انيرابطه بالا ب
جه يدرنت.  ماهواره استي محلي كرودستگاه مختصاتدر 

 را GRACE يها بردار شتاب جاذبه هركدام از ماهواره
  مربوط به خود،ي محلي كرودستگاه مختصاتدر توان  يم
  :)2005، يفيكلر و شر( ر نوشتي زصورت به

)8  (                1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 11 12 13

2 2 2 2 21 22 23

: ( , , )

: ( , , )

Γ = Γ = Γ + Γ + Γ

Γ = Γ = Γ + Γ + Γ

r

r

r e e e

r e e e
φ λ

φ λ

φ λ

φ λ
  

 يدست آوردن اختلاف شتاب جاذبه در راستا  بهيبرا
 يهركدام از بردارها)) 3(معادله (د دو ماهواره يخط د
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د دو ماهواره ي خط ديكه راستاي بردار ي رو)8(رابطه 
 مربوط به خود ي محليكرودستگاه مختصات مربوط به 

  :)2005، يفيكلر و شر( شود ير ميتصو

)9  (              2 2 2 2 1 1 1 1

2 2 1 1

( , , ), ( , , ),ΔΓ = Γ − Γ

= Γ − Γ

LOS

T T

r e r e

e e

φ λ φ λ  

 خط يكه در راستايب بردار يترت   به2eو 1eدر رابطه بالا
ه  ماهواره شماري محلدستگاه كروياتصال دو ماهواره در 

 برحسب يك معادله مشاهده خطي) 9(رابطه . هستند 2و1
  . است nmS و nmC شده نرمال يليب ژئوپتانسيضرا

 نقطه P با ي زمانيك سرياگر ) 9(با توجه به رابطه 
 هر نقطه يازا  م بهيتوان يم، ميباش  داشتهيمشاهدات
در عمل در . ميسي بنويله مشاهده خطك معادي، يمشاهدات

 باد ي با∞ يعني بسط ي، حد بالا) 7(بسط مربوط به رابطه 
 با استفاده از مشاهدات يابي درجه و مرتبه قابل بازبيشينه

 uكل مجهولات جه تعداديدر نت. ن شوديگزيماهواره جا
  :)2005، يفيكلر و شر( ديآ  يدست م ر بهي زصورت به

)10 (            2
max max1 3 2( 1) 1 ( 1)= + + + + − = +"u N N  

 خود نگاه دستگاه معادلات به يدگاه هندسياگر از د
 بنا شده قابل حل خواهد بود ي خطدستگاه معادلاتم، يكن

 يعنيشتر از تعداد مجهولات باشد ياگر تعداد معادلات ب
( )≥P u .شَنونيبردار  نمونهنظريةوجه به ت با اين باوجود  

Shannon ،بيشينهد حداقل دو برابر يبا يبردار  نمونهبسامد 
 بيشتر از حد بسامدزماني كه .  باشديريگ  اندازهبسامد
 بسامدنصف ( )Nyquist frequency ( نايكويستبسامد
رخ ) Aliasing (باشد، تداخل سيگنال) برداري نمونه
برداري   نمونهنظرية بنابراين، ارضا كردن شرط .داد خواهد

بسيار مهم و حياتي  براي بازيابي كامل طيف ميدان جاذبه
براي . )2005، يفي و كلر و شر1990سانسو، (بود  خواهد

، maxNدرجه و مرتبه   كروي تاهماهنگبازيابي ضرايب 
ل روزهاي  افزايش طوبرداري را بايد با  نمونهبسامد

  .)2005، يفيكلر و شر(ش داد مشاهداتي ماهواره افزاي

 كامل و يابيبازفقدان  كه منجر به يگريمشكل د
ن يدان جاذبه با استفاده از روش كمتريف ميدرست ط

 با ∞ يعني بسط ي حد بالاينيگزيمربعات خواهد شد، جا
maxN جاد نوع ي باعث اينيگزين جاير واقع اد. است
 شود يب ميگنال در برآورد ضراي از تداخل سيگريد
 مورد يج عددين موضوع در قسمت نتايا .)1990سانسو، (

  .ل قرار خواهد گرفتيه و تحليتجز
  و مربوطدستگاه معادلات بنا كردن ي براياكنون برا

حاسبه  مي براياز به روابطيب، فقط نيبرآورد ضرامنظور  به
 لژاندر و مشتقات مرتبه اول آن شده نرمالتوابع وابسته 

 يها ن توابع، روشي محاسبه ايبرا.  استφشناسهنسبت به 
منظور  بهن مقاله يوجود دارد كه در اگوناگوني  يتكرار

 درگفته  پيش از روابط ي محاسبات عددعملي ساختن
 در ين روابط بازگشتيا. استاستفاده شده  )2004 يفيشر(

  .است  شده  آورده) 1(جدول
  
 دستگاه معادلات جهت حل MSAAالگوريتم    3

  نرمال خطي با ابعاد بزرگ
دستگاه حل براي الگوريتمي معرفي هدف اين قسمت 

معادله خطي . است نرمال خطي با ابعاد بزرگ معادلات
زير با ماتريس ضرايب معين مثبت متقارن را در نظر 

  :)2004شل، يدن و ميفر (گيريم  يم

)11  (                                                               x b=A  

  :كه در معادله بالا داريم

)12 (                 
{ }

, ,

. 0, \ 0 , ,

×∈ =

> ∈ ∈

\

\ \

N N T

N Ny y y x b

A A A

A
  

هاي  توان با استفاده از روش چنين معادله خطي را مي
در استفاده از . كردهاي تكراري حل  يم و يا روشمستق
 به شكل معادله دستگاه معادلاتحل در هاي مستقيم  روش

) N≤10000مثالبراي ( خيلي بزرگ باشد، Nاگر ) 11(
. بود شخصي مواجه خواهيمهاي  رايانهبا مشكل حافظه در 
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هاي  اچار به استفاده از روشحل اين مشكل نبراي 
زمان حل اين . شد مربوط خواهيمدستگاه  در حل تكراري

هاي تكراري معمول   با استفاده از روش،خطيدستگاه 
، )CG (Conjugate Gradient) مزدوج مثال روش براي(

مناسب ) Preconditioner(شرط   از يك پيش بدون استفاده
ي حل دستگاه معادلات بنابراين برا. يابد ميافزايش  شديداً

تر رياضي   با ابعاد بزرگ، نياز به يك الگوريتم پيچيده
يكي از اين ). 2004فريدن و ميشل، (خواهيم داشت 

اين روش از جمله .  استMSAAها، روش  روش
 به Aهاي تجزيه حوزه است كه در آن ماتريس  روش

پوشاني   كديگر همتري كه با ي  هاي كوچك زيرماتريس
 يك روش تكراري MSAAروش . شود دارند، تجزيه مي

براي حل دستگاه معادلات نرمال خطي است كه در آن در 
هر تكرار حل دستگاه، يك دستگاه معادلات خطي 

 دست تر كه از تجزيه دستگاه معادلات اصلي به  كوچك
شود كه اين كار، هم زمان حل دستگاه را  آمده، حل مي
دهد و هم از مقدار حافظه مورد نياز براي  كاهش مي

  ).2004فريدن وميشل، (كاهد  ها مي سازي ماتريس ذخيره
در  )Schwarsz (بار شوارتس  اين الگوريتم را اولين

 عرضه كرد و به چاپ رسانيد و پس از آن نيز 1890
بسياري از نويسندگان در مورد اين روش، تحقيق كردند و 

هاي پيشرفته و   با پيدايش رايانه.مطالبي به چاپ رساندند
، 1985در ) Parallel compurets(هاي موازي  سامانة رايانه

  .اي قرار گرفت روش شوارتس مورد توجه ويژه
 

  . لژاندرشده نرمالمحاسبه توابع وابسته براي  يروابط بازگشت .1جدول
  

, 1 1, 1

, 1 1, 1 1, 1

, 1 2 1, 1

, 1 2 1, 1 1, 1

2
cos

cos sin

1
sin

cos sin

n n n n

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

Diagonal recursion n
P f P

P f P P

Horizontal recursion first step n
P f P

P f P P

Horizontal recursion next ste

φ

φ φ

φ

φ φ

− −

− − − −

− − −

− − − − −

• ≥

=

′ ′⎡ ⎤= −⎣ ⎦
• − ≥

=

′ ′⎡ ⎤= +⎣ ⎦
• −

, 3 4 1, 5 2,

, 3 4 1, 4 1, 5 2,

1

2

3

4

5

0,0 0,0 1,1 1,1

sin

sin cos

2 1
2

2 1

2 1
( )( )

2 1

( 1)( 1)
2 3

1 0 3 cos 3 sin

n m n m n m

n m n m n m n m

p

P f f P f P

P f f P f P f P

where

nf
n

f n

nf
n m n m

f n

n m n mf
n

Initial values

P P P P

φ

φ φ

φ φ

− −

− − −

⎡ ⎤= −⎣ ⎦
′ ′ ′⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

+
=

= +

+
=

− +

= −

+ − − −
=

−

′ ′= = = = −

  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 41                                                                        ...ر حل دستگاه معادلات مربوط به  دMSAAاستفاده از الگوريتم 

  

صحبت كنيم، دو طوركلي   در واقع اگر بخواهيم به
روش ضربي ) 1: (روش متفاوت شوارتس وجود دارد

Multiplicative)) (و ) روش مورد استفاده در اين مقاله
توان در  كه اين روش را مي) Additive(روش جمعي ) 2(

تر  كار برد و معمولاً سريع اي موازي به هاي رايانه  سامانه
رتس، هاي شوا براي اطلاعات بيشتر در مورد روش. است

هاي  در سال. مراجعه شود) 1999و1989،1988(به ليونز 
هاي شوارتس و  اي به رابطه بين روش اخير نيز توجه ويژه

، روش Multisplitngهاي تكراري ديگر نظير  روش
Multigrid و روش PCG) Preconditioned Conjugate 

Gradient (براي اطلاعات بيشتر در اين مورد . شده است
و هسه ) 1995 (اسوالد، گريبل و )1979(تن نيز  به گرو

  .مراجعه شود) 2003(
 بر MSAAبا استفاده از روش ) 11 (يحل معادله خط

  :)2004شل، يدن و ميفر(استوار است ر ي زه دو خاصيتيپا
  گرامسيك ماترين مثبت متقارن، يس معيهر ماتر -1
)Gram matrix( است. 

 آن يبند  وله فرمي بر پاMSAA روش يياثبات همگرا -2
) Orthogonal projector ( قائميرگرهايبراساس تصو
 .گيرد صورت مي

)سي، ماترت ايبا توجه به فرض )., , 1,...,=
= i j i j N

AA در 
ن مثبت و متقارن يس معيك ماتري، )11 (يمعادله خط

 Choleskyگيري خولسكي  عاملهي با توجه به قض.است

factorization) س يك ماتري) 1992ن و هافمن، يهامرل
 مثبت ي قطريها  هي با دراLر يپذ   معكوسين مثلثييپا

  كه   يطور  وجود دارد به
)13                  (                                            TA = LL  

 صورت به را Lسي ماتريسطرها
1,..., Nv v نشان 

  :ميدار) 13(ن با توجه به رابطه يبنابرا. ميده  يم

)14  (                       
, . , , 1,...,= =i j i jA v v i j N  

ه ي با پا گرامسيك ماتري Aس يجه ماتريدر نت
{ }1, ..., Nv vي از فضا \N  و جواب است
( )1, ...,= T

Nx x x  در واقع جواب ) 11 (يخطدستگاه
  :استر ير قائم زيله تصوئمس

)بردار  )1, ...,= T

Nx x xد كه يابي بي را طور∈\Nf 
. صورت بهكه  , 1,...,= =i if v b i N ي، دارااست 
  :ر باشدي زورتص به يشينما

)15       (                                                   
1=

= ∑
N

i i
i

f x v  

ر ي زيخطدستگاه ازمند حل ي نمسئلهن يدر واقع حل ا
  :است

)16(       
1

( . ) . , 1,...,
=

= = =∑
N

i i j j j
i

x v v f v b j N  

 عملگر. است) 11 (دستگاه خطيكه معادله بالا همان 
ما : است كهي عملگرك ي، )15(وط به رابطهر قائم مربيتصو

=ان يبه دنبال ب
\Nf Id fه ي با توجه به پا{ }1, ..., Nv v 

}ه ياكنون پا. ميهست }1 , ..., Nv vرمجموعه ين زي را به چند
}تر  كوچك } { }1

1 1, ..., , ..., , 1, ...,Ξ = ⊂ =r

r

N r

r N Nv v v v r M 
 ميكن  يم ميباشند، تقس ه داشتيپوشان  گر هميكديكه با 

  :كه  يصورت به

)17          (                                  { }1
1

, ...,
=

Ξ =∪ r

M
N
r N

r

v v  

) به N\ر قائم از يتصو )Ξ rN
rspan ر ي زصورت به را

  :ميده يش مينما

)18(              { }1
1: ,..., ,→\ 6

r

N r
r N rP span v v g P g  

= يعني Dr r rP P Pو . .=r rPv w v Pwر هي به ازا 
, ∈\Nv w.محاسبه ي برا 

rP gم كه يكن ي، فرض م
. , 1,...,=ig v i Nم بردار يخواه يما م.  مشخص است

)ب يضرا )1,...,=
rNy y y مير را محاسبه كنيمعادله ز:  

)19     (                                                 
1=

= ∑
rN

r
r i i

i

P g y v  
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 با ي متوالصورت بهن ي طرفيضرب داخلبا 
1 , ...,

r

r r
Nv v 

  :ميرس ير مي زصورت به دستگاه خطيك يبه 

)20(         
1

( . ) . . , 1,...,
=

= = =∑
rN

r r r r
i i j r j r j r

i

y v v P g v g P v j N  

س يماتر
, 1,...,( . ) ==

r

r r
r i j i j Nv vA س از يرماتريك زي

  .است) 11 (ي در معادله خطAس يماتر
ر ي تصومسئله حل ي را براMSAAتم يما اكنون الگور

=قائم 
\NId f fقائم يرگرهاي براساس تصو 

rPان ي ب
 .است شده آورده) 2(تم در جدول ين الگوريا. ميكن يم

ن يت ايتم را اثبات و درنهاين الگوري اييهمگراسپس 
) 11 (دستگاه خطيحل براي  يسيتم را به ماتريالگور
 دستگاه خطي، يسيتم ماترين الگوري ا.ميكن يل ميتبد

، )20( به شكل يخطهاي  دستگاهرا با حل متناوب ) 11(
  .كرد حل خواهد

دهيم كه دنباله تكرارهاي  اهيم نشانخو اكنون مي
{ }

0∈`

f
nM n

sوقتي ، )2(در جدول گفته  پيشتم  در الگوري
→∞n به سمت fقبل از اثبات اين . كند  ميل مي

در شده  ذكرموضوع، قضيه زير را كه در فهم الگوريتم 
  : ، بيان خواهيم كرداستبسيار مفيد ) 2(جدول شماره

نمادها و فرضيات همانند الگوريتم  همة  اگر:1قضيه 
باشد و همچنين تصوير قائم به فضاي ) 2(جدول شماره

{ }( )1 ,...,
⊥

r

r r
Nspan v v را كه در آن { }1,...,∈r M 

} صورت به }( )1: ,...,
⊥

→\
r

N r r
r NQ span v v نمايش 

=دهيم، يعني  −r rQ Id Pهاي زير براي  گاه ويژگي   ، آن
}كليه  }0 , 1,...,∈ ∈`n r Mبرقرار خواهدبود :  

 ( ) ( )
1

( 1) ( 1)
1 0 1

−

+ + − + −
= = =

= +∑ ∑∑
r n M

f
nM r j nM j j lM j

j l j

s P f P f  

  
+ += − f

nM r nM rf f s  

 ( )( 1) ( 1)
f f f

nM r nM r r nM rs s P f s+ + − + −= + − 
( )( )1 1... ... n

nM r r Mf Q Q Q Q f+ = 
( )( )1 1... ... nf

nM r r Ms f Q Q Q Q f+ = − 
 

صورت مستقيم اثبات   به4و1،2شماره هاي  ويژگي
اي از   نتايج ساده5 و 3هاي  كه ويژگي شود درحالي مي

توان  ها را مي اثبات اين ويژگي.  هستند4و1،2هاي  ويژگي
  .يافت) 2003(براي مثال در هسه 

شويم   متوجه مي3 و 1هاي شماره  با توجه به ويژگي
ار داراي ساخت) 2(گفته در جدول  كه الگوريتم پيش

با مقدار : استاندارد يك الگوريتم تكراري است
0 0, 0= =ff f sكنيم و   شروع مي

1 1( )=fs P f را محاسبه 
كنيم كه در آن  مي

1P تقريبي از 
\NIdسپس مقدار .  است

مانده  باقي
1 1( )= −f f P fپس از آن . كنيم  را محاسبه مي

2 1 2 1( ) ( )= − fP f P f sكنيم كه در اين زمان   را محاسبه مي
2P درحكم تقريبي از 

\NIdسپس تكرار . رود كار مي  به
جديد

2 1 2 1( )= +f fs s P fمانده جديد   و باقي
2 2 1 2 1( )= − = −ff f s f P fاين روند . كنيم   را محاسبه مي

با استفاده از 
3 , ..., MP Pهايي از   درحكم تقريب

\NId 
درنهايت اولين تكرار . شود صورت پياپي تكرار مي به

شود و ما دوباره با استفاده از  الگوريتم كامل مي
1P و با 

  :كنيم ساختاري مشابه قبل شروع مي

)21(               ( )( 1) ( 1)
f f f

nM r nM r r nM rs s P f s+ + − + −= + −
 

  .MSAAالگوريتم  .2جدول

( )
( )

( )
( )

0 0

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) 1 ( 1)

1

0

0,1, 2, ...

1, ...,

. , ... , .

. , ..., .

+ + − + −

+ + − + −

+ +

= ∈ =

=

=

= +

= −

≤

\N f

f f

nM r nM r r nM r

nM r nM r r nM r

T

n M n M N

T

N

Set f f and s

for n do

for r M do

calculate s s P f

update f f P f

f v f v
until

f v f v
ε
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 يي اثبات همگراي برا1ه ي قض5 و 4 يها يژگيو
  .بود مهم خواهد) 2(در جدول ذكرشده تم يالگور

تم يالگور يياه مربوط به همگرير قضياكنون در ز
ز يو اثبات آن را نكنيم  ميان ي را ب)2(در جدول ذكرشده 

  :آورد ميخواه
نمادها و فرضيات همانند الگوريتم  همة  اگر:2ه يقض

} باشد، دنباله 1ه يو قض) 2(جدول  }
0∈`

f
nM n

s   
 همگرا f  به بردارNf\∋ بردار يمربوط به تكرارها

  . شود يم
  :مي دار1ه يبا توجه به قض: اثبات

)22(         ( )1lim lim ... nf
nM Mn x

f s Q Q f Pf
→∞ →∞

− = =  

 صورت بهرگر قائم ي تصوPكه در عبارت بالا 

: N NP →\ ) يبه رو \ )
1

( )
M

r
r

im Q
=
  :مياما دار. است ∩

)23(           

( ) { }( )

{ }

( ) { }

1
1 1

1
1

( ) ,...,

,...,

0

r

r

M M
r r

r N
r r

M
r r

N
r

N

im Q span v v

span v v

⊥

= =

⊥

=

⊥

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

∑

\

∩ ∩
  

0P جهيدر نت lim و = 0f
nMn

f s
→∞

− ذكرشده  يتساو.  =
  :شود يجه مير نتيدر عبارت بالا از عبارت ز

 يف ضــرب داخلــيــلبــرت بــا تعري هيك فــضايــ Hاگــر 
(.,.)H  نيباشـد و همچن ـ M صـورت  بـه  بـسته  يرفـضا يز 

1,..., Mv v ياز فضا H گاه  آن،ميباش  داشته:  

)24(                                      
1 1

MM

i i
i i

v v
⊥

⊥

= =

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∩  

  :ميكه در عبارت بالا دار
)25(                                  

1 1

MM

i i
i i

v span v
= =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∪  

در جدول شده  ذكر متي الگور يين تاكنون همگرا  يبنابرا
 جـدول   متيالگـور ر  يدر ز . است  دهيبه اثبات رس  ) 2(شماره  

 يسي ـبه حالـت ماتر   ) 20(و  ) 16(را با استفاده از روابط      ) 2(
 يهـا لگرعمم كه   ياز دار ينن منظور   ي ا يبرا. ميكن يل م يتبد

rR   و 
rI   يرفضاي مربوط به ز \ rN مربوط بـه رابطـه      يعني 

  :ميف كنير تعري زصورت بهرا ) 20(
)26(   ( ) ( )( )

( ) { }
1

: , ( ) ( ) ,..., ( )

( ) 1,...,

r

r

T
NN

r r r r N

r
r j i ji

R w R w R w R w

R w w for the index j N with v v

→ =

= ∈ =

\ \ 6  

  
)27( ( ) ( )( )

( ) { }
1

: , ( ) ( ) ,..., ( )

1,...,
( )

0

r
TN N

r r r r N

r
j j i

r i

I z I z I z I z

z if there exists j N with v v
I z

otherwise

→ =

⎧ ∈ =⎪= ⎨
⎪⎩

\ \ 6  

تم ي الگـــوريسيـــاترروابـــط م) 3(در جـــدول شـــماره 
MSAAاست  شده   آورده.  

 ايــن اســت كــه نــشان دهــيم مانــده بــاقيتنهــا موضــوع 
پـس از تكرارهـاي لازم      ) 3(در جـدول    ذكرشده  الگوريتم  

 مـسئله تا رسيدن به شـرط خـروج از حلقـه تكـرار، جـواب               
x=اوليه ما يعني     bA   كـه    دهـد، درحـالي    دسـت مـي     را بـه

∈\Nf      در عبـارت زيـر صـدق       ) 3( در الگوريتم جـدول
  :كند مي

)28(                              . , 1,...,j jf v b j N= =  

  :ست ازا  عبارتAو همچنين 

)29(                                    ( )
, 1,...,

.i j i j N
v v

=
=A  

ــ ــل از اثب ــه ذكــر اســت كــه در   قب ــن موضــوع لازم ب   ات اي
 ،)3(تم جـدول    كليه مراحـل محاسـبات مربـوط بـه الگـوري          

,...,1نيازي به محاسبه     ∈\N
Nv v      نداريم يعني در واقـع 

ــه   ــه تجزي ــازي ب ــسكي ني ــاتريس خول ــداردAم .  وجــود ن
هاي   ماتريس

rA ي از مـاتريس   يهـا  ر واقع زيرماتريس   د A 
 نيز كه نيـاز بـه       )update( سازي   روزآمد و در مرحله  هستند  

)عمليات ضرب بردار در  مـاتريس       ) 1,...,
1,...,

. =
= r

r
k Nk i
i N

v v   وجـود 

 Aدارد، مــاتريس مربــوط نيــز زيــر ماتريــسي از مــاتريس  
  .است
ر قضيه مربوط به همگرايي جواب الگوريتم جدول در زي

x=به جواب دستگاه خطي) 3( bAو اثبات آن آورده  
  :است  شده 
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  . نرمال با ابعاد بزرگدستگاه معادلاتحل براي  MSAAروابط ماتريسي الگوريتم  .3جدول

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

, 1,...,

0 1 0

( 1) 1

( 1)

( 1

. , 1, ...,

. , , . , 0, , 0 ,

0,1, 2

1, ,

, , ,

=

+ −

+ + −

+ + −

= =

= = ∈ ∈

=

=

= = ∈

= +

=

� … … \ \

…
…

� … \

� �

r

r

r

r r
r i j i j N

T T N N
N

T N
r r nM r N

nM r nM r r

nM r nM r

Define the matrices v v r M

set f f v f v a where f

for n do

for r M do

solve d R f d d d

update a a I d

update f f

A

A

( )

)
1 1, ,

( 1)

0

( 1) ( 1)
1

.
= =

+

+ +
=

−

≤

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

∑

…

�

�

r
T

N
r

i i k
i k N

n M

M
f
n M n M ii

i

d v v

f
until

f

compute s a v

ε

  

  
  

ا و فرضــيات هماننــد الگــوريتم  اگــر همــة نمادهــ:3قــضيه 
ــماره  ــدول شـــ ــد، و) 3(جـــ )باشـــ )

, 1,...,
.

=
= i j i j N

v vA و 
( )1. , ..., .=

T

Nb f v f vــد آن ــه    باشـــــ ــاه دنبالـــــ گـــــ
{ }

0∈
⊂

`
\N

nM n
a          در الگوريتم مربوطـه بـه جـواب ∈\Nx 

x=مربوط به دستگاه خطي bA شود همگرا مي.  
و ) 16( و همچنـين روابـط   2بـا توجـه بـه قـضيه      : اثبات

  :دانيم كه مي) 20(

)30      (                                      ( )
1

.
=

= ∑
N

f
nM n ii

i

s a M v  

به سمت   
1=

= ∑
N

i i
i

f x v    كـه x       جـواب دسـتگاه خطـي 

=x bA ــي ــرا م ــت، همگ ــود  اس ــه   . ش ــه اينك ــه ب ــا توج ب
{ }1, ..., Nv v    يك پايه \N   تـوان نتيجـه گرفـت        است، مـي

  :كه

)31   (                     ( )lim 1,...,
→∞

= =nM iin
a x for i N  

ــدول    ــوريتم ج ــي الگ ــه همگراي ــواب  ) 3(و در نتيج ــه ج ب
x=دستگاه خطي  bAرسد  به اثبات مي.  

ــت ــوع،   درنهايـــ ــدن موضـــ ــن شـــ ــراي روشـــ    بـــ
   MSAAدر روش A يـــك نمونـــه از تجزيـــه مـــاتريس

  تــــــر در شــــــكل   بــــــه دو زيرمــــــاتريس كوچــــــك
ــماره  ــته ) 2(شــ ــايش گذاشــ ــه نمــ ــوه   بــ ــده و نحــ   شــ

ــوريتم    ــن الگـ ــرار اول ايـ ــه دو تكـ ــوط بـ ــبات مربـ   محاسـ
  . اســـــــت  شـــــــده آورده) 4(شـــــــماره در جـــــــدول 

عملگرهاي  
rR   و 

rI    صورت زيـر تعريـف        در اين حالت به
  :شوند مي

  
  

)32(                  1 2

1 2

: , :

: , :

N n N n m

n N n m N

R R

I I

−

−

→ →

→ →

\ \ \ \
\ \ \ \

  

  

  
اي از تجزيه ماتريس نرمال به دو زير ماتريس در الگوريتم  نمونه .2شكل

MSAA .) ،2004فريدن و ميشل(. 
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  .)2( با توجه به شكل شماره MSAAتم يمحاسبات مربوط به دو تكرار اول الگور .4جدول

0 0

1 1 0 1 0 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

1 1 2 3 2 1 3 1

2 2 3

: , 0 (0,...,0)

:

( ) , ( ) ;

( ) , ( ) ;

:

( ) , ( );

( ) ,

TInitialization r b a

First step

solve A d R f set a a I d f A d

solve A d R f set a a I d f f A d

Second step

solve A d R f set a a I d f A d

solve A d R f

= = =

• = = + = −

• = = + = −

• = = + = −

• =

� �

� � �

� �

�
4 3 2 4 3 2( ) ;set a a I d f f A d= + = −� �

  

  
  

     نتايج عددي4
شـده      سـازي     هاي شبيه  در اين قسمت براي محاسبات از داده      

ــاهواره   ــاميكي م ــايت   GRACEدين ــي از س ــل دسترس  قاب
http://www.geod.uni-bonn.de/index.html، اســـتفاده 

هـاي عـددي    سازي مدار با استفاده از روش   شبيه. شده است 
صــورت ) گيــري عــددي هــاي انتگــرال روش(توليــد مــدار 
صورت كه با استفاده از يك نقطه اوليـه،         اين    به. گرفته است 

ورت عددي در ميدان جاذبه حاصل از يك مدل         ص  مدار به 
هـا از مـدل      سـازي داده      در شـبيه  . شود ژئوپتانسيلي توليد مي  

  اسـتفاده شـده    300 تا درجه و مرتبـه       EGM96ژئوپتانسيلي  
 روزه بـا فواصـل   30مدار ماهواره بـراي دوره زمـاني        . است 

ــاني  ــده 5زم ــد ش ــه تولي ــدار  . ســتا  ثاني ــد م خروجــي تولي
اسـت از بردارهـاي موقعيــت و     بــارتصـورت عـددي ع   بـه 

سرعت در دستگاه لَختي كه پس از آن با استفاده از روابط            
دسـت   و تبديلات لازم، بردار شتاب نيز در دستگاه لَختي به         

هاي     شده ديناميكي ماهواره      سازي    هاي شبيه  داده. آمده است 
GRACE     وليـاني    شامل زمان برحسب تاريخ ج(Julian)  و

ت، سرعت و شتاب در دسـتگاه مختـصات         بردارهاي موقعي 
لَختـي و     هاي دستگاه مختصات شبه    ويژگي. لَختي است   شبه

  سازي شده از پايگاه  هاي شبيه جزئيات بيشتر در مورد داده
http://www.geod.uni-
bonn.de/englisch/apmg/lehrstuhl/simulationsszena
rien/sc7/Readme.pdf  

سـازي شـده     هاي شبيه  فرمت داده . يابي است  قابل دست 
  :صورت زير است  در فايل مربوط بهGRACEماهواره 

)33     (   � � � �� �� ��time x y z x y z x y z  

  روز ماهواره بـا فاصـله      30هاي   براي  محاسبات از داده    
هاي     علت استفاده از داده   .  ثانيه استفاده شده است    30زماني  

ــة   30 ــاي شـــرط نظريـ ــان بحـــث ارضـ ــاهواره همـ  روز مـ
برداري است كـه در قـسمت دوم مقالـه در مـورد آن               نمونه

النهارها     از طرف ديگر چون در راستاي نصف      . صحبت شد 
هـا بـا     پوشش كامل اسـت، پـس نيـازي بـه اسـتفاده از داده             

ــاني  ــله زم ــست  5 فاص ــه ني ــريفي، ( ثاني ــابراين ). 2004ش بن
 شده اسـت      ثانيه در نظر گرفته    30مشاهدات با فاصله زماني     

يابـد و از بـار        كه با ايـن كـار تعـداد معـادلات كـاهش مـي             
اي به نتايج وارد شود، به شدت        محاسباتي بدون اينكه لطمه   

 خواهـد   86400در نتيجـه تعـداد معـادلات        . شود كاسته مي 
  .بود

جايي كه موقعيت ماهواره و مشتقات مرتبـه اول و            ازآن
ســازي شــده  هــاي موجــود در فايــل شــبيه دوم آن تنهـا داده 

 ماهواره با استفاده از روابط      KBRهستند، مشاهدات سامانة    
  ):2004شريفي (سازي شده است  زير شبيه

  

)34(                                ( ) ( ), ( )t t tρ = Δ Δr r  

)35(                           1( ) ( ), ( )
( )

t t t
t

ρ
ρ

= Δ Δr r� �  
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هدف برآورد ضـرايب ژئوپتانـسيلي تـا درجـه و مرتبـه         
بـا  .  است 14641بنابراين، تعداد مجهولات برابر     .  است 120

ــودن مــدار شــبيه   ــه عــاري ب ــاهواره    توجــه ب ســازي شــده م
GRACEــه ــه نوف ــرط  اي  از هرگون ــين ارضــاي ش  و همچن

ــه ــة نمون ــدارها    نظري ــتاي م ــرداري در راس ــتفاده از (ب ــا اس ب
، انتظـار ايـن اسـت كـه بتـوان      ) روز مـاهواره 30مـشاهدات  

طـور     را بـه 120ضرايب هماهنگ كروي تا درجـه و مرتبـه         
اما تنها مشكل موجـود     . كامل و با دقت زيادي بازيابي كرد      

 120هاي بالاي  مرتبههمان تداخل سيگنال ناشي از درجه و 
موجود در مـشاهدات اسـت كـه در قـسمت دوم مقالـه در               

در زير ايـن موضـوع از نظـر عـددي        . مورد آن صحبت شد   
  .تجزيه و تحليل شده است

 14641 معادله و 86400دستگاه معادلات خطي با ابعاد 
مجهول تشكيل شـده، دسـتگاه معـادلات نرمـال مربـوط بـا          

ل شده و در پايـان ضـرايب     ح MSAAاستفاده از الگوريتم    
.   برآورد شده اسـت     120هماهنگ كروي تا درجه و مرتبه       

 50  با    MSAAهاي لازم براي اجراي الگوريتم       زيرماتريس
با ايـن مقـدار درصـد       . پوشاني تشكيل شده است       درصد هم 

 Mهاي مربـوط يعنـي مقـدار         پوشاني، تعداد زيرماتريس      هم
با اين درصد  .  است  زيرماتريس 29) 3(در الگوريتم جدول    

 تكـرار   20پوشاني و تعداد زيرماتريس، دستگاه پـس از             هم
همگرا شـده و مـدت زمـان تكرارهـا تـا رسـيدن بـه شـرط                  

  . دقيقه است30موردنظر براي خروج از حلقه تكرار حدود 
در مرحله بعد بـراي تحليـل نتـايج خـود بـا اسـتفاده از                

 ايب مـدل ضرايب برآورد شده و همچنين با استفاده از ضـر  
EGM96      ارتفاع ژئوييـد روي يـك       120 تا درجه و مرتبه ،

1گريد منظم    1×D Dبـراي  . دست آمده است  در كل جهان به
 GRS80دســت آوردن ارتفــاع ژئوييــد از ميــدان نرمــال  بــه

  .استفاده شده است) b 1980موريتز،(
ضرايب برآوردشده و همچنـين ضـرايب       ) 4(در شكل   

 degreeصـورت   بـه 120 تـا درجـه و مرتبـه    EGM96مدل 

variance   همچنين در شـكل    . است  شده   به نمايش گذاشته
اختلاف ارتفاعات ژئوييد محاسبه شده از ضرايب مدل        ) 5(

EGM96      و ارتفاعات محاسبه شده از      120 تا درجه و مرتبه 
ــت    ــده اسـ ــايش درآمـ ــه نمـ ــده بـ ــرآورد شـ ــرايب بـ .ضـ
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  .GRACE روزه ماهواره 30شده   سازي  با استفاده از مشاهدات شبيه120رآورد شده تا درجه و مرتبه ضرايب ژئوپتانسيلي ب .4شكل

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 47                                                                        ...ر حل دستگاه معادلات مربوط به  دMSAAاستفاده از الگوريتم 

  

λ[deg]

φ[
de

g]

 

 

−150 −100 −50 0 50 100 150

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

  
 بـا اسـتفاده از مـشاهدات    120 و ضـرايب بـرآورد شـده تـا درجـه و مرتبـه       120 تا درجه و مرتبه EGM96اختلاف ارتفاع ژئوييد محاسبه شده از مدل         .5شكل

  .) متربرحسبواحد  (GRACE روزه ماهواره 30شده   سازي  شبيه
  

، شـود   مـشاهده مـي   ) 4(گونه كه در شكل شماره       همان
ميزان جدايي ميان ضـرايب بـرآورد شـده و ضـرايب مـدل              

EGM96    ايـن  . يابـد  هاي بالا افـزايش مـي       در درجه و مرتبه
جــدايي در اخــتلاف ارتفاعــات ژئوييــد محاســبه شــده در  

. د انتظار است  امر مور ، كه اين    شود  نمايان مي نيز  ) 5(شكل  
هـــاي  ، اگرچـــه دادهطـــور كـــه ذكـــر شـــد   مـــانزيـــرا ه

 و  اسـت اي    نوفـه ره عـاري از هرگونـه       شده ماهوا   سازي  شبيه
اسـت، امـا       ارضـا شـده    يبـردار   نمونـه  نظريةن شرط   يهمچن

 يسـاز   هي كـه در شـب     300 تـا    120 ي بـالا  يها  درجه و مرتبه  

 تداخل  جادياست، باعث ا    استفاده شده از آن   مدار ماهواره   
شود و   ي م 120ب تا درجه و مرتبه      يگنال در برآورد ضرا   يس

در نتيجه اختلاف ضرايب بـرآورد شـده و ضـرايب واقعـي             
در مرحلـه بعـد،     . دنبال دارد   را به   ) EGM96ضرايب مدل   (

 تا درجـه و مرتبـه        در نقاط مشاهداتي ماهواره    مقادير شتاب 
ــبه 120 ــبه محاســــــ ــن شــــــ ــشاهدات  و از ايــــــ   مــــــ

) Quasi observation (ــرآو ــرايب در بـــــ   رد ضـــــ
  ) 7(و ) 6(هـــاي  نتـــايج در شـــكل. اســـتفاده شـــده اســـت

  .است  شده  آورده
  

0 20 40 60 80 100 120
10

−30

10
−25

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

Spherical harmonic degree

de
gr

ee
 v

ar
ia

nc
es

 

 

EGM96 degree variances
Estimated degree variances
differences

  
  .GRACE روزه ماهواره 30شده   سازي   با استفاده از شبه مشاهدات شبيه120ضرايب ژئوپتانسيلي برآورد شده تا درجه و مرتبه  .6شكل
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 بـا اسـتفاده از   120 و ضـرايب بـرآورد شـده تـا درجـه و مرتبـه              120 تـا درجـه و مرتبـه         EGM96ه از مدل    اختلاف ميان ارتفاعات ژئوييد محاسبه شد      .7شكل

  .) متربرحسبواحد  (GRACE روزه ماهواره 30شده   سازي  مشاهدات شبيه  شبه
  

ــان ــكل   هم ــه در ش ــه ك ــاي  گون ــشاهده ) 7(و ) 6(ه م
صورت كامل و بـا دقـت بـسيار           شود، بازيابي ضرايب به    مي

صورت گرفته و بيشينه اخـتلاف ارتفاعـات ژئوييـد          زيادي  
 و ضرايب بـرآورد شـده بـه         EGM96محاسبه شده از مدل     

با رسـيدن بـه ايـن حـد از دقـت در             .  متر رسيده است   −810
از نظر دقت و     (MSAAبازيابي ضرايب، كارايي الگوريتم     

در حـل دسـتگاه معـادلات مربوطـه بـه           ) سرعت همگرايـي  
  .رسد اثبات مي

  
  گيري نتيجه    5

ــا اســتفاده از مــشاهدات شــبيه  ســازي شــده  در ايــن مقالــه ب
 و بـا اسـتفاده از       GRACEهـاي     روزه ماهواره  30ديناميكي  

تابعك مشاهداتي اختلاف شتاب در راستاي خـط ديـد دو           
ــاهواره  ــه  GRACEم ــوط ب ، دســتگاه معــادلات خطــي مرب

.  بنـا شـد    120 مرتبـه    بازيابي ضرايب ژئوپتانسيلي تا درجه و     
دســتگاه معــادلات نرمــال مربوطــه بــا اســتفاده از الگــوريتم 

MSAA          حل شد و درنهايت ضرايب ژئوپتانسيلي تا درجـه 
دسـت آمـده حـاكي از        نتـايج بـه   .  برآورد شـد   120و مرتبه   

 از نظر دقت و سرعت همگرايي در        MSAAكارايي روش   
  .حل دستگاه معادلات مربوط است

  

  تشكر و قدرداني
از حمايت مالي دانشگاه تهران از اين تحقيق در قالب طرح           
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