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تحليل مسائل مقدار مرزي خطي يک بعـدي
 ـ و RKPMروش بـدون المـان  ه و دو بعدي ب

  اعمال شرايط مرزي بروش انتقال
در اين مقاله تحليل مسائل مقدار مـرزي  يـک بعـدي و دو بعـدي بـا روش بـدون       

مشـكل روشـهاي بـدون المـان در     . مورد بررسي قرار گرفته اسـت  ٤)RKPM(مانال
در كار حاضر  بـراي  .مقايسه با روش اجزاء محدود اعمال شرايط مرزي اساسي است
مسائل حل شده از . اعمال شرايط مرزي اساسي  از روش انتقال استفاده شده است
ي متنوعي براي آنها نوع مسائل خطي يك بعدي و دو بعدي هستند که شرايط مرز

بـراي ايـن منظـور يـک برنامـه کـامپيوتري در محـيط        . در نظر گرفته شده اسـت 
MATLAB نتايج بدست آمده از ايـن روش بـا نتـايج روش اجـزاء     .نوشته شده است

  .محدود و روش تحليلي مقايسه شده است

  
  

  ت، روش انتقال، انتقال حراريمسائل مقدار مرز ،RKPMروش بدون المان : راهنما يواژه ها
  

  مقدمه ‐١

 ـ  يفرانس ـيدلات دامعدر نيم قرن اخير روشهاي گوناگوني براي تحليل تقريبي  گسـترش    يل بـا مشـتقات جزئ
 باقيمانـده وزنـي و يـا    روشـهاي يافته که از جمله مهمترين آنها روشهاي فرم ضعيف هسـتند کـه بـه کمـک     

 مسئله را درتعداد محـدودي نقطـه بـه نـام گـره      ومتغيرمجهول ف آنها را استخراج نموده يفرم ضع، تغييراتي
روشهاي اجزاء محدود وحجم محدود از جمله شـناخته شـده تـرين روشـهاي المـان محـور       . تقريب مي زنند

روشهاي تحليل المان محور با خُرد کردن حوزه مسئله بـه  . هستندکه در سالهاي اخير کاملاً توسعه يافته اند 
ز مي شوند به طوري که لازمه تقريب تابع مجهول در اين روشها وجـود پـيش   محدودي به نام المان آغا اجزاء

با توجه به مشکلات مربوط به روش هـاي المـاني در   . تعريفي از نحوه اتصال گره هاي المانها به يکديگر است
که جهت تحليل مسئله نيازي به المان نداشته دهه اخير کلاس جديدي ازروش هاي عددي گسترش يافته اند

                                                 
 Foroutan2002@yahoo.com  كرمانشاه دانشگاه رازي ،مکانيکيار گروه مهندسي داستانويسنده مسئول،  ١
  ن شهريمالک اشتر، شاه يدانشگاه صنعت ،کيمکان يگروه مهندس ،ارياستاد ٢
 كرمانشاه يدانشگاه راز ،کيمکان ، گروه مهندسيارشد يکارشناس يدانشجو ٣
٤ Reproducing Kernel Particle Method 
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در اين روشها نحوه اتصال .تنها ازگره ها و اطلاعات مربوط به آنها براي تقريب تابع مجهول استفاده مي کنندو
بنا بر ويژگي هاي منحصر به فرد اين روش هاي عـددي  . گره ها به يکديگر در حين تحليل مشخص مي شود

ن تلاش کرده اندکه با توجه به در سالهاي اخير گروه هاي پژوهشي زيادي به طور موازي در زمينه گسترش آ
به اين روش ها اطلاق شده   (Mesh Free,Mesh Less,Element Free)نو بودن زمينه کاري نامهاي مختلف 

مزيت مهم اين روشها نسبت به روش اجزاء محدود در حل مسائل مقدار مـرزي ايـن اسـت کـه بـا      . ]١ [است
ميدان تغيير مکان در مسـائل مکانيـک   (ابع مجهول مورد نظرانتخاب توابع وزن و بردار پايه مناسب علاوه بر ت

مشتقات تـابع نيـز در حـوزه حـل مسـئله پيوسـته       ,)جامدات يا ميدان درجه حرارت در مسائل انتقال حرارت
اولـين   ١ SPHروش . درحاليکه حل هاي بدست آمده از روش اجزاء محدود اين خصوصيت را ندارنـد . ميگردد

 ارائـه شـد و سـپس توسـط     يتوسـط لـوک  ١٩٧٧انتگرال محدود است که در سال  روش بدون المان با منشاء
Monaghan اين روش فضاي بيکران ستارگان اسـت امـا بـه     يخواستگاه اصل. تکميل گرديد ] ٢[ و همکاران

در ايـن  . در تحليل مسائل با دامنه محدود پيـدا کـرده اسـت     يواسطه ويژگيهاي منحصر به فرد جايگاه خاص
موجود در حوزه اثر محلي يـا حـوزه همـوار شـده      يبه کمک مقادير گره ا يتابع در نقطه مرکزروش تقريب 

 ـ .است يدر تقريب مقاديرمرزش اين رو يعيب اصل. آيد ياطراف آن بدست م بـدون المـان    ين روشـها يدر ب
در  .ه انـد بيشتر از ساير روشها مورد استفاده قرار گرفت يسازه ا يل هايتحل يبرا  RKPMو  ٢ EFG يروشها

 )٣ MLS(مم مربعـات متحـرک   ينيب ميده، از تقريارائه گرد ]٣ [وهمکاران Belytschkoکه توسط  روش اول
و همکـاران   Liuروش دوم توسـط  . ده، استفاده شـده اسـت  يابداع گرد ]٤ [و همکاران Lancasterکه توسط 
. ب اسـتفاده شـده اسـت   يتابع تقر يلح در فرم انتگرايک تابع تصحين روش از يدر ا ].٦و٥[ده است يارائه گرد

ن ي ـا.مشکل اصلي روشهاي بدون المان در مقايسه با روش اجزاء محدود اعمال شـرايط مـرزي اساسـي اسـت    
ن ي ـبـه ا . کننـد يکـر را ارضـاء نم  يکرون يبدون المان دلتا يشود که توابع شکل روشهايم يمشکل از آنجا ناش

 يط مـرز ياعمال شـرا  يبرا يمختلف يروشها.شودينميك برکه مقدارتابع شکل هرگره درخودآن گره برا يمعن
  .ده استيبا اجزاء محدود ارائه گرد يبيروش ترک و مهيب لاگرانژ، روش تابع جريمانند روش ضرا ياساس

از  كـار در اين  .سه مسئله مقدار مرزي خطي تحليل شده است RKPM روش حاضر با استفاده از در کار      
اسـتفاده شـده    ياساس ـ يط مـرز اياعمال شر يده، برايارائه گرد ]٧ [و همکاران Chenروش انتقال که توسط 

ج بدست يده و نتايل گرديبا روش بدون المان تحل يک بعدي يک مسئله مقدار مرزين مثال يبعنوان اول .است
در مثال دوم يک مسئله انتقـال حـرارت دوبعـدي تحليـل گرديـده و      . سه شده استيق مقايآمده با جواب دق

در مثال سـوم تيـر   . تايج حاصل با جواب دقيق و جواب بدست آمده از روش اجزاء محدود مقايسه شده استن
, يکسردرگير تيموشنکو که يک نيروي برشي گسترده با توزيع سهمي شکل در انتهاي آزاد آن اعمال گرديـده 

بـراي انجـام ايـن     .سـت با روش بدون المان تحليل گرديده و نتايج بدست آمده با حل دقيـق مقايسـه شـده ا   
  .نوشته شده است MATLABتحليل ها يك برنامه در محيط 

  

                                                 
1 - Smoothed Particle Hydrodynamics 
2 - Element Free Galerkin Method 
3 - Moving Least Squares 
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  ياساس يط مرزياعمال شرا يو روش انتقال برا RKPMب يتقر ‐ ٢
 بـا رابطـه زيـر     uارائه گرديده است متغير ميدان  ]٦و٥ [ و همكاران Liuكه توسط  RKPM در روش تقريب

  .تقريب زده ميشود
  

)١    (     

تابع اصلاحي بصورت چند . به ترتيب تابع وزن و تابع اصلاحي هستندC(X,Y)  و   w(X,Y)طه در اين راب
  . جمله اي زير بيان ميگردد

  
  

)٢(  
اگـر  . بيـانگر رابطـه در حالـت يـك بعـدي اسـت       d=1ميباشد و عبارت  بردار توابع پايه Pدر رابطه بالا 

  كه به شكل زير است،   Υu)(بسط سري تيلور تابع  و) ٢(رابطه
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  :جايگزين گردد، رابطه زير حاصل ميشود) ١(در رابطه
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)۵(       
  
  
 در نهايـت . تابع اصلاحي بدست ميايد) ۲(و جايگذاري آن در رابطه a(X) براي) ۵(حل دستگاه معادلات با

  .بشكل زير درميايد RKPM تقريب ) ۱(رابطهبا جايگذاري تابع اصلاحي در 
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بـاروش عـددي محاسـبه    ) ۶(مان انتگرال هـاي رابطـه   براي بيان تقريب بالا بر حسب توابع شكل بدون ال
  .ميشوند

  
  
)۷(  

        

  
  :ماتريس ممان ناميده ميشود وبه شكل زير تعريف ميگردد Mدر رابطه فوق 

  
)٨(  

  
روابط فوق اثر هر ذره را در مقدار انتگرال نشان مي دهند و يا بطور توصيفي تـر   ∆iV وزنهاي انتگرالگيري

در دو مرحلـه محاسـبه    RKPMتقريـب   وزنهاي انتگرال گيري .باشند يعرف حجم فشرده اطراف هر ذره مم
  .ماتريس ممان  و محاسبه تقريب نهايي ظاهر مي شود

∆=1نظير حالت iV تقريب کاملاً شبيه تقريب  MLSبـه عبـارت ديگـر تقريـب     . شـود  يم ـMLS   حالـت
∆=1لازم به ذکر است که درحالت کلي نمي توان  .است RKPMاز تقريب  يخاص iV    را مناسـب تـرين وزن

ــب پيوســته   ــري تقري ــرال گي ــراي انتگ ــرض   RKMب ــا ف ــرا ب ∆=1دانســت زي iV   ــرال واحــد حاصــل انتگ
NVd N

i i∑∫ =Ω
=∆=Ω

1
با اين حـال  . ل مي شود به تعداد نقاط انتگرال گيري وابسته شده و از انتگراند مستق 1

∆≠1تا کنون يک روند سيستماتيک براي انتخاب مناسب ترين iV    نيـز بـا    يارائه نشده اسـت و نتـايج عـدد
نظيـر   يبـه عبـارت   .دهنـد  ينشـان نم ـ  RKPMبهبود خاصي را در سازگاري توابع شکل  ∆iVمقادير دلخواه 

RccVi مقادير ثابت و متنوع ∈=∆ ∆=1بنابر اين در اين كـار  . تنها يک تابع تقريب بدست آمده است , iV 
معادل بودن آنها را )  MLS و RKPM (فرض مي شودکه ضمن وجود تفاوت در ريشه استخراج اين دو تقريب

  :نوشت در اين روش ميتوان بشكل زيرتابع تقريب را  ت يدرنها .دهد ينشان م
  
)٩(  

  
تعداد گـره   Nمقادير  مجازي متغير ميدان در گره ها و  iuتوابع شكل بدون المان گره ها،  iΦدر اين رابطه 

  .تابع شكل بدون المان بصورت زير تعريف ميشود )٩(و)٨(و)٧(با توجه به روابط  .هاست
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مرتبه سه  ١در كار حاضر از توابع بي اسپيلاين. شكل هاي مختلف مورد استفاده قرار ميگيرنده توابع وزن ب
  .اين توابع بشكل زير تعريف ميشوند. استفاده شده است

  

  

  

)۱۱(     

  

  

  
  

 maxdو پارامتر اتساع  ∆xشعاع حوزه اثر ميباشد که بر حسب فاصله گره هاي متوالي  ρدر رابطه بالا  
  .بشکل زير تعريف ميگردد

  
)١٢( 

 را ميتوان  دو بعديوزن   توابع. هر قدر پارامتر اتساع بزرگتر انتخاب گردد، حوزه اثر گره ها بزرگتر خواهد شد
  .آورداز ضرب تانسوري توابع وزن يك بعدي بدست 

 
 
 
)١٣( 
 

و  يفاصـله افق ـ  ∆yو  ∆xن يو همچن ـ yو  x يب شـعاع اثـر در راسـتاها   يبه ترت yρو  xρطه بالا در راب
  .باشديم يمتوال يگره ها يعمود

با . ارائه گرديده است ]٧ [و همكاران Chenمرزي اساسي روش انتقال توسط براي اعمال شرايط 
در فرم ضعيف معادله ديفرانسيل حاكم بر مسائل مقدار مرزي خطي دستگاه ) ٩(جايگذاري تابع تقريبي رابطه

   :معادلات خطي زير حاصل ميشود

 
fuK =.                                                    )۱۴(  

ن معادلهيدر ا. نيرو ميباشندبردار     f u بردار مقادير مجازي گرهي و   ي،س سفتيماتر   K  در معادله بالا
با ايـن   ،دارند محدوددر  روش اجزاء  ماتريس سفتي و بردار نيروه به يشب يفيرو تعريو بردار ن يس سفتيماتر

چـون مجهـولات دسـتگاه بـالا      .تفاوت که بجاي توابع شکل المانها از توابع شکل بدون المان استفاده ميگردد
بنـابر  . د اعمال شرايط مرزي اساسي مانند روش اجزاء محدود امكان پذير نيستنمقادير مجازي گرهي ميباش

)(در گره ها،مقادير حقيقي تابع تقريب  RKPMتقريب  i
h xu    و مقـادير مجـازي گـره اي،ju    بفـرم زيـر در

                                                 
1  - Cubic Bspline 
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 ١٣٨٧سال دهم، شماره اول، خرداد                نشرية پژوهشی مهندسی مکانيک ايران                                                        ١٢٠

 

  :ارتباط هستند
  

)۱۵(  

  :توان نوشتير هم ميرابطه بالا رابشکل ز
  
  
  
  
)۱۶(  

  
 
با محاسبه تـابع تقريـب بـالا در همـه گـره      .ام  ميباشد iدر گره   huمقدار تابع تقريب iûکه در اين رابطه  

Niهاي ,,2,1 K= ماتريس تبديل T به صورت زيـر   هر گره يبرا يک بعدي با يک درجه آزاديمسائل  يبرا
  .بدست مي آيد

 
 

)۱۷(  

  
:توان نوشتير هم ميرابطه بالا را بشکل ز  

 
)۱۸(  

  :ر نوشتيرا بشکل ز) ۹(ب يرابطه تقر توانيبا توجه به مطالب بالا م
 

)۱۹(  

ل توابع ين دليبه هم. شونديان ميگره ها ب ير واقعيب در هر نقطه برحسب مقاديحالت مقدار تابع تقر نيدر ا
شکل اصلاح شده  iΦ̂ که مقدار تابع شکل اصلاح شده  ين معنيبد .ندينمايکر را ارضاء ميکرون يت دلتايخاص

و همچنين با توجه به )۱۹(و )۹(با مقايسه روابط  .شوديک ميبوط به هر گره در خود آن گره برابر مر
:ر خواهد بوديتوابع شکل اصلاح شده و توابع شکل بدون المان بشکل ز ارتباط  )۱۸(رابطه  

  
                          )۲۰(  

 
 ياساس ـ يط مـرز ياعمال شرا يروش انتقال براده يا. ده استيگرد مشخص) ۱۷(ل در رابطه يس تبديماترکه 

ن دو نوع تابع شـکل بـا   يا) ۱(در شکل  .توابع شکل بدون المان است ياستفاده از توابع شکل اصلاح شده بجا
در نظر گرفتـه شـده وبـا     يازده گره به فواصل مساويک يسه در فاصله صفر تا يمقا يبرا .سه شده انديهم مقا
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2maxپارامتر اتساع  =d قرار گرفته  يدر دو حالت مورد برس فاصله مذکور يبر رو رات تابع شکل گره هاييتغ
ن ي ـهمانطور کـه در ا . رات توابع شکل بدون المان نشان داده شده استييتغ ي اين شکلدر قسمت بالا. است

رات توابـع  يي ـن تغييدر قسـمت پـا  . ستيک نيشود، تابع شکل هر گره در خود آن گره برابر يشکل ملاحظه م
شود که مقدار تابع شکل هر گره در خود آن ين شکل ملاحظه ميدر ا. شکل اصلاح شده نشان داده شده است

ل، يفرانس ـيف معادله ديدر فرم ضع) ۹(رابطه يبجا) ۱۹(ب رابطهيبا استفاده از تابع تقر .باشديک ميگره برابر 
  .دشوير نوشته ميبشکل ز) ۱۴(رابطه يدستگاه معادلات خط

  
                                                                fuK ˆˆ.ˆ =                                               )۲۱(  

  :شده بشكل زير تعريف ميشوند در رابطه بالا ماتريس سفتي اصلاح شده و بردار نيروي اصلاح

  
                                      )۲۲(                      

                                                          f.)T(f̂ T1−=                                             )۲۳(  
  .باشديمانند روش اجزاء محدود قابل اعمال م يراحته ب ياساس يط مرزيشرا) ۲۳(در دستگاه معادلات رابطه

  

  و بحث نتايج ‐۳

تحليل گرديده  ۲در اين مقاله سه مسئله مقدارمرزي خطي با استفاده از روش توضيح داده شده در بخش 
وردن فرم ضعيف مسايل مقدار مرزي خطي شبيه به يكديگر است، براي آ با توجه به اينكه نحوه بدست .است

  .ردن فرم ضعيف توضيح داده شده استرعايت اختصار فقط در مثال تير تيموشنكو نحوه بدست آو
  
  يک بعديانتقال حرارت  ‐۳‐۱

با شـار حرارتـي جـانبي و شـرايط مـرزي      ) فين(معادله ديفرانسيلي حاکم بر مسئله انتقال حرارت از يک پره 
 ١٩٧٤اين مسئله اولين بار در سـال  . ديريکله و نيومن که به مسئله بنچ مارک معروف است را در نظر بگيريد

معادلات حاکم بصـورت  . بکار رفته استاجزاء محدود   راچفورد و ويلرجهت ارزيابي نرخ همگرايي روشتوسط 
  ]٨ [.زير هستند
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با جايگزيني ترم گرماي توليدي در معادله ديفرانسيل و اعمال شرايط مرزي حل دقيق مسئله بنچ مارک برابر 

  :است با
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 ١٣٨٧سال دهم، شماره اول، خرداد                نشرية پژوهشی مهندسی مکانيک ايران                                                        ١٢٢

 

 
توابع تقريب و آزمون بر اساس توابـع شـکل    ،در اين مثال پس ازتشکيل فرم ضعيف معادله ديفرانسيل حاکم 

) ٢(شـکل   .تشکيل شده و به منظور اعمال شرايط مرزي اساسي از روش انتقال استفاده مي شـود  بدون المان
گـره، بـردار پايـه     ١٢٩را نظيـر   نتايج تحليل عددي بدست آمده براي مسئله يک بعدي به روش بدون المـان 

]1,[ خطي xP =⋅∆x، حوزه اثر = 2ρ 25,.25و 0 == xα در شبکه پـس زمينـه اسـتفاده    .نشان مي دهد
و هر سلول شانزده نقطه گـوس   ستشده براي انتگرال گيري گوشه سلولهاي انتگرال گيري منطبق بر گره ها

همـانطور کـه از ايـن    . نشان داده شده اسـت  پرهن شکل توزيع درجه حرارت و مشتق آن در طول در اي. دارد
مزيـت مهـم   . نمودارها مشاهده ميشود تطابق بسيار خوبي بـين مقـادير عـددي و مقـادير دقيـق وجـود دارد      

ميباشـد در ايـن شـکل مشـاهده       uروشهاي بدون المان نسبت به روش اجزاء محدود که پيوسـتگي مشـتق   
  .ميشود

  
  يانتقال حرارت دوبعد ‐٣‐٢
 يين مثال توانـا يدر ا. قرار گرفته است يمورد بررس يبعد دوک مسئله انتقال حرارت ين مثال يعنوان دومه ب

  :قرار گرفته است يابير مورد ارزيبشرح ز يمعادله پواسون يل عدديجهت تحل RKPMروش بدون المان  
  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Γ=

Γ−=−=
∂
∂

−

Γ−−==
∂
∂

−

−×−=Ω−−==∇−

∞

D

C

N

onu

onyuuu
n
u

onxxg
n
u

inyxxyxfu

0

))cosh(13()(

)1)(sinh()(

]1,1[]1,1[)cosh()]1(110[),(
11

11292

π

ππ

ππ

  

),(، تابع گرماي توليـدي در واحـد حجـم     xg)(تابع شار حرارتي مرزي در اين مثال  yxf   و دمـاي سـيال
حاکم بر انتقال حـرارت دو بعـدي بـه صـورت زيـر      معادله به گونه اي انتخاب شده اند تا حل دقيق  u∞مرزي

  .بدست آيد
)cosh()1( 11 yxu π−=  

  
به  CΓ و مخلوط NΓ ، نيومن DΓ ط مرزي ديريکهيبا شرا Ωحوزه دوبعدي معادله پواسون، ) ٣( در شکل

، پس زمينه انتگرال گيـري شبکه  يک نمونه از شينما  يبرا. گره نشان داده شده است ×1515همراه آرايش 
×=×33 باسلولي  ×1212آرايش  يک )٤(شکل  در qq nn       نقطه گـوس در هـر سـلول نمـايش داده شـده

=⋅∆x يـک نقطـه گـوس نمونـه بـا      مجموعه گره هاي داخلي حوزه اثـر  در اين شکل همچنين .است 5.1ρ 
در اين مثال پس ازتشـکيل فـرم ضـعيف    ).  y يا x دو گره متوالي در امتدادفاصله  ∆x( مشخص شده است 

تشکيل شده و بـه منظـور اعمـال شـرايط      RKPMمعادله پواسون توابع تقريب و آزمون بر اساس توابع شکل 
و   بـدون المـان   جهت مقايسه قدر مطلق خطـاي روشـهاي   .مرزي ديريکله از روش تبديل استفاده شده است

  :از اطلاعاتي به شرح زير استفاده شده است  اجزاء محدود
×=×4040بر اساس يک شبکه بندي منظم : توزيع گره ها  yx NN  
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×=×44سلولي و  ×3939بر اساس شبکه بندي منظم : شبکه پس زمينه  qq nn نقطه گوس در هر سلول  
]: بردار تابع پايه  ]yxyx ,,1),()( == ΤΤ ΡΧΡ  

=×∆Χ حاصلضرب تانسوري تابع بي اسپيلاين مرتبه سه با شعاع اثر: تابع وزن  5.1ρ   
×=×4040نظير روش اجزاء محدود  نيز از المانهاي مثلث خطي با شـبکه بنـدي مـنظم     yx NN   اسـتفاده

مقايسه کـرده و قـدر مطلـق خطـاي     را  اجزاء محدود مقادير دقيق و نتايج عددي روش ) ٥(شکل .شده است
 RKPMمقادير دقيق و نتايج عددي روش ) ٦(شکل .را برحسب شماره گره نشان مي دهداجزاء محدود  روش

با مقايسه شكل هاي .را برحسب شماره گره نشان مي دهدRKPM را مقايسه کرده و قدر مطلق خطاي روش 
) ٧(در شـكل   .د در اين مثال مشخص ميگـردد در مقايسه با روش اجزاء محدو  RKPMدقت روش ) ٦(و) ٥(

  :رويه ايجاد شده توسط حل دقيق مسئله مورد نظر و حل عددي بدست آمده با شرايط زير مقايسه شده اند
  گرهي×4040بر اساس شبکه بندي منظم : توزيع گره ها 

,y,xyy,x,x,yxy,,xy,x,[1[:  بردار تابع پايه کامل مرتبه سه 322322=Tp   
Χ23: ع حوزه اثر شعا ∆×= .ρ.   

. و مقـدار عـددي ايـن مقـدار بـا هـم مقايسـه شـده انـد          x مشتق دقيق متغير ميدان نسبت به) ٨(در شكل 
پيوستگي مشتق در دامنه حل مسئله براي حل بدسـت آمـده از روش عـددي در ايـن شـكل قابـل ملاحظـه        

  .دارددر روش اجزاء محدود اين پيوستگي وجود ن. ميباشد
  
  تير تيموشنکو ‐٣‐٣

سـهمي شـکل    ع يگسترده با توز در اين مثال تير يکسر گيردار تيموشنکو که در انتهاي آزاد  تحت بار برشي
ن ي ـبـه ا .شـود ير اعمـال م ي ـر تي ـدرگ يدر انتها ياساس يط مرزيشرا .گرفته استمورد بررسي قرار  ،قرار دارد

صــفر اســت و در  يو عمــود ير مکــان در هــر دو جهــت افقــييــتغ  y=0در  در ايــن مقطــع  صــورت کــه
2/Dy ) ٩(شـرايط مـرزي و نحـوه بارگـذاري تيـر در شـكل      .صفر است ير مکان فقط در جهت افقييتغ =±

  .نمايش داده شده است
  :فرم زير ارائه شده استه توسط تيموشنکو و گودير ب] ٩[حل تحليلي اين مدل در مرجع 

( ) ( ) ⎥
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⎡
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4
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xxLxDxLy

EI
Pv νν  

 ينرسيا ممان Iن يهمچن. ر مکان هستندييدان تغيم يو عمود يافق يب مولفه هايبترت vو  u در روابط فوق 
ترين  يعموم . براي بدست آوردن فرم ضعيف از معادله تعادل حاکم استفاده ميشود .باشدير ميسطح مقطع ت

 ـ يمسـائل الاسـتيک بـا شـرايط مـرز      يتوان جهت فرمول بنـد  يکه م ياتيکفرم معادله تعادل است و  ينيروئ
  .بکار برد بصورت زير است ياساس

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Γ=
Γ=
Ω=+∇

u

t

on
on
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uu
tσ.n

bσ 0.
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 ـ  يسطح يبردار نيرو t ي،حجم ينيرو بردار b ي،تانسور تنش کوش σدر اين معادله  و  tΓ يمـرز نيروئ

u ياز نقاط واقع بر مرز اساس يمشخص يبردار تغيير مکان ها uΓ فـرم ضـعيف معادلـه تعـادل و      .باشند يم
   :زير استبه صورت  ينيروئ يشرايط مرز

  
( ) ∫∫∫

ΓΩΩ

=Γ⋅−Ω⋅−Ω∇
t

ddds 0: tvbvσv TTT δδδ  

مناسـب تـابع تقريـب     يشوند بلکـه بـا درون يـاب    يمستقيماً ظاهر نم ياساس يمرز در فرم ضعيف شرايط
( )xu و تابع آزمون( )xvδ شوند ياعمال م .) Tvs∇  بخش متقارن گراديانTv∇  يتقريبهـا  يبا جـايگزين  ).

)بدون المان توابع )xu وvδ آيد يزير بدست م در فرم ضعيف دستگاه معادلات جداشده.  
  

fuK =.  
  :كه در اين رابطه ماتريس سفتي و بردار نيرو بشكل زير تعريف ميگردند

  
  

ΩΦ+ΓΦ= ∫∫
ΩΓ

dd III

t

btf  

  :د، بشكل زير خواهد بودكه در تعريف ماتريس سفتي ظاهر ميگرد B ماتريس
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 اين ارتبـاط  ارتباط بين بردار تنش و بردار كرنش را بيان ميكند، كه در مسائل تنش صفحه اي Dماتريس 
  :بشكل زير است
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اسـتفاده   توضـيح داده شـد، از روش انتقـال    ٢براي اعمال شرايط مرزي اساسي، همـانطور كـه در بخـش    

  :با حل دقيق  از اطلاعاتي بشرح زير استفاده شده است  RKPM جهت مقايسه نتايج تحليل عددي .ميشود
339بر اساس يک شبکه بندي منظم : توزيع گره ها  ×=× xy NN  

×=×44سلولي و  ×328بر اساس شبکه بندي منظم : شبکه پس زمينه  qq nn نقطه گوس در هر سلول  
با توجه به حل تحليلي درجه سه جهت بازيابي دقيق ميدان از تابع پايه مرتبه سه استفاده : بردار تابع پايه 

] .مي گردد ]322322 ,,,,,,,,,1),()( yxyyxxyxyxyxyx == ΤΤ ΡΧΡ  

Ω= ∫
Ω

dJ
T
IIJ DBBk
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=×∆Χحاصلضرب تانسوري تابع بي اسپيلاين مرتبه سه با شعاع : تابع وزن  2.3ρ.  
)0(سر گير دار تغيير مکان خط مرکزي تير يک) ١٠(شکل  =y  و تفاوت بين تغيير مکانهاي تحليلي ومقادير

با توجه به اينکه تابع پايه و حـل تحليلـي   . را نشان مي دهد RKPMبدست آمده بر اساس روش بدون المان  
نـه کـه در   همانگو. هر دو درجه سه هستند، نتايج نشان مي دهد که باز يابي مجدد ميدان نيز دقيق مي باشد

اين شکل مشاهده ميشود حداکثر خطاي روش عددي حدود پانزده صدم درصد است که در نزديکي تکيه گاه 
در ايـن  . تغييرات تنش برشي و عمودي در مقطع مياني تير نشان داده شده است) ١١(در شکل. اتفاق ميافتد

)2(دي مقطع وسـط تيـر   شکل  تطابق بسيار خوبي بين مقادير عددي و تحليلي  تنشهاي برشي وعمو Lx = 

در نتايج عددي بدست آمده  تنش برشي با افزايش حوزه اثر تـابع وزن در مـرز آزاد تيـر بـه     . مشاهده ميشود
  .صفر ميل مي کند در حاليکه اين ويژگي در روش اجزاء محدود مشاهده نمي شود

  

  يريجه گينت ‐٦
يل مقدار مرزي يک بعدي و دو بعدي که در آن براي اعمال شرايط روش بدون المان بکار رفته براي حل مسا

مزيـت مهـم ايـن    . مرزي اساسي از روش انتقال استفاده شده است جوابهاي بسيار دقيقي را نتيجه داده است
روش در مقايسه با روش اجزاء محدود اين است که با انتخاب توابع وزن مناسب و بردار پايه مناسب علاوه بـر  

نشان ) ٦(و ) ٥(نتايج عددي شکلهاي . هم در حل عددي قابل دستيابي است uپيوستگي مشتق  u پيوستگي
مراه اعمال شـرايط  ه به RKPMمي دهند که بازيابي مجدد متغير هاي ميدان با استفاده از روش بدون المان 

ي بـه مقـادير   نتايج عددي بهتري رانسبت به روش اجزاء محدود جهـت دسـتياب   انتقالمرزي اساسي به روش 
تقريبـا   RKPM بيشترين خطـاي روش   که قدر مطلق  به طوري. مي گذارد   متغير ميدان در اختيار  واقعي
روش اجزاء محدود  است و بيشترين مقدار آن در مرز با شرايط مخلوط ديده مي شود که مي تـوان   صدميک 

نتايج بدسـت آمـده   . هر دو روش بدست آورد با افزايش تعداد گره ها در نزديکي اين مرز نتايج بهتري را براي
از تحليل تير نيز پيوستگي ميدان هاي تنش برشي و عمودي محاسبه شده بروش بدون المـان را نتيجـه داده   

  .اين خصوصيت در تحليل هاي روش اجزاء محدود وجود ندارد ،همانگونه كه قبلا اشاره گرديد. است
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  يسيانگل فهرست علائم

f:  بردار نيرو        

f̂:  بردار نيروي تصحيح شده                                                                                                              

K:  ماتريس سفتي                                                                                                                                

K̂:  ماتريس سفتي اصلاح شده                                                                                                      

T:  ماتريس انتقال                                                                                                                              
 u:  يبردار مقادير گرهي مجاز                                                                                                            

û:  بردار مقادير گرهي واقعي                                                                                                              
hu:  مقدار تقريبي متغير ميدان                                                                                                          

u,v:  مولفه هاي افقي و عمودي ميدان تغيير مکان                                                                              
 w: تابع وزن                                                                                                                                     

X:     بردار مختصات                                                                                                                            
x,y:  مولفه هاي بردار مختصات  
       

                                                                                                      يوناني فهرست علائم

Φ:    تابع شکل بدون المان                                                                                                            
Φ̂: ه  تابع شکل اصلاح شد                                                                                                                   
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  اكلهش
  

  
  توابع شكل اصلاح شده  )b( وRKPM توابع شكل  )a( ‐١شكل

  

  

  
                                               x                                                      x   
  ک بعديو مشتق آن در مسئله انتقال حرارت ي uتوزيع  ‐٢شکل
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  آرايش گره ها و شرايط مرزي در مسئله انتقال حرارت دو بعدي ‐٣شکل

  
  

  
با گوس مرتبه سه يسلول۱۲× ۱۲ شبکه پس زمينه ‐٤شكل  
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  دو بعدي انتقال حرارت در مسئله اجزاء محدودمقايسه نتايج تحليلي و عددي   ‐٥شكل

  
  

  
  يحرارت دوبعد ه انتقالدر مسئل RKPMمقايسه نتايج تحليلي و عددي  ‐ ٦شكل
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  يدر مسئله انتقال حرارت دوبعد  uبراي مقدار RKPM مقايسه نتايج تحليلي و عددي  ‐٧شكل

  

  
  يدر مسئله انتقال حرارت دوبعد x نسبت به uبراي مشتق  RKPMمقايسه نتايج تحليلي و عددي  ‐٨شكل
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  سهمي شكل در انتهاي آزاد ا توزيع ب گسترده برشي بارتير يكسرگيردار تيموشنكو با  ‐٩شكل

  
  
  
  

  
  ر محاسبه شدهيمقاد يو درصد خطا تغيير مکان خط مرکزي تير يکسر گير دار ‐١٠شکل 
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  توزيع تنش برشي و عمودي در مقطع وسط تير ‐١١شكل
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Abstract 
 
In this paper RKPM method is used for simulation of  one and two dimensional linear 
boundary value problems. Due to the loss of kronecker delta properties in the mesh less shape 
functions, the imposition of essential boundary conditions is the main problem  in mesh free 
computations.  In this work transformation method is used for imposition of essential 
boundary conditions. Several linear boundary value problems with various type of boundary 
conditions are simulated and Results obtained from these simulations are compared with exact 
solutions. 
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