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  ٢عليرضا شفيعي

  استاديار

محاسبة ضرايب شدت تنش در مواد هدفمند بـه  
   MLPGروش 

براي تحليل تـرک در صـفحة    MLPG٣در اين مقاله از يکي از روشهاي بدون مش به نام 
توابـع   .ايزوتروپيک و الاستيک خطي اسـتفاده شـده اسـت    ٤محدود از جنس مادة هدفمند

حل مسايل براي . بدست آمده اند ٥حداقل مربعات متحرک قريبت استفاده ازروش ، باشكل
بدون نياز به افزايش حجم محاسبات، از روش اصـلاح تـابع وزن اسـتفاده    مکانيک شکست 

که بـراي مـواد    Jضرايب شدت تنش با استفاده از انتگرالهاي مستقل از مسير. ستشده ا
بررسي اعتبار روش عـددي حاضـر،   براي . ناهمگن فرمول بندي شده اند محاسبه مي شود

ضريب شدت تنش مود اول در يک صفحه شامل ترک لبه اي با فرض تغيير نمايي مـدول  
مقايسة پاسخ بدست آمده با پاسخ تحليلي، نشان . ترک محاسبه شده است يانگ در امتداد

تأثير شدت و راستاي گراديـان خـواص مـادة    . دهندة دقت بالاي روش مورد استفاده است
. هدفمند بر ضرايب شدت تنش و نرخ رهايي انرژي در دو مثال عددي بررسي شـده اسـت  

ستيسيته در امتداد ترک موجب کاهش نتايج نشان ميدهند افزايش نرخ تغييرات مدول الا
همچنين افزايش نرخ تغييرات مدول الاستيسيته در . ضريب شدت تنش مود اول مي شود

  .امتداد عمود بر ترک، موجب افزايش نرخ رهايي انرژي و زاوية انحراف ترک مي شود
  
  

  هدفمند مادة، MLPG روش ، ضريب شدت تنش،Jترک، انتگرال :واژه های راهنما
  

  مقدمه ‐ ۱
، مـواد مهندسـان  ، به ويژه در زمينـة صـنعت هوافضـا و ميکـرو الکترونيـک      با توجه به نياز فناوري هاي نوين

هـدف اصـلي تحقيقـات آنهـا توليـد انـواع       . نـد ه اپيوسته در پي ابداع مواد جديد با خواص بهبـود يافتـه بـود   
ولـي ايـن مـواد قابليـت اسـتفاده در برخـي کاربردهـا و        . کامپوزيت، سراميک، آلياژ و پوشش هاي همگن بود
و خـزش در فلـزات و   خـوردگي  زيـرا دمـاي بـالا موجـب     . شرايط خاص به ويژه دماي بسيار بـالا را نداشـتند  

لـذا  . اومت و چقرمگي پايين همـواره از معايـب سـراميک بـوده انـد     از طرف ديگر مق. آلياژهاي فلزي مي شود
سراميک ابداع  شدند تا خواص مطلـوب   ‐پوشش هاي ضد حرارت جديدي از جنس سراميک و کامپوزيت فلز

با اين حـال مشـکل اکسـايش و چقرمگـي پـايين در      . هر دو دسته از مواد فوق در کنار يکديگر را حفظ کنند
د داشت و در محافظ هاي سراميکي نيز تنش هاي مانده و تـنش هـاي حرارتـي بـالا     کامپوزيت ها هنوز وجو

                                                                 
  mohyeddin.ali@gmail.comيزد دانشگاه  ،کيمکان مهندسيدانشکده  نويسنده مسئول، دانشجوي كارشناسي ارشد، ۱
  دزيدانشگاه  ،کيمکان مهندسيدانشکده  ،ارياستاد ٢

3 Meshless Local Petrov Galerkin 
4 Functionally Graded Material 
5 Moving Least Squares Approximation 
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 ۱۹۸۴در سـال  اولـين بـار    براي مفهوم مادة هدفمند ].۱[موجب ايجاد ترک و جدا شدن لاية محافظ مي شد
 ،مـواد هدفمنـد   .شـد  پيشـنهاد  ،به عنوان جايگزين سپرهاي حرارتـي مرسـوم  و همکارانش  ١توسط کويزومي

ه، به نحـوي درجـه بنـدي شـده انـد کـه خـواص و        ستند که از نظر ساختار و يا نسبت عناصر سازندموادي ه
درصد سراميک از صفر درصد در محل اتصال تا  ،هدفمند يحرارت هايسپردر  .را ارائه دهند يازعملکرد مورد ن

د کـه خـواص   صد درصد در سطح محافظ به طور پيوسته تغيير مي کند و درصد آن به نحوي تعيين مي شـو 
با توجه به جديد بودن اين مواد، تحقيـق روي آنهـا بـا هـدف طراحـي و       .ترمومکانيکي مورد نياز را ارضا کند

حـل مسـايل    .ساخت ماده اي با گراديان خواص مطلوب در دو بعـد تحليلـي و تجربـي همچنـان ادامـه دارد     
اگرچه روشـهای  . پيشرفتة رياضی است الاستيسيته برای مواد ناهمگن از جمله مواد هدفمند نيازمند روشهای

ماننـد  (محدود به هندسة ساده و حالـت خاصـی از نـاهمگنی     ،تحليلی، پاسخ با فرم بسته را نتيجه می دهند
غير کـاربردی بـوده و اسـتفاده از     لذا پاسخ بدست آمده، غالباً. هستند و بارگذاري )]۲[خواص تغييرات نمايی

بـراي   اجزاي محـدود  ولي روش. ]۱[ود را اجتناب ناپذير مي کندروش های عددی همچون روش اجزاي محد
ريـز و          شـبيه سـازي رشـد تـرک نيـاز بـه مـش بنـدي          ايرببه طور مثال . حل برخي مسايل، مناسب نيست

     پي در پي در ناحية اطراف ترک است که باعث افزايش مـدت زمـان تحليـل و نيـز کـاهش دقـت محاسـبات        
در حـل   از طرف ديگر .استناهمگن نياز به افزايش تعداد المان ها  سازه هايل تحليبراي  همچنين. مي شود

 يـک روش عـددي   ۱۹۷۰در اواخـر دهـة    .هاي بزرگ از دقت کافي برخوردار نيست تغيير شكل مسايل شامل
زهـاي  ه و مردامن ـ براي تعريفعدم نياز به مش  ،که ويژگي اصلي آن ابداع شد ٢جديد به نام روش بدون مش

در روش بدون مش، محدوديت هاي روش اجزاي محدود که مربـوط بـه اسـتفاده از المـان بودنـد      . بود مسأله
در حل مسايل مکانيک شکست بـه ويـژه شکسـت     قابليت بيشتري ،روش بدون مش از اين رو. برطرف شدند

که ويژگي مشترك تمامي  اند دهة اخير ابداع شدهدو هاي بدون مش در  انواع مختلفي از روش. دارد ديناميکي
گيـري   با اين حـال، انتگـرال  . آنها استفاده از يك مجموعه گرة مجزا براي تعريف دامنه و مرزهاي مسأله است

تلوري آ .دکنمي  زمينه بر روي كل دامنه را اجتناب ناپذير نياز به مش پس  ،بندي ضعيف معادلة حاکم فرمول
 بلکـه درونيابي متغيرهاي ميـدان   نه تنها برايرا ارائه دادند كه  MLPGروش بدون مش  ۱۹۹۸در  ]۳[ ٣و ژو

همچنين از روش حداقل مربعـات   .دامنه نداردمش بندي نياز به  نيز براي انتگرال گيري فرم ضعيف معادلات
محاسـبة  بـراي   MLPGروش از در اين مقالـه   .براي تقريب ميدان مجهول استفاده مي کند) MLS(متحرک 

ايزوتروپيک و الاستيک خطي استفاده شـده   مادة هدفمند از جنسترکدار  صفحةيک در ضرايب شدت تنش 
 سـپس . توضيح داده مي شـود  MLS الگوريتم تخمينو  MLPGبه اين منظور ابتدا فرمول بندي روش . است

محاسبة ضرايب شـدت  ارائه شده و روش  حل مسايل مکانيک شکست براي MLPG روند اصلاح فرمول بندي
روش  دقت. داده مي شود شکست مواد هدفمندتوضيحات مختصري در مورد در ادامه،  .تنش معرفي مي شود

در قالـب  تأثير شدت گراديان خواص مادة هدفمند بر ضرايب شدت تنش و نرخ رهايي انـرژي   و حاضرعددي 
  .دنمي شوبررسي چند مسأله 

                                                                 
1 Koizumi   
2 Meshfree method 
3 Atluri and Zhu 
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در دو  مواد هدفمنـد  مسايل مکانيک شکست در زمينة حل عدديگذشته با تحقيقات مقايسه در مقالة حاضر 
  :برتري دارد ،مورد
در مقايسه با روش اجزاي محدود، سعي شده است تـا   MLPGبا توجه به حجم بالاي محاسبات روش  •

در ميان مدل هاي ابـداع  . براي تحليل مسايل مکانيک شکست از يک مدل ساده و دقيق استفاده شود
صلاح تابع وزن که پيش از اين براي يكـي ديگـر از الگـوريتم هـاي بـدون مـش بـه نـام         شده، روش ا

(Element Free Galerkin) EFG در پـژوهش   .پيشنهاد شده است مناسبترين روش به نظر مي رسد
  .استفاده شده است MLPGحاظر براي نخستين مرتبه از اين روش در الگوريتم 

، تا کنون از فرض تغيير خطي يـا  مواد هدفمند مکانيک شکستمسايل  براي مقايسة نتايج حل عددي •
در حالي که در اين مقالـه ضـمن اسـتفاده از فـرض تغييـر      . نمايي مدول الاستيک استفاده شده است

تاناکا ‐نمايي براي بررسي دقت روش عددي، براي مدلسازي هرچه دقيقتر مواد هدفمند از روش موري
لين مرتبه، تأثير ميزان ضخامت لاية هدفمنـد بـر ضـريب شـدت     براي او همچنين. استفاده شده است

 .تنش، نرخ رهايي انرژي و زاوية شروع رشد ترک بررسي شده است
  

  MLPGروش  ‐ ۲
توضيح داده  ]۳[بر اساس مطالب ارائه شده در  MLPGو فرمول بندي روش MLS، الگوريتم اين بخشدر 

  .مي شوند
  
  MLSالگوريتم  ‐ ۲‐۱

. استفاده مي شود MLSبراي تقريب تابع ميدان از الگوريتم  MLPGدر بيشتر روشهاي بدون مش از جمله 
)ميدانمتغير  MLSروش  )u xمي زند خمينصورت زير ترا به  ١:  

)۱  (                                               ( ) ( )h

1

N

I I
I =

= ∑u x Φ x u  

IΦ زير تعريف مي شود شکلبه بوده و ماتريس توابع شكل:  

)۲(                                              
0

0
I

I
I

φ
φ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Φ  

Iϕ گرة تابع شكلI  حول گرة دلخواهنام دارد که روي يک ناحيةIشود تعريف مي ٢ام به نام دامنة تأثير.N 
از  x در نقطة دلخواه Iϕمقدار MLS در روش  .دنقرار دار xنقطة  در دامنة تأثير ي است کهياهتعداد گره 

  :رابطة زير بدست مي آيد

 )۳(                            ( ) 1 T 1( )( ( ) ( ))
m

I Ij jI
j

pφ − −= =∑x x A x D x P A D  

  :عبارتند ازبه ترتيب  IDو  Aماتريس هاي

 )۴                     (( ) ( ) ( )T  ,           ( ) ( ) ( ) ( )
N

I I I I I I
I

WW ==∑ D x x xA x x P x P x P  

                                                                 
1 Field variable 
2 Influence domain 
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P بعدي، بردار دودر حالت . مشخص است ةهاي پايه تا درج اي بردار كاملي از چندجملهP ةدرج ازm  در
  :تعريف مي شودبه شكل زير  xنقطة دلخواه

)۵(                               { }T T 2 2( ) ( , ) 1, , , , , ,..., ,m mx y x y xy x y x y= =P x P  

بايد برابر با تعداد  Iحداقل تعداد گره هاي واقع در دامنة تأثير گرة Aبراي جلوگيري از منفرد شدن ماتريس
).باشد پايهچند جمله اي هاي  )IW x تابع وزن گرةI  گرةناحية دايره اي حول  يک رويمعمولاً است کهI 

  .تعريف مي شود) ۶(به فرم رابطة  Id و به شعاع

)۶(                                 
2 3 41 6 8 3         for    1( )

0                                  for   1
I I I I

I
I

r r r rW
r

⎧⎪
⎨
⎪⎩

− + − ≤
=

>
x  

- /I I Ir d= x x از نقطة هنرماليز فاصلةx  تا گرةIx وId  استشعاع دامنة تأثير.  
  
  MLPG فرمول بندي ‐ ۲‐۲

احاطه شده  Γکه با مرزΩروي دامنة ، معادلة تعادل و شرايط مرزيبراي مسائل الاستواستاتيك دو بعدي
  .مي شود بيان )٩(تا ) ٧( معادلات است به صورت

)٧(                                                    0+ =.σ b∇   

on    uΓ                شرط مرزي اساسي                            )   ٨(
_

u = u  

=on    tΓ              يطبيعشرط مرزي                             )  ٩(
_

σ .n t  
σ تانسور تنش وb بردار نيروهاي حجمي است. u وt  جابجايي و تنش سطحي معلوم  بردارهايبه ترتيب

 .به سمت خارج است Γمرز بردار واحد عمود بر nهمچنين. هستند tΓيطبيع مرز و uΓاساسي روي مرز
QΩ دامنة روي بر اساس روش باقيماندة وزني حجميدر غياب نيروهاي ) ٧(فرم ضعيف محلي معادلة تعادل 

  :عبارت است ازاحاطه شده  QΓکه با مرز
)١٠(                                              

Q

0 IW d
Ω

Ω =∫ .σ∇  

  :نوشتزير  شکلبه  ديورژانس ةقضيبا استفاده از  را مي توان )١٠( معادلة
)١١(                                   

Q Q Qu t

T d d dI I IΩ Γ Γ
Ω − Γ = Γ∫ ∫ ∫V σ W t W t  

  :به صورت زير تعريف مي شوند tو σ،كه در آن

)١٢         (                                      { }T
, ,xx yy xyσ σ σ=σ  

)١٣    (                                                { }T
,x yt t=t  

QΓمرز دامنة تربيع بـر   منطبـق مرزي است كـه   QuΓمرز دروني است،  QiΓ :سه قسمت دارد ۱شکل مطابق 
مـاتريس تـابع وزن و  IW.استمرز طبيعي مسأله  بر منطبقمرزي است كه با  QtΓو  استمرز اساسي مسأله 

IV که عبارتند از ماتريس مشتق توابع وزن است:  

)١٤(                                                   0
0

I
I

I

W
W

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

W 
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)١٥(                                                
,

,

, ,

0
0
I x

I I y

I y I x

W
W

W W

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

V  

  :نتيجه مي شود الاستيک خطي ةبراي ماد با استفاده از قانون هوك

)١٦      (                   
0

0
N N

j j j j
j j

x

y

y x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪
∂⎪ ⎪

⎪ ⎪∂
⎨ ⎬∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂ ∂
⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭

= = =∑ ∑σ c ε c Φ u c B u
  

  :برابر است با εکه

)١٧           (                                    { }T
, ,xx yy xyε ε γ=ε  

  .مي شودتعريف  )١٨( رابطة بصورت ايزوتروپيک براي مواد همگن cماتريس

)١٨     (                                      
*

*
*

*
*

2

1           0
  1        0

1
0   0  (1- )/2

E
ν

ν
ν

ν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
−

c  

  :عبارتند ازدر رابطة فوق،  ν*و نسبت پواسون E*توابع مدول الاستيسيته
*تنش صفحه ای                                            )  ١٩( * ,  E E ν ν= =                     

*کرنش صفحه اي                                             *
2 1-1-

,   EE νν
νν

= =  

  :عبارت است از نيز بردار تنش سطحي

)٢٠(                                          
N

j j
j

= = ∑t nσ n c B u  

  :به سمت بيرون است QΓبردار واحد عمود بر مرز nکه

)٢١  (                                             0
0
x y

y x

n n
n n

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

n  

Iگرة معادلات خطي گسستة سيستم براي )٢٠( رابطة و استفاده از )١١( معادلة در )١٦(معادلة  با جاگذاري

  :شود ام توليد مي

)٢٢(                    
Q Q Qu t

T
Ω Γ Γ1 1

dΩ dΓ dΓ
N N

I I Ij j j j
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 ١٣٨٨ بهار، اول ، شمارهيازدهمسال                           نشرية پژوهشی مهندسی مکانيک ايران                                          ٣٤
 

 يبراي تمامهمچنين  .در نظر گرفته شده است ۲از درجة  چند جمله اي هاي پايه در تحقيق حاضر، بردار
استفاده شده است تا از وجود تعداد گره هاي کافي در دامنة تأثير، اطمينان  ٣گره ها از دامنة تأثير به شعاع 

  .براي همة گره ها به شکل دايره به شعاع واحد فرض شده است نيز ناحية انتگرال گيري. حاصل شود
  

  شکست الاستيک خطي در حل مسايل مکانيک MLPG استفاده از روش ‐۳
 حجمبراي حل مسالة داراي ترک بايد تعداد گره ها را در اطراف نوک ترک افزايش داد که موجب افزايش 

و جابجايي بر اساس شکل ميدان تنش  تابع وزناصلاح ، رفع اين مشکليکي از روشهاي  .مي شود محاسبات
زير به جاي تابع وزن توابع وزن رائه شده است از ا] ۴[ ١توسط دوفلات که اين روشدر . است اطراف ترک

  :استفاده شده است) ۶(رابطة 

( ) ( )1 cos
2 Iw r w
θ

= ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x x  

)۲۶(                                    ( ) ( )2 1 sin
2 Iw r w
θ

= +⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

x x  

( ) ( )3 1 sin
2 Iw r w
θ

= −⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

x x  

( )Iw x است) ٦( رابطة در تعريف شده تابع وزن.r فاصله از نوک ترک وθ نسبت به امتداد ترک در ه زاوي
](جهت پادساعتگرد  ],θ π π∈ در نوک  حاصل توابع وزن معرفی شده باعث منفرد شدن ميدان تنش .است) −

θدر 3w و 2w توابعبه علاوه . می شوند ترک π= دو مقداري بوده و ناپيوستگی تابع شکل و ميدان  ±
در نقاط بالايی  2wدر نقاط جلويی ترک، تابع  1wتابع  بنابراين .می دهند جابجايي در طول ترک را نتيجه

همچنين با توجه نامحدود بودن مشتق توابع فوق . در نقاط پايينی ترک قابل استفاده هستند 3wترک و تابع 
 .نوک ترک استفاده شده است از سه گره در جلو، بالا و پايين ترک و در نزديکی ،در محل دقيق نوک ترک

فرم کلي آنها در نشان داده شده و  3φو1φ،2φبه ترتيب با ) ۲۶( از هر يک از توابع وزن حاصلابع شکل وت
  .سترسم شده ا ۲شکل

  

  مواد هدفمندتعيين خواص ترمومکانيکي  ‐۴
آنهـا در  با توجه به توزيع غير يکنواخت عناصر تشکيل دهندة مواد هدفمند نمي توان خـواص ثـابتي را بـراي    

بـرای  غالبـاً  . توزيع فازها اسـت نحوة نيازمند بررسي ارتباط خواص با  ،بنابراين استفاده از اين مواد. نظر گرفت
توابع نمـايی   با ، نسبت پواسون ثابت فرض شده و مدول الاستيسيتهمواداين  در خواص توضيح تغيير پيوستة

)ex(  مطابق رابطة)(يا توانی  )۲۷nx (می شود، زيرا اين توابع، دستيابي به پاسخ دقيق حل تحليلـي   تعريف
  .لذا نمي توان به طور دقيق، تغيير فيزيکی خواص ماده را نشان داد. را آسان مي کنند

)۲۷(                                   ( )1
2

1
2exp ln,      

E
E E V

E
β β= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .است ۲جزء حجمي فاز  2Vو  ۲و ۱به ترتيب، مدول الاستيسيتة فازهاي  2Eو  1Eکه 

                                                                 
1 Duflot 
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، قانون مخلوطها است که خواص مؤثر كامپوزيت دو فازي را به هاساده ترين مدل براي تعيين خواص كامپوزيت
  :کندشکل زير بيان مي 

)۲۸           (                                1 1 2 2 P P V P V= +  
با توجه . هستند ۲و ۱به ترتيب، جزء حجمي فازهاي  2Vو  1Vو  ۲و ۱به ترتيب، خواص فازهاي  2Pو  1Pکه 

 بـراي از دقـت کـافي   روش قانون مخلوطهـا  است  منظمبه اينکه توزيع فازهاي كامپوزيت در مقياس ميکرو، نا
دقيـق  ساده و  از روشهاي ميکرومکانيکی يكي] ۵[ ١تاناکا ‐روش موري. برخوردار نيستمدلسازي كامپوزيتها 

در . دگيـر مي قرار   استفادهمورد  مواد هدفمند مدلسازيبراي  که غالباًًاست براي تعيين خواص مواد ناهمگن 
با دانه هـای کـروی فـاز     مي شودمشخص  ۱که با انديس  هدفمند ةماد اين روش فرض مي شود فاز ماتريس

 ول برشی مؤثر طبـق روش مدول بالک مؤثر و مد. تقويت شده است مي شودمشخص  ۲دانه ای که با انديس 
  .مي آيند  بدست) ۲۹(از روابط  تاناکا ‐موري

( ) ( ) ( )
1 2

2 1 2 2 1 1 11 1 / 4 / 3
V

V
κ κ
κ κ κ κ κ µ
−

=
− + − − +

  

)٢٩(             
( )

( ) ( )1 2
1 1 1 1 1 1

2 12 1
2

1 1

,      9 8 / 6 2
1 1

V f
V

f

µ µ µ κ µ κ µµ µµ µ
µ

−
= = + +

−− + −
+

  

بـا   .تمام مدل هاي ميکرومکانيکی نيازمند يک فرض براي توزيع فازهاي تشکيل دهندة مـاده هسـتند  
از فاز فلزي در سطح بالايي به فاز سراميکي  گراديان ماده و hيک صفحه به ضخامتبا فرض  ۳توجه به شکل

  .در نظر گرفت )۳۰( مي توان نسبت حجمي فاز سراميکي را به فرم تواني 2xدر جهت در سطح پاييني

)۳۰(                        ( )2
2 20.5  ,      / 2 / 2,   0

nxV h x h n
h

⎛ ⎞= + − ≤ ≤ ≤ ≤ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0nبراي  nتنها شامل فاز سراميکي و براي  هدفمند ةماد، =  ۴شـکل  .تنها شامل فاز فلزي مـي شـود   ∞→
 نتـايج  . نشـان مـي دهـد    nتغيير تابع نسبت حجمي را بر حسب ضخامت بدون بعد براي توان هاي مختلـف 

 در ۱با خـواص منـدرج در جـدول    اکسيد آلومينيومو  نيکلشامل  هدفمند ةمادتاناکا براي يک  ‐روش موري
  .شده است نشان داده ۶و ۵هاي شکل

  

  مواد هدفمندشکست  ‐٥
  تعيين ضرايب شدت تنش ‐۵‐۱

مي توان از روابط ترموالاستيسيتة  در بخش قبل هدفمند ادوفرض پيوستگي خواص در م توجه بهبا 
به فرم  νو نسبت پواسون Eسيتهمدول الاستيلذا . دکرمواد استفاده  براي تحليل اينمحيطهاي پيوسته 

   .فرض می شود )۳۱(توابع کلی 

)۳۱(                                                      
( )
( )

E E

ν ν

=

=

x

x
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 ١٣٨٨ بهار، اول ، شمارهيازدهمسال                           نشرية پژوهشی مهندسی مکانيک ايران                                          ٣٦
 

)به طوری که  ) 0E ≥x  و( )1 1/ 2ν− < ≤x  توابع پيوسته ، محدود و حداقل يک مرتبه مشتق پذير تکه ای
  .می باشد )۳۲( صورت معادلةبه  هدفمند ةمادلذا معادلة متشکله . روی دامنة مسأله می باشند

)۳۲(                         ( )
( )

( )
( )

* *

* *

1
,        , 1,2,3ij ij kk ijE E

i j
ν ν

ε σ δσ
+

== +
x x

x x
  

)که )*E x و ( )*ν x دست مي آيندب) ۱۹(از رابطة صفحه ای  در حالت تنش صفحه ای و کرنش.  
الاستيک خطی در حالت تنش و يا کرنش  دو بعدي براي مواد ناهمگن تحت تغيير شکل ϕتابع تنش ايری

  .]۶[را ارضا می کند )۳۳(صفحه ای و در غياب نيروهای حجمی، معادلة 

)۳۳(     
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

* * *2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2* * * *
1 2 1 22 1 1 2

1 1 1
2 0

x x x xx x x xE E E E
ν ν νϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + +∇ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∇ − − + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

x x x
x x x x

  

)نشان دادند در صورتي که ]۷[ ١اجين و نود )E x و( )ν x  مي توان  پيوسته و مشتق پذير تکه اي باشندتوابع
لذا پارامترهاي تعيين  .از روابط مکانيک شکست الاستيک خطي براي بررسي شکست اين مواد استفاده کرد

  کنندة ميدان تنش اطراف نوک ترک، ضرايب شدت تنش مود اول و دوم هستند که به عنوان معيار شکست و
نشان دادند ميدان تنش و جابجايی ) ۳۳(با حل معادلة  همچنين .تعيين جهت رشد ترک استفاده مي شوند 

از طرف ديگر تغييرات نسبت پواسون، تأثير ناچيزي بر ضرايب  .استترک، مشابه مواد همگن اطراف نوک 
  ].۷[شدت تنش داشته و فرض ثابت بودن آن موجب ساده سازي مسايل شکست مواد ناهمگن مي شود

 انتگـرال  ۷بـا توجـه بـه شـکل    . استفاده مي شود Jمعمولاً براي محاسبة ضرايب شدت تنش از روش انتگرال
  ]:۸[تعريف مي شود) ۳۴(به صورت الاستيک همگن براي مادة  Jمستقل از مسير

)۳۴(                              ( )
0

1 ,10
d  ,        , 1, 2lim ij j iWn n u i jJ

ε
σ

Γ
Γ →

⎧ ⎫⎪ ⎪− Γ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= ∫  

  .و به سمت خارج مسير است Γام بردار واحد عمود بر مسير بستةjمؤلفة jnکه
انتگرالهـاي   ].۶[در مورد مواد ناهمگن مستقل از مسير نيست و لذا نمي تـوان از آن اسـتفاده کـرد    Jانتگرال

براي مواد ناهمگن هستند کـه   Jکه در ادامه معرفي مي شوند شکل توسعه يافتة انتگرال J*مستقل از مسير
هـاي اول و دوم را فـراهم   ضرايب شدت تـنش مود فرمول بندي شده اند و امکان محاسبة ] ۶[ ٢توسط ايسکن

را برای مودهـای   J*هاي مستقل از مسير انتگرالايسکن با فرض عدم تنش سطحي بر روي ترک،  .مي کنند
  .بدست آورد) ۳۶(و ) ۳۵(اول و دوم شکست به صورت 

1k(مود اول  )              ۳۵( =       ( ( ) ( )
0

0
*
1 1 ,1,1  صѧѧѧѧѧريح

lim d dij j iJ Wn n u W
ε

σ
Γ →

Γ Ω

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= − Γ− Ω∫ ∫  
  

2k(دوم مود )    ۳۶( =(  ( ) ( )
c0

*
2 0 2 ,2 2,2  صѧѧѧѧѧѧريح

lim d d dij j iJ Wn n u W W W n
ε

σ
Γ →

+ − +

Γ Ω Γ

⎧⎪ ⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦
⎪⎩

= − Γ− Ω+ − Γ∫ ∫ ∫  

چگالی انرژی کرنشی مواد الاستيک در حالت دو بعدی بوده و برای مواد الاستيک خطی همگن با  Wکه
  .به صورت زير بدست می آيد) ۱۸(و ) ۱۷(، )۱۲(توجه به 

)۳۷(                                        1 1 1
2 2 2ij ij

T TW σ ε= = =σ ε ε cε 
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  :مشتق صريح تابع چگالی انرژی کرنشی نسبت به مختصات محلی نوک ترک عبارت است از

 )۳۸(                        ,    , 1, 2i j = ε ij ثابـــت=
 ( )

 صѧѧѧѧѧѧريح

,ij i
kk

W x
x

W
x

ε
⎛ ⎞ ∂
⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

∂ =
∂

  

ميدان تنش و جابجايي ) ۳۳(ايسکن با حل معادلة . است ۷مختصات محلي تعريف شده در شکل ixکه
سپس با جاگذاري ميدان تنش و جابجايي در . اطراف ترک در مادة ناهمگن را مشابه مادة همگن بدست آورد

*را بين انتگرالهاي ) ۴۰(و ) ۳۹(روابط ) ۳۶(و ) ۳۵(
kJ و ضرايب شدت تنش مودهای اول و دوم بدست آورد.  

)۳۹(                                                  
2 2

* I II
1 *

tip

K KJ
E
+

=  

)۴۰(                                                  I II*
2 *

tip

2K K
J

E
−

=  

*که
tipE  قابل محاسبه است) ۱۹(مقدار مدول يانگ در محل نوک ترک بوده و از رابطة.  

  
  مواد هدفمندمعيار شکست  ‐ ۵‐۳

      مفهوم  ]۹[در مواد همگن و ناهمگن، ژو و آسارو  اطراف نوک ترکبا توجه به شباهت ميدان تنش 
معيارهاي شکست که براي مواد  لذا استفاده از. در نزديک نوک ترک را تعريف کردند همگن سازي محلي

 ماکزيممانرژي رهايي از معيار نرخ  در اين تحقيق. مورد مواد هدفمند بلامانع است همگن ارائه شده اند در
 طبق اين معيار، ترک در جهتي رشد. براي مواد همگن ارائه شده استفاده شده است] ۱۰[ ١سيناکه توسط ه

اين مي کند که مقدار نرخ رهايي انرژي داراي بيشترين مقدار است و رشد ترک زماني آغاز مي شود که 
 معادلة سين به صورتاانرژي در حالت مود ترکيبي بر اساس حل هرهايي نرخ . مقدار به حد بحراني برسد

  .بدست آمده است )۴۱(

)٤١(                 
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2
2
I*

tip

2
I II II

/
1 /

3 cos
3 cos 1 /

8 sin cos 9 5 cos

1
1

4

        

G K
E

K K K

θ π
π θ

θ
θ π θ

θ θ θ

θ
−

+ +

−

+=

+ +

⎛ ⎞ ⎡⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠

⎤⎦

  

  :بدست مي آيد) ۴۲(از  ماکزيممطبق معيار نرخ رهايي انرژي  رشد ترک زاوية

)۴۲(                                         0

2

20 ,  0 G G θ θ
θ θ

∂ ∂
= < ⇒ =

∂ ∂
  

  .شرط رشد ترک را ارضاء مي کند زيرپس از تعيين زاوية رشد ترک، معادلة 
)۴۳   (                                              ( ) ( )0 cr tipG Gθ = x  
  

 مثال هاي عددي ‐٦
  ترک لبه اي تحت تنش کششي يکنواخت نوار شامل ‐٦‐ ١
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در دو  0σتحت تنش کششی يکنواخت ۴با نسبت طول به عرض Lو طول Wيک صفحة مستطيلي به عرض
به منظور تعيين ضريب . در نظر گرفته مي شود ۸مطابق شکل aبه طول افقي ترک لبه ای انتها و شامل يک

 .صفحه، به اندازة کـافي بـزرگ در نظـر گرفتـه شـده اسـت       طول به عرض شدت تنش در نوار ترکدار، نسبت
 راسـتاي  از آنجـا کـه   .گره در جهت طول مدل شـده اسـت   ۴۱گره در جهت عرض و  ۱۱با استفاده از صفحه 

نسـبت   .مـي باشـد   تغيير خواص موازي با امتداد ترک است مسـأله داراي تقـارن و تحـت مـود اول شکسـت     
 شـرايط کـرنش   تحـت مسـأله   وفرض شده  )٢٧( رابطة پواسون، ثابت و تغيير افقي مدول الاستيسيته مطابق

به ازاي طولهـاي   ]١١[و  ]٢[با مقدار تحليلي نرماليزه ت تنش مود اول ضريب شد .صفحه اي حل شده است
2مختلف ترک و نسبت هاي  1/E E  با توجه به نتـايج، مقـدار خطـاي     .استمقايسه شده  ٢جدولمتفاوت در

موجـب   xهمچنين افزايش شدت تغييـرات مـدول الاستيسـيته نسـبت بـه      .درصد است۷/۱برابر با  حداکثر
  .کاهش ضريب شدت تنش مي شود و برعکس

  
  بر ضريب شدت تنش تأثير گراديان خواص موازي با ترکررسي ب ‐٦‐٢

     در نظر گرفته  ۸۷مطابق شکل ،مشابه مثال قبل و گره بندي شرايط مرزي ،با ابعاديک صفحة مستطيلي 
 .تشکيل شده است ۱جدولبا مشخصات مندرج در  آلومينيوم و نيکلاز دو فاز اکسيد هدفمند مادة . مي شود

تشکيل دهنده  فازهاينسبت حجمي بر ضريب شدت تنش مود اول،  خواص براي بررسي تأثير گراديان
الاستيسيته و نسبت پواسون در هر نقطه از مدول  براي محاسبة .در نظر گرفته شده است) ٣٠(مطابق رابطة 

 طول ترک براي را بر حسب نرماليزه ضريب شدت تنش مود اول ٩شکل. ه شده استاستفاد روش موري تاناکا
  .مي دهد نشان nمقادير مختلف

  
  بر ضريب شدت تنش تأثير گراديان خواص عمود بر ترک رسيبر ‐٦‐٣

جنس  .گرفته مي شود در نظرمثال قبل، مشابه و گره بندي شرايط مرزي  ،با ابعاديک صفحة مستطيلي 
مدول  .، با اين تفاوت که خواص مکانيکي در جهت عمود بر ترک تغيير مي کنندصفحه مشابه مثال قبل است

 ۱۰مطابق شکل. الاستيسيته و نسبت پواسون در هر نقطه با استفاده از روش موري تاناکا محاسبه مي شوند
Lα( موقعيت ناحية دو فازي در وسط صفحه فرض شده است β+ به دليل عدم تقارن مسأله، صفحه . )=

انرژي رهايي نرخ از معيار بنابراين جهت بررسي شکست مادة هدفمند،  .تحت شکست مود ترکيبي قرار دارد
نحوة را براي طولهاي مختلف ترک بر اساس  نرخ رهايي انرژي ۱۵تا  ۱۱شکل هاي. مي شوداستفاده  ماکزيمم

نشان  ۲۰تا  ۱۶در شکل هاي  با طولهاي مختلف همچنين زاوية اولية رشد ترک. نشان مي دهند فازها توزيع
  .داده شده است

  

  نتيجه گيري ‐ ٧
براي تحليل ترک در مادة هدفمند فرمول بندي شد و تأثير گراديان خواص بر  MLPGروش ، مقالهدر اين 

با نشان داده شد  ۶‐ ۱ همانطور که در مثال .مورد بررسي قرار گرفت و نرخ رهايي انرژي ضريب شدت تنش
مقدار ضريب شدت تنش با دقت بالايي  ،بدون نياز به مش بندي ريز در اطراف ترک MLPGاستفاده از روش 
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پاسخ بدست آمده نشان مي دهد افزايش نرخ تغييرات مدول الاستيسيته موجب کاهش  .قابل محاسبه است
مي تواند  در مورد ترک هاي بزرگتر اهميت بيشتري مي يابد و ضريب شدت تنش مي شود، اين امر به ويژه

  .در طراحي مواد هدفمند مورد استفاده قرار گيرد
به دليل  ۵ شکلبا توجه به  .موازي با امتداد ترک فرض شده استبه فرم تواني و گراديان ماده،  ۶‐ ۲ در مثال

0.2در محدودة  يکديگرنزديکي شيب منحني هاي مدول الاستيسيته به  / 0.6x L≤ تأثير قابل  nمقدار ≥
 ۶‐ ۱استفاده از پاسخ تحليلي مثال مي توان ضريب شدت تنش را با لذا  .توجهي بر ضريب شدت تنش ندارد

2به ازاي نسبت  1/ 375 / 207E E   .با دقت قابل قبول محاسبه کرد =
عمود بر امتداد با اين تفاوت که گراديان خواص . داراي هندسه و خواص مشابه مثال قبل است ۶‐۳ مثال

مشاهده مي شود با کاهش ضخامت ناحية دوفازي  ۱۵تا  ۱۱هاي شکل همانطور که در .ترک فرض شده است
 ۲۰تا  ۱۶شکل هاي  .افزايش مي يابد ماکزيمم خواص، نرخ رهايي انرژي و در نتيجه افزايش شدت گراديان

  .نيز نشان دهندة افزايش زاوية اولية رشد ترک هستند
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  ي انگليسيفهرست نمادها
Iu :    گرةپارامتر گره اي درIام  
hu    :آزمايشي متغير ميدان  

Iw :   تابع وزن گرةIام  

If  :  نيروي گرة بردارIام  
c :  ماتريس نرمي  

IK : گرة ماتريس سختيIام  
W :  انرژی کرنشیچگالی  

IK : تنش مود اول ضريب شدت  

IIK : ضريب شدت تنش مود دوم  
G : نرخ رهايي انرژي  

( )cr tipG x :  در محل نوک ترک رهايي انرژينرخ حد بحراني  
  

  هاي يونانيمادنفهرست 
ϕ :  تابع تنش ايری  

Iφ : گرة تابع شكلIام  
µ :  مدول برشي  
κ  :  مدول بالک  

  عملگر دو بعدی لاپلاس : ∇2

0θ  : زاوية شروع رشد ترک  
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 جدولها
  

  اکسيد آلومينيوم و نيکلخواص مکانيکي  ‐١جدول

  
  ترک لبه اي در نوار تحت تنش کششي يکنواختمود اول  ةضريب شدت تنش نرماليز ‐٢جدول

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IcK )GPaچقرمگي شکست m( نسبت پواسونν  مدول يانگE)GPa(    
  ماده

  اکسيد آلومينيوم 360 0.2  4

  نيکل 200 0.33 100

  
       روش

 
    / 0.6a w =    / 0.5a w =      / 0.4a w =     / 0.3a w =     / 0.2a w =  

   
 5.1205            3.5576            2.5534            1.8522            1.3034             0.1              حاضر        
                           0.2             1.3880            1.8290            2.4339            3.3333            4.7729
                            1               1.3742            1.6688            2.0894            2.8087            4.0482
                            5               1.1390            1.3818            1.7676            2.3878            3.4836 
                            10             1.0192            1.2507            1.6172            2.2097            3.2702

]۱۱و۲[ تحليلي           0.1            1.2965            1.8581            2.5699            3.5701            5.1880 
                            0.2            1.3956            1.8395            2.4436            3.3266            4.7614 
                            1               1.3734            1.6628            2.1066            2.8298            4.0302 
                            5               1.1318            1.3697            1.7483            2.3656            3.4454 
                            10             1.0019            1.2291            1.5884            2.1762            3.2124 

0

IK
aσ π2 1/E E
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 شکلها 
  
  
  
  
  
  
  
  

دامنة تربيع و محدود  QΩمرز طبيعي،  tΓمرز اساسي، uΓدامنة مسأله، MLPG  :Ωدامنه و مرزها در روش  ‐١کل ش

  .تلاقي دارد QΩقسمتي از مرز طبيعي كه با دامنة QtΓ،تلاقي دارد QΩقسمتي از مرز اساسي كه با مرز  QΓ،QuΓبه مرز

  
 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )ب)                                                  (الف(
 
  
  
   
  
  
  
  
  

  )ت(                                         )          پ(

  3Φ)، ت 2Φ)، پ1Φ)ب، صفحة ترکدار )الف( ):٢٦(رابطة توابع شکل بدست آمده از توابع وزن  ‐٢ شکل

1φ

3φ 2φ
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  مدل دو بعدي مادة هدفمند ‐٣شکل

  

  
  

  
  

  
  
  
  
  

  nنسبت حجمي فاز سراميكي بر حسب ضخامت بدون بعد براي مقادير مختلفتغيير  ‐٤شکل

  
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  بر حسب ضخامت بدون بعد) ۲۷(و تابع نمايي تاناکا  ‐موري بدست آمده از روش الاستيسيتةمدول  يرتغي ‐٥شکل

  

2 /x h

2x

1x h

L

2 /x h
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  بر حسب ضخامت بدون بعدتاناکا  ‐ موري بدست آمده از روش نسبت پواسونتغيير  ‐ ٦شکل

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  Jالگوي استفاده از روش انتگرال ‐٧ شکل
 
  

  
  

    
  
  
  
  
  

  هدفمند با گراديان موازي با ترک لبه اياز جنس مادة هندسه و بارگذاري نوار  ‐٨شکل 

2 /x h

+ -
0 c c

0

ε

ε

Γ = Γ + Γ + Γ + Γ

Ω = Ω +Ω

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 ٤٥                                                                                                 ...          محاسبه ضرايب شدت تنش در مواد هدفمند
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  nاي بر اساس روش موري تاناکا براي مقادير مختلفضريب شدت تنش نرماليزة مود اول ترک لبه  ‐٩شکل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  هندسه و بارگذاري نوار هدفمند با گراديان عمود بر ترک لبه اي ‐١٠شکل 
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
a 0.2طول نرخ رهايي انرژي نرماليزة ترک لبه اي به ‐١١شکل  W= براي مقادير مختلف  بر حسب شدت گراديانn  

( )1/ β α−
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a 0.3نرخ رهايي انرژي نرماليزة ترک لبه اي به طول ‐ ١٢شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
a 0.4نرخ رهايي انرژي نرماليزة ترک لبه اي به طول ‐١٣شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

  

  
  

  
  
  
  
  
  
  

a 0.5نرخ رهايي انرژي نرماليزة ترک لبه اي به طول ‐١٤شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

( )1/ β α−

( )1/ β α−

( )1/ β α−
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a 0.6نرخ رهايي انرژي نرماليزة ترک لبه اي به طول ‐ ١٥شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

  

  

  

  

  

  

  

  
a 0.2زاوية اولية رشد ترک لبه اي به طول ‐١٦شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

a 0.3به طولزاوية اولية رشد ترک لبه اي  ‐١٧شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

( )1/ β α−

( )1/ β α−

( )1/ β α−
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a 0.4زاوية اولية رشد ترک لبه اي به طول ‐١٨شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

 

  

  

  

  

  

  

  

  
a 0.5زاوية اولية رشد ترک لبه اي به طول ‐ ١٩شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

  

  

  

  

  

  

  

  
a 0.6زاوية اولية رشد ترک لبه اي به طول ‐٢٠شکل  W=  بر حسب شدت گراديان براي مقادير مختلفn  

( )1/ β α−

( )1/ β α−

( )1/ β α−
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Abstract 
 
This paper presents crack analysis in a finite Functionally Graded plate using one of mesh-
free methods called the Meshless Local Petrove-Galerkin (MLPG). Shape functions are 
obtained by Moving Least Squares approximation method. In order to solve fracture problems 
without need to any additional nodes, the weight function is modified. The path independent J 
integrals developed for non-homogeneous materials are used to calculate the stress intensity 
factors (SIFs) in mixed-mode problems. Assuming that the crack is parallel to the material 
gradient, an example including an edge-cracked plate is presented to evaluate the accuracy of 
numerical method. A good agreement is obtained between the results of the presented method 
and the reference solutions. Then the effect of direction and intensity of material gradient on 
SIFs and energy release rate is considered by solving some examples. The results reveal the 
inverse relation between the intensity of elastic modulus gradient and SIF in mode-I fracture 
condition. Also the energy release rate and the crack initiation angle increase with increasing 
the intensity of compliancy gradient normal to crack direction. 
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