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حل جريان آرام بر روي گوه با استفاده از روش 
HPM  

تحليلي براي معادلات غيرخطي استفاده همزمان از هاي يکي از جديدترين روش
جريان آرام بر روي گوه اله در اين مق. باشدهاي هموتوپي و پرتوربيشن ميتکنيک

باشد، با که معادل با جريان روي صفحه تخت با گراديان فشار مخالف صفر مي
پرتوربيشن حل شده و نتايج با روش عددي مقايسه  ‐ استفاده از روش هموتوپي

هاي دو روش کردن محدوديتبرطرف HPMمزيت استفاده از روش . گشته است
در روش پرتوربيشن کلاسيک، يک . باشدهموتوپي و پرتوربيشن کلاسيک مي

گردد که يافتن و اعمال آن کاري پارامتر کوچک در معادلات حاکم اعمال مي
به همين دليل ترکيب دو روش هموتوپي و پرتوربيشن توانسته تا . باشددشوار مي

جوابهاي بدست آمده از اين روش . حد خوبي مشکلات مذکور را برطرف نمايد
باشند، مقايسه اين جوابها با جوابهاي حاصل از روشهاي يح ميبصورت توابعي صر

دقت بالا و سهولت محاسبات، ارزش آنرا . دهدديگر تطابق بسيار خوبي را نشان مي
  .دهدبراي استفاده در مسايل مهندسي نشان مي

  
 

  يليصفحه تخت، روش تحل يان رويان فشار، جريان آرام، گرادي، جرHPM٤روش : راهنما يهاواژه
 
 مقدمه ‐١

حـل معـادلات    يق بـرا ي ـن حال سـاده و دق يد، موثر و در عيجد يليشبه تحل ياز روشها يکي HPMروش 
ن روش ي ـاز موارد اسـتفاده ا . ارائه شده است  [1]٥يهوان ه ين بار توسط جياول يباشد که برايم يرخطيغ

در علـوم و   يادي ـز يهان روش کاربرديا. اشاره نمود [8]تا  [2]توان به مراجع يل گوناگون ميحل مسا يبرا
  يپور وگنجلياسماع. شوديل ذکر مين رابطه موارد ذيقات انجام شده داخل در ايدارد، از اهم تحق يمهندس

ان فشـار اسـتفاده   ي ـصفحه تخت بدون گراد يبر رو آرام انيحل جر يشن برايپرتورب ‐يابزار هموتوپ از [9] 
ج يسه با نتـا يرا در مقا يار خوبيبس يج سازگارياند، نتاسه کردهيمقا يددحاصله را با حل ع ينموده و جوابها

                                                 
        maerefat@modares.ac.ir ، دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه تربيت مدرسار يسنده مسئول، دانشينو ۱
                               am.jadidi@modares.ac.ir،دانشكده فني و مهندسيدانشگاه تربيت مدرس، دانشجوي كارشناسي ارشد،  ٢
   صنعتي بابل، مازندران گاهدانش ،اريدانش ٣

4 Homotopy Perturbation Method 
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از مسـائل   يبرخ ـ HPMبا استفاده از  [10] يو گنج يرجب .نشان داده است ر محققانيسا يو تجرب يليتحل
نگر يحل معادله شرود ين متد براياز ا [11] يو گنج يگرج. را حل کردند ييت و جابجايانتقال حرارت هدا

بـا   ييحل کـرده و جوابهـا   HPMمرتبه پنجم را با روش  Kdvمعادله  [12] يو گنج يرافع .فاده کردنداست
را با متد  Kdvافته يرييو معادله تغ k(2,2)، معادله [13]يو گنج ين تاريهمچن. دقت خوب بدست آوردند

  .باشدير ميمگار چشيج بسيسه کردند که نتايمقا ١VIMسه آنرا با روش يمقا يمذکور حل کرده و برا
 يشن حل کرده و برايپرتورب‐يپلانک را با روش هموتوپ ‐معادله فوکر [14]يدانيمو سبزه يو گنج يقيصد 

از تطـابق خـوب دو    يحاکج يسه کردند که نتايمقا VIMحاصله را با روش  ينان از صحت کار، جوابهاياطم
حـل مسـاله انتقـال حـرارت      يابـر  HPMاز روش  [15]يقيو صـد  يو گنج ـ يخـالق . باشديروش مذکور م

ان کوئـت  ي ـحل جر ياز روش مذکور  برا[16] و همکاران  يقيصد .ر استفاده کردنديب متغيبا ضرا يرخطيغ
  .ديحاصل گرد يار خوبيج بسيو نتا نداستفاده کرد

در ) زمان محاسـبه و حجـم محاسـبات   ( نه محاسباتي، هزيسه با حل عدديدهد که در مقايج نشان مينتا   
مثـل   ييهـا آسـان بـا برنامـه     يس ـين روش در کدنوي ـا قابليـت ل آن ي ـار کمتـر اسـت کـه دل   يروش بسن يا

Maple,Matlab,Mathematica باشديق ميل کردن جوابها به سمت حل دقيو م .  
ن ي ـباشـد کـه در ا  ياز مسائل مهـم در صـنعت م ـ   يکيان فشار يال بر سطح تخت همراه با گراديان سيجر   

حل مسـاله   ين روش براين مقاله کاربرد ايدر ا .ن روش پرداخته شده استياستفاده از ا ق به حل آن بايتحق
لازم   .ردي ـگيقرار م يابيمورد ارزبا گراديان فشار است،  كه نمونه اي از جريان همراهگوه  يان آرام بر رويجر

 ان فشار برابر صفريرادکه گ يان فشار منجر به آن خواهد شد که بر خلاف حالتيوجود گراد  به ذکر است که
 kو  mد ي ـر جديند حل دو متغيل در فرآين دليبه هم .باشدمشخص ن يشرط مرز يبرا يه مرزيلبه لا ،است

نـد حـل بـدان اشـاره     يدا خواهد شـد کـه در فرا  يهستند پ يه مرزيان فشار و لبه لايب نشانه گراديکه به ترت
  .خواهد شد

  
  و کاربرد آن HPMه روش ياساس و پا ‐٢
  :د يرير را در نظر بگيز ير خطين روش در ابتدا معادله غين اييتب يبرا
)١                      (                              )()( rfuA =  
  :است ) ٢( به شکل معادله يرخطيو غ يبه دو بخش خط A(u)م يتقس ن روشيا يده اصليا
)٢                  (                            )()()( uNuLuA +=   

ل يحل مسا يشن برايپرتورب ‐يهموتوپ يکلباشد، معادله  يمعادله م يرخطيبخش غ Nو  يبخش خط Lکه 
  :ر است يمختلف به شکل ز

)٣(                               0)]()([)]()()[1( 0 =−+−− rfApuLLp νν  
کنـد،   يرا ارضا م ـ يط مرزياست که شرا ينين تخمياول u0و  يوپپارامتر هموت p∋]1,0[) ٣( در معادله
  :شودير در نظر گرفته ميبه صورت ز uر يمتغ HPMدر روش 
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و ) ١(در معادله  ν ا قرار دادن مقدار، بخواهد شد u(r)تا  u0از νر ييمنجر به تغ ١تا  ٠از  pر ييتغ   
ن يا يليبا حل تحل. ديم رسيمعادله خواه يک سريبه ..... و  0p،1p،2pب يصفر قرار دادن ضرا يمساو

 ‐ يکه جواب معادله هموتوپ u(r)دن به يرس يبرا .ديآيبه دست م..... و3νو2νو1νر يمعادلات، مقاد
  .ديآيمعادله بدست م يير جواب نهانکايم که با ايل دهيمp→1د يشن است بايپرتورب

. شـتر خواهـد شـد   يبدسـت آمـده ب   يابهـا شتر باشد، دقـت جو يل شده بيتشک ياجملههر چه مرتبه چند  
)(0شود که  يشنهاد مين روش پين در ايهمچن 0 =uL  در همـان ابتـدا در    ن شـرط ي ـقرار داده شود کـه ا

  .شوديشن اعمال ميپرتورب ‐يدله هموتوپمعا
رد و ي ـگيار م ـقـر  يابي ـمـورد ارز گـوه   يبر روآرام ان يحل مساله جر ين روش براين مقاله کاربرد ايدر ا   

ج بدسـت  ينتـا . ميشـوند سه يمقا ١تفاضل محدود يعدد روش يروش با جوابها نياز ابدست آمده  يجوابها
 يباشد و مشکلات روشـها يار خوب ميع و با دقت بسيسر يجوابها يدارا HPM دهد روشيآمده نشان م

ن يل ارضاء معادلات بقا در ايبدل..... ه معادلات حاکم و ي، تجزي، نفوذ عدديداري، پاييهمانند همگرا يعدد
   . روش وجود ندارد

  
  معادلات حاکم و روش حل  ‐٣
0P( لف صفر استان فشار مخايکه در آن گراد يک صفحه تخت افقي يان رويجر

x
∂ ≠
∂

، در نظر گرفته )
ر يال غيآرام و س انيجر يبرا ي، مومنتوم و انرژيوستگيمعادلات پ). مراجعه شود )١( به شکل(شده است 

  : باشند ين صورت ميقابل تراکم به ا
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u,که در آن v ،سرعتP فشار وT ان فشـار بـا سـرعت   ي ـارتبـاط گراد  يبـرا  يباشد، از معادله برنـول يدما م 
  :استفاده شده است

)٨                    (                        1 dUP U
x dxρ

∞
∞

∂− =
∂

           

به ( شوديم يمدلساز 2βه يگوه با زاو يان بر رويله جريان فشار بوسيصفحه تخت با گراد يان بر رويجر   
  :)مراجعه شود )٢(شکل

                                                 
1- Finite Difference Method  
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  :معرفي ميشوندر يز صورتبعد به يو ب يتشابه يرهايمتغ 

)١٠                          (0.5Re ( ) ( )x
w

T Ty uf
U T Tx

η η θ η ∞

∞ ∞

−′=  ,     =   ,     =
−

  

به شکل  ي، معادله مومنتوم و انرژ)٧(يال) ٥(آنها در معادلات  يگذاريو جا) ١٠‐٩(با استفاده از  معادلات    
  :شونديل ميتبد) ١١‐b(و ) ١١‐ a(معادلات 

)a ‐١١(                      22 ( 1) 2 [1 ( ) ] 0f m ff m f′′′ ′′ ′+ + + − =    
)b‐١١(                                      2 Pr ( 1) 0m fθ θ′′ ′+  + =    

  :باشنديم) ١٢(ز به صورت معادله ين يط مرزيکه در آنها شرا
)١٢             (       (0) 0, (0) 0, (0) 1, ( ) 1, ( ) 0f f fθ θ′ ′=   =   =   ∞ =   ∞ =  
-يمشخص نم ياعمال شرط مرز يبرا يه مرزيشود لبه لايمشاهده م )۱۲( يط مرزيهمانطور که از شرا   

 يرخطيغ  )۱۱( معادلات  از طرفي. ميباشد [9]و اين امر يكي از تفاوتهاي تحقيق حاظر با مرجع  .باشد
شن استفاده يپرتورب ‐ينجا به بعد از روش هموتوپيقت از ايدر حق .آنها مشکل است يليهستند و حل تحل

ب يبه ترت يمعادلات مومنتوم و انرژ يشن را برايپرتورب ‐يلات هموتوپنکار در ابتدا معاديا يبرا. خواهد شد
  :ميدهيل ميل تشکيذ

)a ‐١٣(          0

2

2(1 )( ) (2 ( 1)

2 [1 ( ) ]) 0

p f f p f m ff

m f

′′′ ′′′ ′′′ ′′− −   + + + +
′                                           − =          

  

)b‐١٣              (       02(1 )( ) (2 Pr ( 1) ) 0p p m fθ θ θ θ′′ ′′ ′′ ′− −  + +  + =  
  :شونديحدس زده م ٣درجه يک چندجمله ايبه صورت θو fسپس 

)a ‐١٤(                                        2 3
0 1 2 3f f pf p f p f= + + +  

)b‐١٤(                                       2 3
0 1 2 3p p pθ θ θ θ θ= + + +  

، )١٢ه معادل(يط مرزيو شرا) ١٣معادله (شنيپرتورب ‐يدر معادله هموتوپ) ١٤(از معادله θوf با قرار دادن    
000ن با فرض يهمچن =′′=′′′ θfاز  ييمعادله حاصل بر اساس توانها يو مرتب سازpحاصل ) ١٥(، معادلات

 :گردنديم
 
  :pتوان صفر  يبرا

                                            

3

3

2
0
2

0 0 0 0 0

d  = 0
d

0

. : (0) 0, (0) 0, ( ) 1, (0) 1, ( ) 0

0f

d
d
B C f f f k k

η
θ

η
θ θ

⎧
 ⎪

⎪
⎪⎪ =  ⎨
⎪
⎪ ′ ′  =  =  =  =  =
⎪
⎪⎩

       

)a ‐١٥( 

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  ١٠١                                                                                                            ...               حل جريان آرام بر روي گوه 

  :pتوان اول  يبرا

                                               

23
20 01

03 2

2
01

2

1 1 1 1 1

d ( ) d ( )d2 +( +1) f ( ) +2 [1- ( ) ] 0
d d d

d ( )2 Pr ( +1) ( ) 0
d

. : (0) 0, (0) 0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0

0

f ff m m

d m  f
d

B C f f f k k

η ηη
η η η

θ ηθ η
η η

θ θ

⎧
=⎪

⎪
⎪⎪ + × =⎨
⎪
⎪ ′ ′  =  =  =  =  =
⎪
⎪⎩

   

)b‐١٥(  
  :pتوان دوم  يبرا

                                            

3
2

0 13

2
2

1 1 02

2 2 2 2 2

d2 + ( +1)[ ] - 4 [ ] 0
d

2 Pr ( +1) [ ] 0

. : (0) 0, (0) 0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0

0 1 1 0

0

f m f f + f f m f f

d m f f
d

B C f f f k k

η
θ θ θ

η
θ θ

⎧ ′′ ′′ ′ ′ =⎪
⎪
⎪⎪ ′ ′+ × + =⎨
⎪
⎪ ′ ′  =  =  =  =  =
⎪
⎪⎩

 

)c ‐١٥(  
  :pتوان سوم  يبرا
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)d‐١٥(  
را حل کرده، سپس با قرار دادن ) a-15(دا معادله ن صورت است که ابتيبد) ١٥(روش حل معادلات  

 يمشابه، تمام يب با تکرار روندين ترتيبد. ز حل خواهد شديمعادله اول در معادله دوم، آن معادله ن يجوابها
عت است که در آنجا سر ηاز  يمقدار k، )١٥(لازم به ذکر است که در معادله . معادلات حل خواهند شد

Uدرصد سرعت  ٩٩به  ت جوابها به شکل روابط يشود، در نهايمنظور م يه مرزيرسد و به عنوان لبه لايم ∞
  :نديآيبدست م) ١٦(
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و قرار ) ١٤(در معادله ) ١٦(ر حاصله از روابط يتک تک مجهولات بدست آمدند، با قرار دادن مقادحال که  
در بخش . شونديدا ميپ) دما پروفيل θول سرعت يپروف f( در رابطه مذکور، توابع مورد نظر p=1دادن 

 يبررس يگر برايد يز با روشهايک حالت نين يآورده شده، همچن ييبدست آمده در نمودارها يجوابها يبعد
  .ده استيسه گرديبدست آمده مقا يصحت جوابها

به ) ١١(بدست آمده از حل معادلات  يبا جوابها HPMحاصله از روش  يهاجواب اعتبار حل يبررس يبرا   
سه يمقا تفاضل محدود و روش) باشديان فشار صفر ميکه گراد يدر حالت) ٤( و) ٣(شکل (وس يبلاز روش

بکار  HPMدر هر دو حالت نشان داده شده است که روش  ).مراجعه شود )٦(تا  )٥( يبه شکلها( شده است
 .است يخوب ييدقت و همگرا ين مقاله دارايرفته در ا

  
  ج ينتا  ‐٤

 يها mنکار به ازاء يا يگردد، برايحاضر ارائه م يليج بدست آمده از روش تحلين قسمت نتايدر ا
ن يهمچن. ع سرعت و دما رسم خواهند شديتوز ينمودارها) گوه يان بر رويمختلف  در جر يهابيش(مختلف

 .ده استيگرد يگوناگون بررس يز در حالتهاين) عدد پرانتل( الير خواص سيدر انتها تاث
 .است سه شدهيوس مقايبا حل بلاز m=0در حالت روش حاضر  يليتحلج ينتا )٤( و) ٣( يشکلهادر    

- وس و روش حاضر وجود دارد که نشانين حل بلازيب يار خوبيبس يشود سازگاريکه مشاهده مهمانطور 
  .باشديدهنده صحت جوابها م

 يکه مبتن يک حل عدديبا  HPMج روش ينتا ،است m=0.5که  يشتر در حالتيب يبررس يسپس برا   
ان يبه ذکر است که چون گرادلازم . است سه شدهيمقا )٦( و) ٥( يباشد در شکلهايم ١تفاضل محدودبر 

استفاده ) ۶(و ) ۵(حل معادلات  يبرا ٢و شبکه جابجا شده Simpleن حالت وجود دارد از روش يفشار در ا
ترم ) ۷(معادله در  .در نظر گرفته شده است ۷/۰ترم فشار  يبرا Under Relaxationب يو ضر شده است

شده است و روش  يتفاضل رو به عقب جداسازاس و ترم کانوکشن بر اس يانيوژن بر اساس تفاضل ميفيد
تطابق خوب  .در نظر گرفته شده است Line by Lineو بر اساس روش  ٣يشتر ضمنيدقت ب يحل برا

روش  درت سرعت و دقت محاسبات يد مزيبان يعلاوه بر ااست،  HPMجوابها نشانگر صحت و اعتبار روش 
HPM  سرعت و  يه مرزيلبه لا افت،يتوان دريم) ٦ و ٥( يهمانطور که از شکلها. مد نظر داشتز ينرا

 يه مرزيسرعت و لا يه مرزيباشد و گسترش لايک ميرا عدد پرانتل برابر يز ن استکسايانتقال حرارت 
  .کسان دارندي يحرارت روند

) ٧(انـد، شـکل  سـرعت و دمـا آورده شـده    يلهايباشد، پروفيم) m=1(شتر يان فشار بيکه گراد يدر حالت   
-يمذکور م يبا مراجعه به شکلها. کنديان ميل دما را به صورت بدون بعد بيپروف) ٨(ل سرعت و شکليروفپ

سـرعت و انتقـال حـرارت     يه مـرز يباشد، در هر دو حالت روند رشد لايم Pr=1که  يافت در حالتيتوان در
ه ي ـک، ضخامت لايصفر به از  mش يافت که با افزايتوان دريم )۸(تا  )۳( ين از شکلهايهمچن .کسان استي

                                                 
1- Finite Difference  
2- Staggered Grid 
3- Implicit Scheme 
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 يروي ـش اثـر ن يل افزايل آن کاهش اثر لزجت به دليابد که دلييکاهش م يحرارت يه مرزيسرعت و لا يمرز
  .  است ينرسيوزن در برابر ا

-يهمانطور که از شکل برم .شده است يبررس يه مرزيضخامت لا ير عدد پرانتل بر رويتاث) ٩(در شکل    
کسان هر چه عدد پرانتل ي يدر اختلاف دماو  کندير مييتغ يه مرزيل ضخامت لار عدد پرانتييد، با تغيآ

   .گردديکمتر م يه مرزيد، ضخامت لاابيش يافزا
  

 يحلها سه بايشن در مقايپرتورب ‐ يروش هموتوپج بدست آمده از حل مساله با ينتا ياز بررس يبه طور کل    
  :شن مشهود استيپرتورب ‐يروش هموتوپ يبرا ريز يايمزا متداول يعدد يروشهابدست آمده با 

شمار به يرخطيحل معادلات غ يار خوب برايبا دقت بس يليک حل تحليشن يپرتورب ‐يروش هموتوپ ‐ ١   
  .روديم
  . شوديق همگرا ميع به حل دقيار سريروش مذکور بس ‐ ٢   
 در حاليكه نيازي بهشن است، يوربتر از روش پرتيتر و کاربردار سادهيشن بسيپرتورب ‐يروش هموتوپ ‐ ٣   

  .نيستک پارامتر کوچک در مساله ي وجود
 Matlabو Mapleمانند ( موجود يبا کدها يسينوت برنامهيقابل ين روش، به آسانيا يل سادگيبه دل ‐ ٤   
ش يافزا ييبالاار يها را تا حد بسياتوان دقت چندجملهيافزارها من نرميباشد، با استفاده از ايرا دارا م.....) و

  . ديرس يقيار دقيبس يداد و به جوابها
ها در نظر گرفته ياچندجمله ين درجه برايکه کمتر يشن در حالتيپرتورب ‐يدقت روش هموتوپ ‐ ٥   

  .ده شديار خوب ديبس) درجه سوم در مثال حل شده(شد
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  فهرست نمادهاي انگليسي
u :  سرعت در راستايx )m/s( 
v  : سرعت در راستايy )m/s( 
P  :2(  فشار

N
m(   

T  :دما )Co(   
p  :پارامتر هموتوپي  
f  :سرعت بدون بعد شده  

Tw  :دما بر روي صفحه تخت  
U∞  : سرعت جريان آزاد در جهتx 
T∞  :ز لايه مرزيخارج ا( دماي جريان آزاد(    
Re  :عدد رينولدز  
Pr  :عدد پرانتل  
  

  فهرست نمادهاي يوناني
θ  :دماي بدون بعد شده  

η    متغير تشابهي:  
  

  زيرنويسها
w  :ديواره  
  

  شكلها
 
 

  
  

  انيهندسه جر يماش ‐١شکل
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  گوه  يان رويان فشار مخالف صفر  با جريخت با گرادصفحه ت يان بر رويجرتشابه  ‐٢شکل

  
  
  

  
 

 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)ج يسه نتايمقا ‐٣شکل )f η′ وس در يشن و حل بلازيپرتورب ‐يهموتوپ يحاصل از  روشهاm=0 
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)ج يسه نتايمقا ‐٤شکل )θ η وس در يل بلازشن و حيپرتورب ‐يهموتوپ يحاصل از روشها Pr=1 وm=0 
  
  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  

) يسه منحنيمقا ‐٥شکل )f η′ بر حسبη  در m=0.5شن و حل يپرتورب ‐يهموتوپ ين روشهايماب
  يعدد
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) يسه منحنيمقا ‐ ٦شکل )θ η  بر حسبη  در Pr=1 وm=0.5 شن و يپرتورب ‐ يهموتوپ ين روشهايماب

  يحل عدد
  

  
  

  
  

) يمنحن ‐٧شکل )f η′  بر حسبη  درm=1 
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) يمنحن ‐٨شکل )θ η بر حسبη ر د Pr=1 وm=1  
  
  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) يمنحن ‐٩شکل )θ η بر حسبη  درm=0.5 گوناگون يهانتلپرا يبه ازا  
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Abstract 
  

One of the most advanced analytical methods to solve non-linear equations is the application 
of homotopy and perturbation techniques simultaneously.  In the present paper the laminar 
flow over a wedge which is equivalent to the flow over a flat plate in the presence of non-
zero pressure gradient, is solved using the homotopy perturbation method, and the results are 
compared with numerical results. The advantage of the HPM is the remove of restrictions of 
the two methods of homotopy and perturbation.  In the perturbation method a small 
parameter should be obtained, which is a difficult task. The combination of the two methods 
eliminates the difficulty. The obtained solutions are explicit functions. The comparison of the 
present results with the results reported in literature is in good agreement. The accuracy and 
convenience of the computations are the main advantages of the HPM, which makes it 
suitable to be used in engineering problems. 
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