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لغزش به روش  -تحليل ارتعاشات چسبندگي
  خطي سازي
، ارتعاشات خود محرك غير خطي هست كه در سيستم هاي 3لغزش -ارتعاشات چسبندگي

اين در . ديناميكي مانند ماشين ابزار باعث توليد صدا و ناهمواري سطح قطعه مي شود
 4مقاله به منظور كنترل دقيقتر اين ارتعاشات، حل تحليلي دقيقتري به روش خطي سازي

با فرمول اصطكاكي  5"جرم روي تسمه متحرك"مدل يك درجه آزادي . ارائه شده است
كه نشان مي دهد نيروي اصطكاك نسبت به سرعت نسبي بين دو سطح، اول كاهش و 

ده و به روش خطي سازي عبارتي تحليلي براي سپس افزايش مي يابد، در نظر گرفته ش
- و چسبندگي 6پاسخ مكاني جرم و حداكثر دامنه ارتعاشات در دو حالت لغزش خالص

براي بررسي صحت روابط بدست آمده، جواب هاي حاصل از مثال . لغزش ارائه شده است
ج نتاي. عددي با نتايج روش عددي و تحليل اغتشاشي ساير محققين مقايسه شده است

حاصل نشان مي دهد كه تحليل ارائه شده از دقت بالاتري نسبت به تحليل هاي پيچيده 
  .تر ديگر پژوهشگرها برخوردار مي باشد

  

  
  يساز يلغزش، اصطكاك، خط -يارتعاشات چسبندگ: راهنما يواژه ها

  
  مقدمه -1

 ءي ديناميكي ايفامهمي در سيستم هااصطكاك نيروي مقاومي است كه از لغزش جلوگيري مي كند و نقش 
از يك طرف، در سيستم هاي ديناميكي كه اصطكاك وجود دارد، بايد اصطكاك و در نتيجه . مي كند

واسطه ه ب. گرددطول عمر و راندمان سيستم ديناميكي ش يسبب افزاسائيدگي در آنها كاهش يابد تا 
تخمين زده شده است، توليد ناخالص ملي % 5زيان اقتصادي معادل در هر كشوري اصطكاك و سايش، 

از طرف ديگر در بعضي سيستم هاي .  [1] بنابراين كاهش اصطكاك باعث صرفه جويي اقتصادي مي شود
كاهش دامنه ارتعاشات، . ديناميكي براي انتقال نيروها و كاهش دامنه ارتعاشات از اصطكاك استفاده مي شود

  .ش تنش هاي متناوب، افزايش طول عمر و ضريب اطمينان سيستم مي شودباعث كاه
                                                                                                                                                         

  دانشكده فني و مهندسي، دانشگاه آزاد اسلامي واحد مشهد، عضو باشگاه پژوهشگران جوانكارشناس ارشد، نويسنده مسئول،  1
ali_nti@yahoo.com  

 Farshid@um.ac.ir  بخش مهندسي مكانيك، دانشكده فني و مهندسي، دانشگاه فردوسي مشهد دانشيار، 2
  

3 Stick-slip vibrations 
4 linearization method 
5 Mass-on-moving-belt 
6 Pure-slip vibrations 
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و اين  تغيير مي كند ير مي كند ضريب اصطكاك مابين دو جسم نيزيوقتي سرعت نسبي بين دو جسم تغ
 ها در سيستم لغزش - ارتعاشات چسبندگيمانند  1محرك تغيير ضريب اصطكاك باعث ايجاد ارتعاشات خود

يستم هاي ديناميكي كه شامل اصطكاك خشك بين سطوح مي باشد، در سرعت هاي در بيشتر س. مي شود
نظر گرفته مي شود كه در  منفي در ميراييشيب منفي، . باشد يمداراي شيب منفي سرعت -نمودار نيرو ،كم

  . [2] شود آيد موجب افزايش دامنه نوسان مي نوسانات تا زماني كه بالانسي بين توليد و اتلاف انرژي بدست
داري انرژي و توليد صدا در در سيستم هاي دينامكي باعث اتلاف مق 2از اصطكاكشده  ايجادارتعاشات 

و موجب گرماي اضافي در سيستم  اتلاف انرژي بيشتر به حرارت تبديل مي شود. دها مي شو سيستم
صداهاي توليد شده نسبت . كننده از آن سيستم ديناميكي مي شودشود و صدا موجب ناراحتي استفاده  مي

 3بعنوان مثال اصطلاح اسكوئل. به فركانس و سيستم مورد نظر ارتعاشي به نام هاي مختلفي معروف هستند
  . براي نويزهاي فركانس پايين استفاده مي شوند 5و كلانك 4براي نويزهاي فركانس بالا، اصطلاحات چتر

چسبندگي كه هيچ لغزشي بين قسمت ها  مرحله، باشد يم مرحلهلغزش داراي دو -دگيچسبن ارتعاشات
لغزش كه نيروي اصطكاك  مرحلهنيست و نيروي اصطكاك محدود به نيروي اصطكاك ايستايي مي شود و 

  .كمتري نسبت به نيروي ايستايي دارد
Leonardo da Vinci )1519-1452 (عمودي و نيروي  م بين نيروييبيان كرد كه نسبتي مستق

در   Coulomb [4]. ثابت تناسب را ضريب اصطكاك ناميد 1699در سال   Amontons [3]اصطكاك است و 
اصطكاك نسبت به سرعت  يورير نييتغ يرا ادامه داد و رابطه خط Amontonsآزمايش هاي  1785سال 
  .را ارائه نمود ينسب

در سالهاي بعد مشاهده شد كه در بيشتر سيستم هاي ديناميكي وقتي سرعت نسبي بين دو سطح از صفر 
، اين سرعت را پس از يك سرعت خاص ضريب اصطكاك دوباره افزايش مي يابد ،شروع به افزايش مي كند

سيستمي كه داراي اصطكاك  ندنشان داد  [5] و همكارش  Panovko.مي نامند mv يا 6حداقلنسبي سرعت 
دهد كه  محرك رخ مي قط زماني ارتعاشات خودف داراي حداقل ضريب اصطكاك است و mvاست در سرعت 

محرك پايدار در سيستم  رخ  و همچنين اثبات كردند زماني نوسانات خود باشدسرعت سيستم كمتر از اين 
بر ع يوسمروري   [7] و همكارش Oden و  [6] و همكاران Feeny .مي دهد كه سيستم غير خطي باشد

  .ندنمودارائه  لغزش-چسبندگيكاك خشك و پديده تاريخچه اصط
زمايشگاهي زيادي براي بدست آوردن دامنه و فركانس اين ارتعاشات انجام آحل هاي تحليلي، عددي و 

 يو نجام داد،ا 1931در سال   Hartog [8]لغزش را  -نخستين مطالعات روي ارتعاشات چسبندگي .شده است
حل تحليلي دقيق براي سيستم ارتعاش اجباري يك درجه آزادي با قانون كولمب براي دو حالت بدون ايست 

و همكارش  Mitropolskiiو   Tondl [9]. دنموارائه ) لغزش - يك بار چسبندگي(ايست  -و يك) فقط لغزش(
 غيابو دامنه ارتعاش را در  ندتوضيح دادتسمه  -روي-جرم مدلرتعاشات خود محرك را در ا  [10] 

                                                                                                                                                         
1 Self-excited vibrations 
2 Friction induced vibrations 
3squeal 
4chatter 
5clunk 
6 Minimum relative velocity 
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 مرحلهرا در لغزش  - چسبندگي هاي منحني   Sakamoto [11] .چسبندگي بين جرم و تسمه تخمين زدند
ارتعاشات   Elmer [12] .روش آزمايشگاهي با در نظر گرفتن جابجايي عمودي بدست آورده ب لغزش

تسمه بدون دمپر و توابع مختلف اصطكاك مورد  -روي-لغزش و لغزش خالص سيستم جرم -چسبندگي
 يگيرسرعت را به روش انتگرال -ني جابجاييبررسي قرار داد و براي حالت سطوح روغن كاري شده، منح

  .عددي بدست آورد
Brockley در آن اين ارتعاشات محو مي شود، بر  كهرا يك رابطه براي سرعت بحراني   [13] و همكارانش

نشان داد كه افزايش زياد   Block [14]. ددنسيستم، نيروي عمودي و فرمول اصطكاك ارائه كر ميرايياساس 
كه باعث محو را بحراني  ميراييلغزش مي شود و مقداري براي - باعث محدود كردن پديده چسبندگي ميرايي

بيني كرد، همچنين نتيجه گرفت كه شرط ضروري براي رخداد حركت  شدن اين ارتعاش مي شود پيش
 عبارتي  [15] و همكارانش Gao. لغزش كاهش نيروي اصطكاك با افزايش سرعت لغزش است -گيچسبند

سيستم هايي كه مي توان براي آنها خطي بودن قانون لغزش و  مرحله تحليلي براي تغيير مكان در طي
  .ند، ارائه كردنظر گرفت با زمان را درايستايي و افزايش ضريب اصطكاك كولمب اصطكاك 

Thomsen [16]   كه تفاوت  لغزش سيستم هايي - چسبندگي براي نوسانات فرمولي اغتشاشبه روش
 ارائه كرد و نشان داد كه اگر تحريك دارندخيلي كمي بين اصطكاك جنبشي و ايستايي در اصطكاك لغزنده 

و  Thomsen. خارجي با فركانس بالا و دامنه كم به سيستم وارد شود، دامنه اين ارتعاشات كاهش مي يابد
Fidlin [17]   براي دامنه  اين ارتعاشات ارائه كردند اغتشاشفرمولي دقيقتر به روش.  

در مورد   [18] شانو همكار Hunt. ميت بالايي برخوردار استجلوگيري از اين ارتعاشات در صنعت از اه
لغزش كه در سطوح ماشينكاري در سرعت هاي پايين رخ مي دهد توضيح دادند و  -ارتعاشات چسبندگي

ا بيشتر از آن ارتعاشات خود نشان دادند كه براي هر ماده بايد ابزار يك سرعت خاص داشته باشد كه كمتر ي
ارائه   [19] و همكارش Bilkayشبيه سازي اين محدوده توسط كامپيوتر را . محرك در سيستم ايجاد مي شود

  .ندكرد
 ،ميرايي با يك درجه آزاديستم يدر س لغزش - يارتعاشات چسبندگ يبرا ،ان شديكه ب يبا توجه به مطالب

ن مقاله ابتدا يدر ا ن منظوريرا در نظر گرفته باشد وجود ندارد، بدارتعاش  مرحلهكه هر دو  يقيل دقيتحل
به روش خطي  ق آنيدق يليحل تحلمدل ديناميكي و معادله هاي حاكم بر سيستم ارائه مي گردد، سپس 

مورد ساير محققين  اغتشاشدي و تحليل با نتايج تحليل عدنتايج بدست آمده،  انتهادر  .شود يسازي ارائه م
 . بررسي قرار خواهد گرفت

  
   لغزش -يارتعاشات چسبندگمدلسازي   - 2

نظر گرفته شده است، مدل يك بعدي با يك درجه  لغزش در - مدل هاي مختلفي براي ارتعاشات چسبندگي
مرسوم ترين مدل گسسته اي  است كه براي ارتعاشات  ،)1(كل شتسمه متحرك همانند  -روي-آزادي جرم
به   Cو دمپر  Kبوسيله فنر  Lبا مشخصه طولي   Mجرم .  [20] نظر گرفته مي شود لغزش در -چسبندگي
داراي  tاين جرم در زمان . قرار دارد bVمتصل است و روي تسمه اي با سرعت ثابت  يثابت تكيه گاه
)موقعيت )X t  ثابت مي باشد و در معرض نيروي جاذبه  تكيه گاهازMgفنر ، نيروي خطي KX نيروي ،

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1389 بهار، اولدهم، شماره دوازسال                نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                          66
  

)و نيروي اصطكاك  CdX/dt ميرايي )rMg Vµ  مي باشد كه در آنµ  تابعي از سرعت نسبي بين جرم و
  .تسمه است

ضريب اصطكاك . لغزش مرحلهچسبندگي و  مرحله: هستند مرحلهلغزش داراي دو  -ارتعاشات چسبندگي    
. ايستايي شامل مقادير زيادي است و حداكثر آن از ضريب اصطكاك جنبشي در اصطكاك خشك بيشتر است

گي هيچ لغزشي بين قسمت ها نيست و تا زمانيكه نيروي اصطكاك ايستايي بين جرم و چسبند مرحلهدر 
و  هنگاميكه مقدار نيروي فنر. باشد، جرم به تسمه متحرك چسبيده استو دمپر تسمه بزرگتر از نيروي فنر 

 تسمه مي كند به حداكثر نيروي اصطكاك ايستايي برسد، جرم شروع به حركت نسبي در جهت خلاف دمپر
سرعت  كه وقتي. شود كه نيروي اصطكاك كمتري نسبت به نيروي ايستايي دارد لغزش شروع مي مرحلهو 

  .تكرار مي شود عمللغزش خاتمه مي يابد و به همين ترتيب اين  مرحله ،جرم به سرعت تسمه برسد
  :مي توان به صورت زير نوشت) 1(شكل معادلات حركت سيستم را با توجه به     

  
)1(  ( ) 0            ( )r bMX KX CX Mg V for X V slipµ+ + + = ≠&& & &  
)2(  0 ,                       ( )bX KX CX Mg for X V sticksµ= + ≤ =&& & &  

    
   كه در آن،

  

)3(  r b

dXV V
dt

= −  

    
تغيير متغيرهاي  اگر. لغزش و چسبندگي مي باشد مرحلهبه ترتيب معرف معادله  )2(و معادله  )1(معادله 

  ، [17] نظر گرفته شود زير براي بدون بعد كردن معادله حركت در
  

)4(  

2
0 0

2

0

                              

          2                b
b

K Xt x
M L

V C gMv
L KLKM

τ ω ω

β γ
ω

= = =

= = =
  

  
  :شوند يل ميتبدبه صورت زير  )2(و  )1(معادلات 

  
)5(  22 ( ) 0                r bx x x v for x vβ γ µ+ + + = ≠&& & &  
)6(  22                                b s bx v for x vβ γ µ+ ≤ =&  
  

  ،كه در آن
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)7(  r bv x v= −&  
  
  .كند را بيان مي) حقيقي به بحراني( ميرايينسبت  βنسبت نيروي گرانش به نيروي فنر و  2γو  

 ،ضريب اصطكاك جسم sµ.نسبت به سرعت نسبي را نمايش مي دهد تغيير ضريب اصطكاك )2(شكل 
در يك سرعت خاص بعد از اينكه در سيستم لغزش صورت . قبل از آنكه لغزشي در سيستم رخ دهد مي باشد

 mµاصطكاك جنبشي را و ضريب  mvرسد كه آن سرعت را  گرفت ضريب اصطكاك به حداقل خود مي
)تابع . نامگذاري مي كنند )rvµ را Panovko  به صورت زير تخمين زده اند  [5] و همكارش:  

   

)8(  
3

3 1( ) sgn( ) ( )
2 3

r r
r s r s m

m m

v vv v
v v

µ µ µ µ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

  
sµ )2(شكل با توجه به  µ≤  مرحله(زماني ظاهر مي شود كه جسم روي تسمه متحرك ثابت است 
0rvچسبندگي و  و هنگاميكه جسم شروع به لغزش مي كند نيروي اصطكاك با افزايش سرعت كاهش ) =

0rvلغزش و  مرحله(مي يابد  ≠ .(  
  
   تحليل معادله حركت به روش خطي سازي -3

غير خطي و ناپيوسته  )5(معادله ديفرانسيل حركت كه باعث شده است  )8(تابع اصطكاك  نكهيل ايبه دل
استفاده  اغتشاشعددي و روش گيري وجود ندارد و معمولا از انتگرال  ارتعاشات شود، پاسخ دقيقي براي اين

براي حل عددي و روش تبديل معادله ديفرانسيل  Matlabاز محيط شبيه سازي  ژوهشدر اين پ. شود مي
  . غير خطي به معادله اي جزء به جزء خطي براي حل تحليلي، استفاده شده است

به . ميكن يل ميتبد يرا به چند معادله خط ،معادله حركت، تابع اصطكاككننده  ير خطيابتدا عامل غ    
ن تابع اصطكاك يبنابرا. ميزن يب ميخط تقر... و  2، 1را با ) 2(شكل  3درجه  يه مثبت منحنيناحمنظور ن يا
  :شود يل مير تبديم زه مثبت به فريدر ناح )8(
  

)9(  

1 2

1 01 11 01 01 02

2 02 12 02 02 03

0 1 0 0

( ) ...
[ ]                v
[ ]               

[ ]              

r n

r r r r r

r r r r r

n n n r r n r n r

v
k v v for v v
k v v for v v v

k v v for v v

µ µ µ µ
µ µ
µ µ

µ µ

+ = + + +
= + − ≤ ≤
= + − < ≤

= + − <
M
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)در آن )rvµ+ محوره مثبت ياصطكاك در ناح يمعادله كل، n  ب در نظر گرفته يتقرمعرف تعداد خط
0rو  1nk ،0nµ مشخص و ام در محدوده nمعادله خط  nµشده، nv طول شيب، عرض از مبدأ و  ،به ترتيب

خطي براي سيستمي با  5و  2نمونه اي از تقريب ) 3(شكل د، نمي باش ام n خطاز مبدأ نقطه آغازي 
,0.4پارامترهاي  0.25, 0.5s m mvµ µ= =   .دهد را نمايش مي =

خط  ين برايبنابرا. شود يم يب از مبدأ محور مختصات شماره گذاريلازم به ذكر است كه خط ها به ترت    
  :اول داريم

  

)10(  02
01 01 11

02

,     0 ,   s
s r

r

v k
v

µ µµ µ −
= = =  

  
  :ميز صدق كند، دارين يمنف يسرعت نسب يام كه بريسيبنو يرا بگونه ا )9(اگر معادله   

  

)11(  

1 2

1 01 11 01 02

2 02 12 02 02 03

0 1 0 0

( ) ...
sgn( ) [ sgn( )]                

sgn( ) [ sgn( )]                

sgn( ) [ sgn( )]               

r n

r r r r r r

r r r r r r r

n n r n r r n r r n r

v
v k v v v for v v

v k v v v for v v v

v k v v v for v v

µ µ µ µ
µ µ

µ µ

µ µ

= + + +

= + − ≤

= + − < ≤

= + − <

M

  

  
  :كه در آن

  

)12(  
1                        0

sgn( ) 0                       0
1                     0

r

r r

r

if v
v if v

if v

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

  

  
 يبه مجموع تعدادتابع اصطكاك  كه شود يمشاهده م )12(و  )11(و معادلات ) 3(شكل  با توجه به    

  .معادله حركت استفاده كرد يل خطيتوان از آن در تحل يده است و مل شيمعادله خط تبد
در دو حالت ارتعاشات لغزش خالص كه هميشه سرعت جسم كمتر از  )6( و) 5( تحليل معادلات ،در ادامه  

لغزش كه سرعت جسم برابر يا كمتر از تسمه است و جسم به  -سرعت تسمه است و ارتعاشات چسبندگي
  . ددچسبد، ارائه مي گر طور متناوب به تسمه مي

     
  ارتعاشات لغزش خالص -1- 3

بنظر مي رسد كه سرعت جرم هرگز از تسمه بيشتر نمي شود، چون انرژي ذخيره شده در فنر از نوسان قبلي 
اگر . و انرژي جنبشي ناشي از تسمه نمي تواند شتابي به جرم دهد كه بتواند از سرعت تسمه بيشتر شود
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bxشروع سيستم از موقعيتي با  v>&  باشد، ميرايي ويسكوز و اصطكاك خشك انرژي را كاهش مي دهند تا
bxحالت پايدار  v≤& اين توضيح هميشه درست نيست، چون شيب منفي اصطكاك، مانند ميرايي . بدست آيد

تواند براي مدت  منفي عمل مي كند و باعث افزايش انرژي جرم طي مرحله لغزش مي شود، بنابراين مي
اما با تغيير جهت سرعت نسبي، نيروي اصطكاك سرعت جرم . زمان كوتاهي جرم بر سرعت تسمه غلبه كند

  .را كاهش مي دهد تا زمانيكه جرم به تسمه بچسبد
در حالت ارتعاشات لغزش خالص با فرض نبودن هيسترزيس در سيستم، هميشه سرعت جسم كمتر از   

  :هر خط اصطكاك خواهد شددله تسمه است، در نتيجه معا
  
)13(  0 1 0 0( 1) 0[ ]               -n n n r r n r n r r nk v v for v v vµ µ −= − + + > > −  
  

  نتيجه مي شود،  )13(و  )5(از معادله    
  
)14(  2 3n n n n nx k x x k+ + =&& &  
      

  :كه در آن
  

)15(  
2

2 1

2
3 0 1 0

       2  
[ ( )]

n n

n n n b r n

k k
k k v v

β γ
γ µ
= +

= + −
  

      
باشد كه با بدست آوردن  ي، سرعت و شتاب جرم در محدوده هر خط مييب جابجايبه ترت &&nxو  &nx ،nxو  

  :ر بدست آورديز مطابقستم را يس ي، سرعت و شتاب كلييتوان جابجا يمهر خط  يآنها برا
  

)16(  
1 2

1 2

1 2

...

...

...

n

n

n

x x x x
x x x x
x x x x

= + + +
= + + +
= + + +

& & & &

&& && && &&

  

  
پاسخي  ،معادلهبراي هر  كهمي شود تبديل خطي  از معادلات ديفرانسيل ه ايمجموعبه  )5(ن معادله يبنابرا

  . شود يخط ارائه م 2كمك ه ب ب نمودار اصطكاكيتقر ل معادله حركت بايتحلدر ادامه  .داردوجود دقيق 
1 خط اول با فرض شرايط اوليه يخط، برا 2ب يبا تقر     1 11( )x t α= 1 و 1 21( )x t α=&  پاسخ معادله

  باشد، به صورت زير مي )14(ديفرانسيل 
  
)17(  21

2
1 1 41 1 41 31 1 2[  cos( )  sin( )]     ,     [ , ]

k t
x e A k t B k t k t t t

−
= + + ∈
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)18(  21
2

1 1 41 1 41 1 2 1[  cos( )  sin( )]    ,     [ , ]  &  [0, ]
k t

b mx e C k t D k t t t t x v v
−

= + ∈ − ∈& &

  
  :كه در آن

  

)19(  ( )
21

12
21

1 11 31 21 41 1 41 11 31 41 1
41

sin( ) ( )cos( )
2

k t
e kA k k t k k k t
k

α α α− ⎧ ⎫⎡ ⎤= − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
  

)20(  ( )
21

12
21

1 11 31 21 41 1 41 11 31 41 1
41

cos( ) ( )sin( )
2

k t
e kB k k t k k k t
k

α α α⎧ ⎫⎡ ⎤= − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
  

)21(  
2
21 21 21

41 1 1 1 41 1 1 1 411  ,           ,            
4 2 2

k k kk C A B k D B Ak= − = − + = − −  

    
از پاسخ معادله  2tشود، يجرم از محدوده خط اول وارد محدوده خط دوم م يسرعت نسب كه يزمان  

1 b mx v v=  ،دوم ل خطيفرانسيدشرايط اوليه معادله  ني، بنابرامي آيدبدست  &−
2 2 12 1 2( ) ( )x t x tα= 2و  = 2 22 1 2( ) ( ) b mx t x t v vα= = = −& و پاسخ آن به صورت زير  اهد شدخو &

  :مي باشد
  
)22(  22

2
2 2 42 2 42 32 2 3[  cos( )  sin( )]    ,     [ , ]

k t
x e A k t B k t k t t t

−
= + + ∈

)23(  22
2

2 2 42 2 42 2 3 2[  cos( )  sin( )]  ,     [ , ] & 
k t

b mx e C k t D k t t t t x v v
−

= + ∈ − ≥& &

    
  :كه در آن

  

)24(  ( )
22

22
22

2 12 32 22 42 2 42 12 32 42 2
42

sin( ) ( )cos( )
2

k t
e kA k k t k k k t
k

α α α− ⎧ ⎫⎡ ⎤= − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
  

)25(  ( )
22

22
22

2 12 32 22 42 2 42 12 32 42 2
42

cos( ) ( )sin( )
2

k t
e kB k k t k k k t
k

α α α⎧ ⎫⎡ ⎤= − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
  

)26(  
2
22 22 22

42 2 2 2 42 2 2 2 421  ,      ,      
4 2 2

k k kk C A B k D B A k= − = − + = − −  

  
3t 2 معادله نيز مانند معادله قبل از پاسخ b mx v v= براي هر سيكل  مراحلاين . شود يبدست آورده م &−

  :را مي توان بصورت زير نوشت شود، در نتيجه پاسخ كلي سيستم دوباره تكرار مي
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)27(  1 1 2 2 2 3( ) ( : ) ( : ) ...x t x t t x t t= + +  
)28(  1 1 2 2 2 3( ) ( : ) ( : ) ...x t x t t x t t= + +& & &  
1وان از شرط براي بدست آوردن دامنه هر سيكل مي ت    0x استفاده نمود، در نتيجه زمان حداكثر و  &=

  :حداقل جابجايي بصورت زير مي باشد
  

)29(  
1 1

1 1
min max

41 41

tan( ) tan( )
,            d d

C Carc arc
D Dt t

k k

π +
= =  

    
  :ر خواهد بوديمطابق ز در ارتعاشات لغزش خالص ،و حداكثر دامنه  

  

)30(  
1 1 max 1 min

1[ ( ) ( )]
2 d da x t x t= −  

  
  لغزش -ارتعاشات چسبندگي -2- 3

bxدر اين حالت  v≤&  را نمي توان مانند  حالتاين . مي چسبدبه تسمه و جرم در بخشي از پريود نوسان
به صفر تقليل  كي، چون هنگام انتقال از لغزش به چسبندگي، درجه آزادي سيستم از نمودتحليل  قبل بخش
x(ساده و بدون شتاب  ،جرم حركت ،چسبندگي مرحلهدر طي  .يابد مي vt=(  كهدر نظر گرفته مي شود 

چسبندگي را جداگانه  مرحلهلغزش و  مرحلهاينگونه است كه  ،يك روش ساده حل. فاقد درجه آزادي است
  .ه و جواب هاي حاصل را بهم متصل كردنمودتحليل 

 2 ،همانطور كه مشاهده مي شود در اين حالت. ا نشان مي دهديك سيكل از اين ارتعاش ر) 4(شكل     
bx(يكي وقتي جسم بطور متناوب به تسمه مي چسبد  ،وجود دارد مرحله v=& ( كه يهنگامديگر  مرحلهو

bxلغزد كه هميشه   جسم روي تسمه مي v<& حداكثر دامنه چسبندگي . مي باشد)max( )stx ( از معادله
  :نتيجه آيد، در بدست مي )6(
  
)31(  2max( ) 2st s bx vγ µ β= −  
      
. بدست مي آيد  )5(چسبندگي شروع مي شود كه حركت طي آن از معادله  مرحلهلغزش بعد از  مرحله    

مطابق كار صورت گرفته بخش  غير خطي است، بنابراين يدله ا، معا)5( معادله شود يهمانطور كه ملاحظه م
bxاز . شود يانجام م )14(از معادله  يريو با بهره گ يساز يل بر اساس روش خطين، تحليشيپ يها v=& 

1tان در زم t=، لغزش در هر سيكل استفاده مرحله  يبرا ل حركتيفرانسيداوليه معادله ه عنوان شرط ب
  :شود، بنابراين مي
  
)32(  1 1 21( ) bx t vα= 1و  &= 1 11( ) max( )stx t xα= =  
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2t  3وt 1از پاسخ معادله  ،افتن حركت جرم در محدوده خط اول و دوميان يزمان پا b mx v v= و   &−

2 b mx v v= باشد و پاسخ مكاني  لغزش مانند بخش قبلي مي مرحلهمه تحليل ادا. بدست آورده مي شود &−
  :عبارت است از ،slx، لغزش مرحلهجرم در 

  
)33(  1 1 2 2 2 3 1 1( ) ( : ) ( : ) ... ( : )sl n nx t x t t x t t x t t−= + + +  
)34(  1 1 2 2 2 3 1 1( ) ( : ) ( : ) ... ( : )sl n nx t x t t x t t x t t−= + + +& & & &  
    
  nt  ق مي افتد كه جرم توسط و اين وقتي اتفا لغزش تمام و چسبندگي شروع مي شود مرحلهزماني است كه

از اولين  ntبنابراين . شود يم شتابي به جلو پيدا مي كند و سرعت جرم با تسمه يكسان ،فنر و اصطكاك
  :جواب معادله زير بدست مي آيد

  
)35(  sl bx v=&  
      
  چسبندگي داريم، مرحلهبراي معادله جابجايي طي     

  
)36(  ( )            [ , ]st b n n sx t v t t t t t= ∈ +  
)37(  ( )            [ , ]st b n n sx t v t t t t= ∈ +&  
    
  : برابر است با) 4(شكل مطابق  ،st، چسبندگي  طول مي كشد مرحلهمقدار زماني كه   

  

)38(  1( ) ( )sl sl n
s

b

x t x tt
v
−

=  

      
  : لغزش خواهد شد-بنابراين پاسخ كلي سيستم در حالت ارتعاش چسبندگي    

  
)39(  1( ) ( : ) ( : )sl n st n n sx t x t t x t t t= + +  
)40(  1( ) ( : ) ( : )sl n st n n sx t x t t x t t t= + +& & &  
      
1با استفاده از معادله . لغزش و خط اول رخ مي دهد مرحلهطي  ،جابجايي حداقل و حداكثر جرم     0x =& 

  : براي بدست آوردن حداكثر و حداقل زمان جابجايي در هر سيكل داريم
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)41(  
1 1

1 1
max min

41 41

tan( ) tan( )
      , d d

C Carc arc
D Dt t

k k

π +
= =  

  خواهد شد، 0aلغزش  - و حداكثر دامنه ارتعاشات چسبندگي  
  

)42(  
0 1 max 1 min

1[ ( ) ( )]
2 d da x t x t= −  

    
 ،مقالهدر اين . براي تقريب با خط هاي بيشتر نيز به همين صورت مي توان روابط لازم را استخراج نمود

ها مقايسه صورت گرفته  با بقيه پاسخ  Matlabخط نيز استخراج شده است و در نرم افزار  5ب با يتقربراي 
  .است
  

  مطالعه موردي و بحث -4
و نسبت به سرعت هاي مختلف تحريك  نظر گرفته در) 1(جدول سيستمي با شرايط اوليه و پارامترهاي ثابت 

تغيير ضريب اصطكاك نسبت به سرعت نسبي بر ) 3(شكل  .منحني هاي لازم بدست آورده مي شودتسمه 
خط تقريب  5و  2دهد، كه براي تحليل، اين منحني با  را نمايش مي )1(جدول اساس مقادير ارائه شده در 

حاصل ) 5(شكل بل، نمودار هاي با استفاده از اين تقريب ها و روابط بدست آمده در بخش ق. زده شده است
  .شده است
براي يك سيكل ارتعاشات پايدار  1مرحلهزمان و صفحه  -زمان، سرعت - نمودارهاي جابجايي) 5(شكل 
)يلي براي جابجايي و سرعت، دهد كه تخمين تحل  لغزش سيستم را نمايش مي -چسبندگي )x t و( )x t& از ،

لغزش  - براي ارتعاشات چسبندگي )40(و  )39(براي ارتعاشات لغزش خالص و روابط  )28(و  )27(روابط 
دهد و بقيه  را نمايش مي bvهر ستون از شكل ها پاسخ براي يك سرعت تحريك تسمه . استفاده شده است

 .پارامترها يكسان مي باشد
يابد،  يش ميلغزش افزا - شود دامنه نوسان چسبندگييسرعت تحريك تسمه از مقدار صفر هر چقدر بيشتر م

كه در  لغزش در دامنه ارتعاش كاهش مي يابد، همانطور مرحلهنسبت به چسبندگي  مرحلهولي از سهم 
لغزش نسبت به  -ديده مي شود با افزايش سرعت تحريك دامنه ارتعاش چسبندگي) 5(شكل ستون دوم 
. افته استيچسبندگي نيز به همان نسبت كاهش  مرحلهبرابر شده و سهم  2 تقريباً) 5(شكل ستون اول 

لغزش به  -ارتعاشات چسبندگي ،كه صفر شودفزايش سرعت كاهش مي يابد و زمانيچسبندگي با ا مرحله
از اين ارتعاشات ديده  نهيك نمو) 5(شكل ارتعاشات لغزش خالص تبديل مي شود كه در ستون سوم 

و   )34(از معادله ) 0bv(شود   براي بدست آوردن سرعتي كه ارتعاشات لغزش خالص شروع مي. شود مي
slشرط اينكه معادله  bx v=&  0داراي جواب نباشد استفاده شده كه در اين صورت 0.396bv . خواهد شد =

0.5bvبراي سرعت تحريك ) 6(شكل  كه در همانطور مشاهده مي شود با افزايش بيشتر سرعت تحريك  =

                                                                                                                                                         
1 Phase plane 
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اهش مي يابد و از يك سرعتي بيشتر ديگر هيچگونه ارتعاشي در سيستم نداريم و نوسانات دامنه ارتعاشات ك
  .سيستم ميرا ميشود

بر ) لغزش خالص لغزش و -بترتيب براي حالت چسبندگي( 1aو 0aحداكثر دامنه نوسان ) 7(شكل 
خطي را نمايش  5و  2نسبت به سرعت هاي مختلف تسمه در دو حالت تقريب  )30(و  )42(اساس روابط 

با توجه به . اند نتايج حاصل از اين پژوهش و تحليل  عددي شبيه سازي، مقايسه شده ،در اين شكل. مي دهد
خطي  5بطوريكه در حالت  ،شود هر چقدر تعداد خط هاي تقريب بيشتر مي شود نتيجه دقيقتر مي ،شكل

 3در اين شكل . رساند ين روش را ميدقت بالاي ا كهتفاوت ناچيزي بين حل عددي و تحليلي وجود دارد 
لغزش كه با افزايش سرعت تحريك حداكثر دامنه - ارتعاشات چسبندگي ،، ناحيه اولندناحيه از هم جدا شده ا

0نيز افزايش مي يابد، دامنه در سرعت   0.396bv  ييعن بعد از اين سرعت. به حداكثر خودش مي رسد =
حداكثر دامنه ارتعاش كاهش مي يابد و  ،ت لغزش خالص است كه با افزايش سرعتارتعاشا ،ناحيه دوم در

1تقريباً بعد از سرعت  0.45bv در ناحيه سوم . شود ارتعاشي در سيستم نداريم كه ناحيه سوم شروع مي =
ا سرعت ثابت ، جسم در جاي خود ساكن مي شود و تسمه در زير آن باست سرخوردن پايدارانگر يكه ب

  .حركت مي كند
Thomsen [16]  با فرض اينكه تفاضل ضريب معادله ديفرانسيل حركت را  1پل -در - به كمك تبديل ون

s(اصطكاك ايستايي و حداقل ضريب اصطكاك جنبشي  mµ µ−(، ستاندارد مقداري كم باشد و  به فرم ا
 و همكارش   Thomsen. دامنه ارتعاشات را بدست آورد 2تبديل نمود، سپس با روش ميانگين گيري

Fidlin [17]    براي ارتعاشات لغزش خالص از همان روش ميانگين گيري استفاده كردند و براي ارتعاشات
لغزش را  مرحلهجابجايي در  ل نمودند وش و چسبندگي را بطور جداگانه تحليلغز مرحلهلغزش،  -چسبندگي

  .چسبندگي به صورت خطي نسبت به زمان بدست آوردند مرحلهو در  اغتشاشبه روش 
 و   Thomsen [16]  ، Thomsenخطي با نتايج بدست آمده توسط  5نتايج حاصل از تقريب ) 8(شكل در 

Fidlin [17]   شود در  همانطور كه مشاهده مي.  و حل عددي شبيه سازي، مقايسه شده است
0.15s mµ µ− دقيقتر و تقريباً   [16] از مرجعلغزش - تحليل به روش خطي سازي در ناحيه چسبندگي =

  .برابر مي باشد  [17] با مرجع 
را نشان  ينسبت به حل عدد  [17] ل مرجعيخط و تحل 5ب يج تحليل با تقرين نتايسه بيمقا ،)9(شكل 

توان  يبا توجه به شكل م. در نظر گرفته شده است mµ ،3/0و  sµن شكل مقدار تفاضل يدهد، در ا يم
ل ارائه شده يزان دقت تحليمنكه يبرخلاف ا، mµو  sµب اصطكاك يش تفاضل ضرايجه گرفت كه با افزاينت

ر ييتغ ن مقالهيروش تحليلي ارائه شده در ادقت  ابد،ي يبه شدت كاهش م  Fidlin [17] و   Thomsenتوسط
  . ستيب اصطكاك وابسته نير ضراييبه تغ ن روشيكه اتوان گفت  يكند و م ينم
  
   ايجنت -5

                                                                                                                                                         
1Van-Der-Pol transformation 
2Averaging method 
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ك يلغزش در  - يافتن دامنه ارتعاشات چسبندگي يقتر برايك حل دقيبه  يابين مقاله به منظور دستيدر ا
. ب زده شديتقر يخط يستم با مدليس ير خطيبهره گرفته شد و مدل غ يساز يخط يستم، از روش هايس

تسمه در نظر گرفته شد كه  يبرا يمختلف يلغزش، سرعت ها - يستم چسبندگيسن يارتعاشات ا يدر بررس
  :ستم در نظر گرفتيس يرا برا يمحدوده كل 3توان  يم ،)7(شكل با توجه به 

0bلغزش كه سرعت تسمه  - محدوده ارتعاشات چسبندگي - 1   bv v≤ شد و جسم بطور متناوب به مي با
از سهم مرحله  يتسمه مي چسبد، در اين محدوده با افزايش سرعت، دامنه اين ارتعاشات افزايش مي يابد ول

در ناحيه ارتعاشات لغزش خالص كه - 2. شود يكاسته مچسبندگي نسبت به مرحله لغزش در دامنه ارتعاش 
0سرعت تسمه در محدوده آن،  1b b bv v v< قرار دارد، با افزايش سرعت در اين منطقه از دامنه ارتعاش  ≥

1bاگر سرعت تسمه  -3. و در دامنه فقط مرحله لغزش وجود دارد كاسته مي شود bv v>  باشد نوسانات
به  1bvسيستم دمپ مي شود، جرم در نقطه اي ساكن و تسمه با سرعت ثابت از زير آن مي گذرد، از سرعت 

  .را محدوده سرخوردن پايدار مي نامند بعد
 يه سازيشب ين مقاله و حل عدديارائه شده در ا يلين روش تحليسه بي، مقا)7(همانطور كه در شكل 

ابد و در ي يش مين روش افزايدقت ا ،يبيش تعداد خط تقريبا افزا نشان داده شد، Matlabشده در نرم افزار 
ارتعاشات  يخطل ينمودار حاصل از تحل ،در ادامه. برخوردار است يتطابق خوبج از يخط نتا 5ب با يتقر حالت

سه يمقا،  [17] و  [16] ن،ير محققيبدست آمده توسط سا يبا نمودارها خط 5ب يبا تقرلغزش -يچسبندگ
0.15sداد كه در  يج نشان مينتا. ديگرد mµ µ− - تحليل به روش خطي سازي در ناحيه چسبندگي =

ن مقاله يكار صورت گرفته در ا)). 8(شكل (رابر مي باشد ب  [17] دقيقتر و تقريباً با مرجع  [16] لغزش از مرجع
ارائه شده  يساز يدقت روش خط كه بودت برخوردار ين مزي، از ا [17] و همكارش Thomsenنسبت به كار 

s رات تفاضلييبه تغ mµ µ−  [16] در كار صورت گرفته توسط ساير محققين،كه يست، در حاليوابسته ن  
s، با افزايش تفاضل  [17] و mµ µ−9(شكل ( ، دقت به شدت كاهش مي يابد((.  

ساير بر خلاف كه تعداد كمي است، خط  5ب تعداد يبا تقر ين روش حتيا ،شد يهمانطور كه بررس
وان از آن باشد و مي ت يبرخوردار م يهستند، از دقت بالاتر داراي پيچيدگي بيشتريهاي تحليلي كه  روش

 .ناميكي استفاده كردهاي دي  در كنترل دقيقتر سيستم
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  ي انگليسي فهرست نمادها
M  :جرم جسم 
L  :مشخصه طولي جرم 
C  :ضريب ميرايي 
K  :ضريب سختي فنر  
X  :ممحور جابجايي جس  
bv :سرعت تسمه  
rv :سرعت نسبي 
t  :زمان 

0a :لغزش- حداكثر دامنه در ارتعاشات چسبندگي 

1a :حداكثر دامنه در ارتعاشات لغزش خالص  
  

 هاي يونانينماد
µ :تابع ضريب اصطكاك 
g  :نيروي گرانش 
2γ :نسبت نيروي گرانش به نيروي فنر 
β : حقيقي به بحراني(نسبت ميرايي( 

0ω :فركانس طبيعي سيستم 
sµ :ضريب اصطكاك ايستايي 

mµ :ضريب اصطكاك حداقل  
 

 زيرنويس ها
b  :تسمه 
r  :نسبي 
n  :شماره خط تقريبي 

dmin  :حداقل جابجايي  
dmax  :حداكثر جابجايي 

st  :چسبندگي  
 sl :لغزش  
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  جدولها
  

  .مقدار پارامترهاي ثابت  - 1جدول 

  
  
  

  شكلها

M

L 

X(t) 
K
C 

Mg 

bV  

 
  .لغزش با يك درجه آزادي-مدل ارتعاشات چسبندگي  - 1 شكل

  

  
  

 

 

  . [5] تغيير ضريب اصطكاك نسبت به سرعت نسبي لغزنده  - 2 شكل
  

β  
1α  2α  1t  sµ  mµ  mv  2γ متغير 

مقدار 1 0.5 0.25 0.4 0 0 0 0.05
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  Original friction curve 
2 line approximations 
5 line approximations 

( , )m mν µ  

(0, )sµ  
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mv

µ
µ
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Relative velocity rv  
  

  .خط  5و  2اصطكاك نسبت به سرعت نسبي با تقريب منحني ضريب  - 3شكل 
 
 

  

  .لغزش -نسبت به زمان در يك سيكل از ارتعاشات چسبندگي &xو سرعت  xجابجايي  -4شكل 
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براي يك سيكل ) رديف پايين( مرحلهصفحه نمودار و ) رديف وسط(زمان  -، سرعت)رديف اول(زمان  -جابجايي  - 5 شكل
 .سرعت تحريك مختلف 3ارتعاشات پايدار سيستم با 
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0.5bv =  

  

0.5bvك يستم به سرعت تحريپاسخ س -6شكل  =.  
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Numerical simulation 
Analyze with 2 lines 
Analyze with 5 lines 

Stick-slip oscillations 
Pure-slip 

oscillation Steady sliding 

1a  
0a  

1bv0bv Belt velocity( bv ) 

A
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de

  (
a)

 

 

0.15sتغيير حداكثر دامنه نوسان جسم نسبت به سرعت تسمه با   - 7شكل  mµ µ− =.  
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Numerical simulation 
Analyze from [17]
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Analyze from [16]
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Belt velocity( bv )

0.15s mµ µ− =  

  

0.15sتغيير حداكثر دامنه نوسان جسم نسبت به سرعت تسمه با   - 8شكل  mµ µ− =.  
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  Numerical simulation
Analysis results [17] 
Analysis with 5 lines
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) 

Belt velocity ( bv ) 

0.3s mµ µ− =

  
0.3sتغيير دامنه نوسان نسبت به سرعت تسمه با   -9 شكل mµ µ− =.  
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Abstract 
 
The stick-slip vibrations are nonlinear self-excited oscillations in dynamical systems such as 
machine tools, which generate squeals and ruffle the surface of work piece. In this paper, a 
more accurate analytical approximated solution for stick–slip vibrations is presented by a 
linearization method. The one degree freedom model, “mass-on-moving-belt” is considered 
for describing friction-induced vibrations with a friction law which describes friction forces 
that first decreases and then increases smoothly with relative interface speed. Analytical 
expressions are approximated for the conditions and the amplitudes of stick-slip and also 
pure-slip oscillations. The results are illustrated and compared with the results which are 
achieved by numerical simulation of the equations of motion and also with the analytical 
solutions of other researchers. These comparisons demonstrate higher accuracy of this simple 
method than the other analytical method. 
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