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تحليل فركانسي و تشخيص موقعيت و عمق ترك 
 در شفت هاي دوار

در اين مقاله روشي غير مخرب جهت تعيين فركانس و تشخيص موقعيت و عمق ترك در 
ري تير تيموشنكو ارائه شفت هاي دوار، با استفاده از روش ماتريس انتقال و بر اساس تئو

در شفت هاي دوار ترك دار، ترك ها مي توانند تحت زواياي مختلفي نسبت به . شده است
وجود ترك در شفت ها، انعطاف پذيري محلي را تغيير داده و كاهش . يكديگر قرار گيرند

نتايج حاصل از تحليل فركانسي با استفاده از . فركانس طبيعي را به دنبال خواهد داشت
روش ذكر شده، براي شفت هاي دواري با شرايط مرزي مختلف، شكل هاي هندسي و 
تعداد ترك هاي متفاوت مورد بررسي قرار گرفته و به كمك اين تحليل هاي فركانسي، 

مزيت روش پيشنهادي براي تشخيص موقعيت ترك در . موقعيت ترك به دست آمده است
كانسي شفت ترك دار مي توان موقعيت ترك اين است كه تنها با استفاده از داده هاي فر

همچنين، براي حالتي كه شفت دوار فقط داراي . هاي احتمالي در سيستم را تعيين كرد
به منظور تاييد . يك ترك باشد، روشي جهت تخمين عمق ترك شرح داده شده است

صل از نتايج حاصل از تحليل فركانسي به روش ماتريس انتقال، اين نتايج با داده هاي حا
پژوهش هاي تجربي مقايسه شده است كه توافق بين پاسخ ها نشان دهنده صحت روش 

 به كار برده شده مي باشد

  
  دار، تحليل فركانسي، روش ماتريس انتقال، شفت اورهنگ شفت ترك  : راهنماواژه هاي 

 
  مقدمه - 1

يكي از عيب . اي روتور نيز مي باشندبيشتر تجهيزاتي كه در صنايع مكانيكي مورد استفاده قرار مي گيرند دار
هاي اساسي روتورها كه در صورت عدم تشخيص به موقع مي تواند منجر به حوادث ناگوار گردد، ترك 

. مورد بررسي قرار گرفت 1970اولين بار در سال  ،روتور داراي ترك تحليل موضوع. استشفت  خستگي در
دار در دو دهه اخير بسيار مورد توجه قرار  ورهاي تركرفتار ارتعاشي ساختارهاي داراي ترك، خصوصا روت

كسب كرده  اهميت زياديهاي اخير  خسارت و تشخيص ترك در اجزاء ساختاري در سال گرفته و مساله
محققان بسياري مدل هاي مختلفي از شفت ترك دار را مورد بررسي قرار داده اند تا تغييرات رفتار . است

شفت را مطالعه نمايند و راهي جديد و كاربردي تر براي جلوگيري از اين  ارتعاشي ناشي از رشد ترك در
در اين تحقيقات عموما ديناميك روتورهاي ترك دار، مطابق آن چه در . خسارت ناگهاني پيش رو بگذارند

                                                                                                                                                         
  hosein2004@yahoo.com مشهد جوي دكترا، دانشكده فني مهندسي، دانشگاه فردوسيشداننويسنده مسئول،  1 
 گاه فردوسي مشهد دانشكده فني و مهندسي، دانشدانشيار،   2
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برخي ديگر از كارهاي . شرح داده شده، مورد توجه قرار گرفته است Pipetis [1]و   Dimarogonasكتاب
  :رفته توسط محققان به صورت زير مي باشدصورت گ

Dimarogonas [2]  در مقاله اي، كارهاي صورت گرفته توسط ساير محققين را در خصوص ارتعاشات
  .ساختارهاي ترك دار مورد بررسي قرار داد

Papadopoulos  وDimarogonas [3] كوپلينگ ارتعاشات پيچشي و محوري را در شفت داراي ترك ،
آن ها ترك را به صورت باز در نظر گرفتند و انعطاف پذيري محلي ناشي از . رسي كردندعرضي سطحي بر

  .درجه آزادي براي المان ترك دار شفت نمايش دادند 6، با فرض 6×6 ترك را با يك ماتريس
به ماتريس اين محققين با صرفه نظر از اثر برش و در نظر گرفتن خمش در دو جهت اصلي و كشش، 

شامل جملاتي كه بيانگر كوپلينگ بود، دست يافتند و پديده حركت كوپل شده عرضي و  3×3 سختي
  .محوري را مورد مطالعه و بررسي قرار دادند

كوپلينگ ارتعاشات خمشي و پيچشي را نيز براي  Dimarogonas [4]و  Papadopoulosدر همان سال 
آن ها همچنين به بررسي ارتعاشات آزاد و اجباري و تاثير ترك روي . موشنكو بررسي كردندشفت ترك دار تي

شفت را به  رفتار ارتعاشي شفت پرداختند و ارتباط بين مقادير ويژه سيستم، عمق ترك و نسبت باريكي
 . دست آوردند

اي ترك دار را ارتعاشات كوپل شده شفت ه Dimarogonas [5]و  Papadopoulosدر مقاله اي ديگر 
آن ها در مقاله خويش از تئوري تير تيموشينكو استفاده نموده و ماتريس انعطاف . مورد بررسي قرار دادند

  .را براي مدل سازي ترك به كار بردند 6×6پذيري 
Sekhar [6] وي به منظور . در مقاله اي، خصوصيات ارتعاشي شفت ترك دار با دو ترك باز را بررسي نمود

تحليل ارتعاشات خمشي شفت از روش المان محدود استفاده كرد و تاثير يك ترك روي ترك ديگر را براي 
  .فركانس هاي ويژه، مد شيپ ها و محدوده هاي سرعت بحراني نشان داد

Gasch [7] ر وي معادلات غي. رفتار ديناميكي روتور لاوال با يك ترك عرضي را مورد بررسي قرار داد
خطي حركت را به دست آورد و به علت غلبه وزن در تغيير مكان الاستيك افقي شفت، اين معادلات را در 

   .حالي به صورت خطي در آورد كه با زمان تغيير مي كردند
Chondros  ارتعاشات پيچشي شفت استوانه اي با يك ترك پيراموني را به دو روش  [8]و همكاران

آن ها براي يافتن فركانس هاي شفت ترك دار از . لمان محدود بررسي نمودندتحليلي دقيق و روش عددي ا
-Huخارج قسمت ريلي و براي به دست آوردن معادلات ديفرانسيل و شرايط مرزي آن از فرمول تغييرات 

Washizu-Barr  استفاده كرده و انعطاف پذيري مربوط به ترك را بر مبناي اصول مكانيك شكست مدل
  .نمودند

Sekhar [9]  در مقاله اي تاثير هم زمان چند ترك را روي تيرها و شفت ها مورد بررسي قرار داد و نيز
  .روش هاي صورت گرفته توسط ساير محققين را به منظور تعيين ترك ارائه نمود

Bachschmid  روشي را براي تعيين موقعيت و عمق ترك عرضي در سيستم يك روتور با  [10]و همكاران
آن ها با استفاده از مدل ارائه شده و روش حداقل مربعات . ز اندازه گيري هاي ارتعاشي ارائه نمودنداستفاده ا

همچنين عمق ترك را از مقايسه ممان . در دامنه فركانسي، موقعيت ترك ايجاد شده را پيش بيني كردند
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عيين شده به صورت خمشي ايستا ناشي از وزن روتور و شرايط راستاي ياتاقان با ممان خمشي معادل ت
  .متناوب، محاسبه نمودند

Tsai  وWang [11] رفتار ارتعاشي شفت ترك دار را به ازاي موقعيت هاي گوناگون و عمق هاي مختلف ،
ترك، تحليل كرده و روشي براي تعيين موقعيت و اندازه ترك عرضي باز روي شفت ساكن، بدون درگير 

  .كردن آن با سيستم ارائه نمودند
آن . شفت دواري را مورد بررسي قرار دادند كه داراي چندين ترك بود Wang [12]و  Tsaiبعد  در سال 

ها در مقاله خويش ترك ها را در مد اول و تحت زواياي گوناگون نسبت به يكديگر در نظر گرفتند و مد شيپ 
ل مد كه به ازاي سپس از تفاضل اين دو شك. هاي متناظر با شفت ترك دار و بدون ترك را ترسيم نمودند

  .فركانس طبيعي اول به دست آمده بود، توانستند موقعيت ترك هاي موجود در سيستم شفت دوار را بيابند
در اين مقاله به جاي استفاده از مد شيپ هاي شفت سالم و ترك دار تنها از مد شيپ شفت ترك دار 

التي كه شفت دوار داراي يك ترك همچنين، عمق ترك در ح. براي تعيين موقعيت ترك استفاده شده است
در بسياري از موارد ممكن است فردي كه وظيفه نگهداري و مراقبت هاي . باشد، تخمين زده مي شود

پيشگيرانه از سيستم ها را بر عهده دارد، از پيشينه سيستم مزبور اطلاعي نداشته باشد و يا اين كه در اثر 
جهت تشخيص  [12]بنابراين، اگر از روش ذكر شده در مرجع . گذشت زمان اين اطلاعات از بين رفته باشد

حضور ترك و همچنين موقعيت ترك هاي احتمالي در سيستم استفاده شود، بايستي فركانس طبيعي و يا 
اطلاعات تجربي مربوط به مد شيپ شفت سالم نيز در دسترس باشد، در غير اين صورت نمي توان از روش 

ابراين در چنين مواقعي است كه اهميت روش ذكر شده در مقاله كنوني به منظور بن. اشاره شده استفاده نمود
تشخيص موقعيت ترك مورد توجه بيشتري قرار مي گيرد، به گونه اي كه تنها با استفاه از اطلاعات و داده 

  .هاي فعلي شفت مي توان وجود ترك و موقعيت آن را پيش بيني نمود
 

  انعطاف پذيري ناشي از ترك -2
 iP اين روتور شش نيروي كلي. ، جزئيات روتوري را نشان مي دهد كه داراي يك ترك است)1(كل ش
)6,,...2,1=i (بر طبق معادله . را تحمل مي كندParis [1] جابه جايي اضافي ،iu  ناشي از تركي به عمقa 

  :، به صورت زير تعريف مي شودiدر جهت 

  :تابع چگالي انرژي كرنشي مي باشد و توسط رابطه زير داده شده است αJ)(كه 
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فاكتور شدت تنش نيز با استفاده از رابطه زير . مدول يانگ مي باشد Eضريب پواسون و  νدر اين رابطه 
  :ارزيابي مي شود
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=ΙΙΙΙΙΙكه ,,N  بوده وiσ  تنش هاي حاصل از بارiP توابع . در ناحيه ترك است)/( hFN α  در پيوست
A انعطاف پذيري محلي ايجاد شده ناشي از ترك، با توجه به روابط ذكر شده، مي تواند به . داده شده است

  :صورت زير تعريف شود

)4( ( ) .
0

2
dXdJ

PP
c

b

b

a

ji
ji αα∫ ∫

−
∂∂
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=  

به ) 4(مي باشد كه از معادله  [13]  6×6اساساٌ يك ماتريس انعطاف پذيري كامل براي ترك، ماتريسي 
در اين مطالعه با توجه به ماهيت تئوري تير تيموشنكو، فرض مي شود كه عبارات مربوط به . دست مي آيد

و  44c ،45c، 55cبنابراين . اثرات خمشي و برشي، پاسخ ديناميكي ناخالص روتورها را تحت تاثير قرار دهد
33c  پيوست (در نظر گرفته مي شوندB.( 

  
  معادلات حركت سيستم -3

بيانگر دستگاه مختصات مرجع است، در  ZYXنماي شماتيك روتور را نشان مي دهد كه در آن ) 2(شكل 
حول  Ωصات ثابت بر روي روتور مي باشد كه همراه با روتور با سرعت ثابت سيستم مخت ZYXصورتي كه 

  . موازي است Zبا محور  Zمحور . دوران مي كند Zمحور 
بنابراين علاوه بر . تيموشينكو به دست مي آيد در ادامه معادلات حركت روتور با استفاده از تئوري تير

كه زواياي دوران ناشي از خمش ) Yφو  Xφ(، دو متغير مستقل جديد )Yو  X(تغيير مكان خمشي عرضي 
بنابراين انرژي . شوند تا تغيير انحناي برشي عرضي را نشان دهندمي باشند بايد براي روتور در نظر گرفته 

  :چنين است Iو ممان اينرسي  Aپتانسيل و جنبشي براي شفت با سطح مقطع 
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در اين معادلات، . [14] به ترتيب، دانسيته جرمي، مدول برشي و ضريب برشي مي باشند kو  Gو  ρكه 
∂∂Zمشتقات جزئي مكاني،  ∂∂t، با علامت پرايم و مشتقات زماني، / ، با علامت نقطه نشان داده شده /

از آنجايي كه ترك همراه با دوران روتور، نسبت به زمان باز و بسته مي شود، لذا تحليل فركانسي آن در . ستا
بنابراين روابط مربوطه به ازاي دستگاه مختصات محلي كه با شفت . دستگاه مختصات كلي دشوار خواهد بود

در  Yφو  Xφو زواياي دوران  Yو  Xبه اين ترتيب تغيير مكان هاي . دوران مي كند به دست آمده است
در دستگاه  Yφو  Xφو زواياي دوران  Yو  Xدستگاه مختصات كلي مي تواند بر حسب تغيير مكان هاي 

  :))2(شكل (مختصات ساكن بر روي شفت به صورت زير بيان شود 
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  :نيز به صورت زير مي باشد Tماتريس دوران 
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به صورت چهار  ZYXراي شفت دوار در دستگاه مختصات با به كار بردن اصل هميلتون ، معادلات حركت ب
  :معادله زير به دست مي آيد

)10( ( ) 02 2 =′−′′−Ω−Ω−Ω− YX
Gk

YXYX φ
ρ

&&&&  

)11( ( ) 02 2 =′−′′−Ω+Ω−Ω+ XY
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XYXY φ
ρ

&&&&  
  و 

)12( ( ) 02 2 =−′−′′−Ω−Ω−Ω+ XXYXYX Y
I
AGkE φ
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ρ
φφφφ &&&&  

)13( ( ) 02 2 =−′−′′−Ω+Ω−Ω− YYXYXY X
I
AGkE φ

ρ
φ

ρ
φφφφ &&&&  

  
. نوشت Yو  Xفقط بر حسب تغيير مكان هاي عرضي  Yφو  Xφرا با حذف ) 13(تا ) 10(مي توان معادلات 

  :براي روتور، اين معادلات به شكل زير در مي آيند) &Ω=0(در اين صورت با در نظر گرفتن سرعت ثابت 
)14( 0

....
=++′′++++′′+′′+ YhYgYfXeXdXcXbXaX iv &&&&&&&&&  

)15( 0
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=−−′′−+++′′+′′+ XhXgXfYeYdYcYbYaY iv &&&&&&&&&  
  

  كه در اين روابط 
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+

Ω
=

ρρ 22 , 
IE
A

EGk
g Ω

−
Ω

=
ρρ 24 32

, 
EGk

h Ω
−=

24ρ  

  :يعني. را نيز مي توان فقط بر حسب زواياي دوران نوشت) 13(تا ) 10(به طور مشابه معادلات 
  
)16( 0

....
=++′′++++′′+′′+ XXXYYYYY

vi
Y hgfedcba φφφφφφφφφ &&&&&&&&&  

)17( 0
....

=−−′′−+++′′+′′+ YYYXXXXX
vi

X hgfedcba φφφφφφφφφ &&&&&&&&&  
  

اين نكته قابل توجه است كه روابط به ازاي دستگاه مختصاتي نوشته شده اند كه متصل به شفت است و با آن 
محلي در دو جهت عمود باعث مي شوند كه ترك هميشه بنابراين ممان هاي اينرسي مختلف . دوران مي كند

  .به صورت باز باقي بماند
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  روتور با مقطع يكنواخت - 4- 1
ممكن است ) 15(و ) 14(از آن جايي كه مدار چرخشي حالت پايدار عموما بيضوي شكل است، حل معادلات 

  :به صورت زير بيان شود
)18( ( ) ( ) ,, tieZxtZX ω=  
)19( ( ) ( ) ,, tieZYtZY ω=  
  

) 15(و ) 14(در ) 19(و ) 18(جايگذاري معادلات . فركانس زاويه اي چرخشي است ωو  i=−1كه 
  :نتيجه مي دهد

)20( ,0=+′′++′′+ ysiyrixqxpxiv  
)21( ,0=−′′−+′′+ xsixriyqypyiv  

  :كه در آن
  

,
2222

GkGkEE
p ωρρωρρ

+
Ω

++
Ω

=  ,
6 422224222

EGkEGkEGkIE
A

IE
A

q ωρωρρωρρ
+

Ω
+

Ω
+−

Ω
−=  

,22
GkE

r ωρωρ Ω
+

Ω
=  .442 3232

EGkEGkIE
As ωρωρωρ Ω

+
Ω

+
Ω

−=  

  
  :پاسخ هايي به صورت زير دارند) 21(و ) 20(معادلات 

)22( ( ) ( ) Z
ir eAiAZx λ+=  

)23( ( ) ( ) Z
ir eBiBZy λ+=  

  :عادله دترمينان زير مي باشدريشه م λاعداد حقيقي دلخواه و  Biو  Ar ،Ai ،Brدر اين رابطه 

)24( 
( )

( )
0

00
00
00

00

242

242

224

224

=

+++−
+++

+++
+−++

qpsr
qpsr

srqp
srqp

λλλ
λλλ

λλλ
λλλ

  

  
  :چنين خواهد بود) 24(، ريشه هاي معادله Ωبنابراين به ازاي مقادير ثابت 

.,,, 4321 λλλλλ ii ±±±±=  
  

و همچنين  2λو  1λبه ازاي  Br=Aiو  Bi=-Arاگر مقادير ويژه در معادلات مشخصه جايگزين شوند، روابط 
به اين ترتيب توابع مودال به شكل زير خواهد . به دست مي آيد 4λو  3λبه ازاي  Bi=Arو  Br=-Aiروابط 

  :بود
  
)25( ( ) ,8877665544332211 qAqAqAqAqAqAqAqAZxr +++++++=  
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( ) ,8877665544332211 qBqBqBqBqBqBqBqBZxi +++++++=  
( ) ,8877665544332211 qBqBqBqBqBqBqBqBZyr −−−−+++=  
( ) ,8877665544332211 qAqAqAqAqAqAqAqAZyi ++++−−−−=  

  كه در اين روابط
,sin,cos,sinh,cosh 24231211 zqzqzqzq λλλλ ====  
.sin,cos,sinh,cosh 48473635 zqzqzqzq λλλλ ====  

، توابع مودال مربوط به زواياي )11(و ) 10(و جايگزيني معادلات ) 17(و ) 16(به طور مشابه براي معادلات 
  :دوران مي تواند به صورت زير به دست آيد

  

)26(  

( ) ,847748635536423324211112 qpAqpAqpAqpAqpAqpAqpAqpAZry −+++−++=φ  
( ) ,847748635536423324211112 qpBqpBqpBqpBqpBqpBqpBqpBZiy −+++−++=φ  
( ) ,847748635536423324211112 qpBqpBqpBqpBqpBqpBqpBqpBZrx +−−−−++=φ  
( ) 847748635536423324211112 qpAqpAqpAqpAqpAqpAqpAqpAZix −++++−−−=φ  

  
  :در اين روابط داريم

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,
4

2

44
3

2

33
2

2

22
1

2

11 Gk
p

Gk
p

Gk
p

Gk
p

λ
ωρλ

λ
ωρλ

λ
ωρλ

λ
ωρλ Ω−

−=
Ω−

+=
Ω+

−=
Ω+

از =+

  :ارتباط بين تنش و كرنش تعميم يافته، ممان ها و نيروهاي برشي مي تواند به صورت زير بيان شود
)27( ,, yyxx IEMIEM φφ ′=′=  
)28( ( ) ( )., xyyx yGAkQxGAkQ φφ −′=−′=  
  

  :بردار حالت كلي شفت به صورت زير ايجاد مي گردد
)29(  [ ]Tixiyixirxryrxriyixiyiryrxryr MQyMQyMQxMQxU ,,,,,,,,,,,,,,, φφφφ=  
  

  :توسط رابطه ماتريسي زير، بردار حالت يك طرف شفت را مي توان به طرف ديگر آن مرتبط نمود
)30( 1−= ii UEU  

  .مي باشد 16×16ماتريس انتقال شفت با مقطع يكنواخت بوده كه ابعاد آن  Eدر اين رابطه ماتريسي، 
  
  اتصال ترك دار - 4- 2

با فرض صورت گرفته در قبل، انعطاف پذيري محلي اتصال ناشي از ترك به صورت يك فنر پيچشي مدل مي 
  :در زير بايد ارضا شودبا توجه به پيوستگي در اين نوع اتصال، شرايط ذكر شده . شود
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  تغيير مكان ها
)31( ,22

l
x

lr Qcxx +=  
)32( ,33

l
y

lr Qcyy +=  
  زواياي دوران ناشي از خمش

)33( ,4555
l

y
l

x
l

x
r

x McMc ++= φφ  
)34( ,4544

l
x

l
y

l
y

r
y McMc ++= φφ  

  نيروهاي برشي
)35( ,l

x
r

x QQ =  
)36( ,l

y
r

y QQ =  
  ممان هاي خمشي

)37( ,l
x

r
x MM =  

)38( ,l
y

r
y MM =  

بيانگر تغيير  c33و   c22از سوي ديگر . به ترتيب به معناي راست و چپ مي باشد lو  rدر اين روابط، بالانويس 
ه شده ناشي از ممان زواياي دوران اضاف دهنده نشان  c55و  c44 ،c45مكان هاي اضافي ناشي از نيروي برشي و 

رابطه متغيرهاي حالت بين سمت راست و چپ اتصال ترك، . خمشي اعمالي به فنر معادل ترك مي باشد
  :به دست مي آيد كه شكل ماتريسي آن را مي توان به صورت زير نوشت) 38(تا ) 31(مستقيما از معادلات 

)39( lr UHU =  
تصال مربوط به ترك بوده كه اجزاي آن در پيوست مقاله آورده شده است ماتريس انتقال ا Hكه در آن، 

  ).Cپيوست (
  
  ترك در زاويه متفاوت  - 4- 3

 Y، نسبت به محور sθتعدادي از ترك هاي باز در جهات متفاوت و با زواياي انحراف مختلف ) 2(در شكل 
، تبديل دستگاه مختصات المان TMMنگام استفاده از روش بايد توجه داشت كه در ه. نشان داده شده است

، اين تبديلات را )9(معادلات ذيل به كمك رابطه . ها يا اتصالات، به يك دستگاه مختصات ثابت ضروري است
  :انجام مي دهد

)a40(  ,0== = θθ jsj UTU  
)b40( ,011 =+=+ = θθ jsj UTU  
)c40(  ,1 sjjsj UHU ==+ = θθ  
  
ا استفاده از سه معادله ذكر شده در بالا، رابطه زير براي ترك هاي داراي زواياي مختلف نسبت به يكديگر، ب

  : به دست مي آيد
)41( .0

1
01 =

−
=+ = θθ jjj UTHTU  
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در  16×16ماتريس انتقال مربوط به دو دستگاه مختصات است كه المان هاي اين ماتريس  T در رابطه فوق،
  ).Dپيوست (پيوست مقاله داده شده است 

  
  اتصال پله  -4-4

لذا شرايط زير بايستي در محل پله . اساسا متغيرهاي حالت در دو طرف اتصال پله اي، بايد پيوسته باشند
  :شفت ها ارضا شود
  تغيير مكان ها

)42( ,lr xx = 
)43( ,lr yy =  

  انزواياي كلي دور
)44( ,lr xx ′=′  
)45( ,lr yy ′=′  

  نيروهاي برشي
)46( ( ) ( )l

y
llr

y
rrl

x
r

x xAGkxAGkorQQ φφ −′=−′= ,  
)47( ( ) ( )l

x
llr

x
rrl

y
r

y yAGkyAGkorQQ φφ −′=−′= ,  
  ممان هاي خمشي

)48( ,l
x

r
x MM =  

)49( ,l
y

r
y MM =  

  
  :داريم) 47(و ) 46(در معادلات ) 45(و ) 44(با جايگزيني معالات 

)50( 
,111 l

xrl
l

y
r

y Q
AAGk

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=φφ  

.111 l
yrl

l
x

r
x Q

AAGk
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+= φφ  

  
حال با . بدين ترتيب شرايط پيوسته زاويه دوران ناشي از خمش، به جاي زواياي دوران كلي به دست مي آيد

مي توان ، ارتباط متغيرهاي حالت بين سمت راست و چپ اتصال پله اي را )50(تا ) 42(استفاده از معادلات 
  :به صورت زير نوشت

)51( ,lr USU =  
پيوست (ماتريس انتقال اتصال پله اي مي باشد كه المانهاي آن در پيوست مقاله ذكرشده است  Sكه در آن، 

E.(  
  
  معادله فركانسي روتور داراي چند ترك  -5
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المان شفت، اتصالات، پله و ترك،  با داشتن ماتريس هاي انتقال هر بخش از يك شفت همانند ماتريس هاي
مي توان ماتريس انتقال كلي شفت را به دست آورد و به كمك آن معادله فركانسي روتور داراي چند ترك را 

اگر يك شفت پله دار كه داراي چند ترك عرضي با زواياي مختلف مي باشد را در نظر بگيريم، . محاسبه نمود
  :نوشت) 52(ن به صورت معادله ماتريس انتقال اين روتور را مي توا

)52(  ....... 011222
1

23
1

111 UESETHTEETHTEESEU jjjjjnnnn
−−

+−−=  
  :يا
)53( .0UQU n =  

با اعمال شرايط مرزي . مي باشد 16×16، ماتريس انتقال كلي سيستم بوده كه Qدر اين رابطه ماتريس 
  :را مي توان به صورت زير نوشت) 53(مسئله، رابطه 

)54( { }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ } ,
00

0

2221

1211

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ U

QQ
QQU n  

  
}در اين رابطه،  براي . ، بردارهاي حالت صفر ناشي از اعمال شرايط مرزي در دو انتهاي روتور مي باشند0{

  :مساله مقدار ويژه در ارتعاش آزاد، تنها معادله زير بايد در نظر گرفته شود
)55( { } [ ] { }.0 021 UQ=  

لذا . قابل حصول خواهند بود Q21مقادير ويژه با صفر قرار دادن دترمينان ماتريس مربعي  به اين ترتيب
  :معادله فركانسي روتور عبارتست از

)56( .021 =Q  
  

  شكل مدها -6
با توجه به اين كه مـاتريس  . براي محاسبه شكل مدها مي توان از كوفاكتورهاي معادله مشخصه استفاده نمود

به منظور يـافتن ايـن هشـت    . است، لذا بايد هشت بردار ويژه يافت شود 8×8خصه شفت اخير، ماتريسي مش
بردار ويژه كافي است هشت كوفاكتور متناظر با سطر اول ماتريس مشخصه شفت داراي پله را به دسـت آورد  

بردارهاي ويژه و جايگذاري در روابط موجـود در  پس از به دست آوردن . و سپس نتايج حاصل را نرماليزه كرد
مــورد اســتفاده قــرار مــي گيــرد و بــا داشــتن مقــادير  )26(و  )25(، معــادلات )Gپيوســت (پيوســت مقالــه 

1234123 ,,,,,, λλλλppp 4وp همچنين با اسـتفاده از  . از المان اول، شكل اولين المان به دست مي آيد
به ترتيب براي المان هاي ديگر نيـز   )26(و  )25(، ضرايب مربوط به معادلات Sو  E ،H ،T-1 ،Tماتريس هاي 
  .شرح داده شده است Gنحوه به دست آوردن كوفاكتورها در پيوست . يافت مي شود

  
  محاسبه فركانس طبيعي حاصل از مدل -7

بدين منظور، شفتي با . ردازيمدر اين بخش به بررسي تاثير ترك در فركانس طبيعي شفت هاي دوار مي پ
mLاين شفت فولادي داراي طول . مقطع يكنواخت كه داراي دو ترك مي باشد را در نظر مي گيريم 1= ،

mDقطر  GPaE، مدول يانگ =03.0 3/7860و دانسيته  ν=3.0، نسبت پواسون =200 mkg=ρ  مي
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خصوصيات مربوط به دو ترك را نيز مي توان در جدول . باشد كه داراي شرايط مرزي دو سر گيردار مي باشد
  .مشاهده نمود) 1(

تاثير سرعت دوراني محور را به ازاي موقعيت هاي مختلف ترك دوم، به ترتيب در ) 6(تا ) 3(شكل هاي 
شكل ها، فرض بر اين است كه ترك اول موقعيتي ثابت در  در اين. مدهاي اول تا چهارم نشان مي دهد

همانطور كه در اين شكل ها ملاحظه مي شود، بخش هايي از نمودار كه داراي شيب . راستاي محور دارد
يا مد فركانسي فرد و قسمت هاي داراي شيب مثبت مربوط  1منفي هستند، اشاره به فركانس طبيعي پسرو

نشان مي دهد ) 6(تا ) 3(نتايج حاصل از شكل هاي . مد فركانسي زوج مي باشد يا 2به فركانس طبيعي پيشرو
در حالتي كه ترك دوم در وسط (به استثناي مدهاي سوم و چهارم  Hz10≤Ωكه فركانس در محدوده 

محور  به عبارت ديگر فركانس طبيعي و سرعت دوراني. داراي تغييرات غير خطي است) محور واقع مي شود
  .، نسبت به يكديگر رابطه اي خطي دارندHz10>Ωدر سرعت هاي  

  
  تشخيص موقعيت ترك ها در روتور ترك دار -8

همانطور كه مشاهده مي شود، اين شفت داراي پنج ترك و دو پله . را در نظر بگيريد) 7(شفتي مطابق شكل 
عمق بي بعد ترك ها به . دي وسط شفت قرار گرفته استمي باشد كه به صورت متقارن نسبت به محور عمو

هرتز در نظر  30سرعت دوراني اين شفت نيز . مي باشد 4/0و  3/0، 4/0، 3/0، 4/0ترتيب از چپ به راست 
. است 7گرفته شده كه مقداري ثابت بوده و تمام خصوصيات ديگر اين شفت مانند شفت مربوط به بخش 

يكي حالتي كه ترك ها تحت زاويه صفر نسبت به يكديگر . سي قرار مي گيردپنج ترك در دو حالت مورد برر
Y )0و نسبت به محور 

54321 0===== θθθθθ ( قرار دارند و دوم حالتي كه اين ترك ها نسبت به هم
  .زاويه داشته باشند

   
  ترك هاي هم رديف: حالت اول - 1- 8

هرتز مي   18/31و  56/28بدون ترك به ترتيب  در اين حالت فركانس اول شفت در دو حالت ترك دار و
نشان داده شده و ) 8(، مطابق شكل Y-Zو   X-Zمد شيپ هاي مربوط به اين شفت، در دو صفحه . باشد

اختلاف اين دو مد شيپ، يعني تفاضل مد شيپ هاي مربوط به شفت ترك دار نسبت به دو صفحه مختلف 
با توجه به اين شكل، دقيقا در نقاطي از امتداد شفت كه ترك  .به نمايش گذاشته شده است) 9(نيز در شكل 

همچنين از آن جايي كه ترك ها . در آن موقعيت ها قرار گرفته، تغييرات قابل ملاحظه اي مشاهده مي شود
-Xبه طور متقارن و تحت زاويه صفر نسبت به يكديگر قرار دارند، تفاضل مد شيپ هاي متناظر با دو صفحه 

Z   وY-Z  ،نيز متقارن است.  
  
  
  

                                                                                                                                                         
1 Backward whirling  
2 Forward whirling 
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  ترك هاي تحت زاويه: حالت دوم - 2- 8
و  -60و  60و  30، 0نسبت به محور قائم به ترتيب،  1θ ،2θ ،3θ ،4θ ،5θدر اين حالت زواياي ترك هاي 

  . در نظر گرفته شده است درجه 0
مشابه با حالت اول، فركانس هاي مربوطه براي دو حالت ترك دار و بدون ترك به ترتيب عبارت خواهد بود از 

اين نتيجه حاصل شد كه فرق چنداني در اولين فركانس طبيعي شفت در دو حالت  .هرتز  18/31و  56/28
مد شيپ هاي متناظر با شفت مورد . و حالت يكسان استوجود ندارد و فركانس به دست آمده تقريبا براي د

از تفاضل اين دو مد شيپ، همانند حالت . ، رسم شده است10، مطابق شكل Y-Z و  X-Zنظر در دو صفحه 
  . ، به دست مي آيد11قبل، موقعيت ترك ها به صورت نشان داده شده در شكل 

  
  مقايسه با نتايج تجربي  - 9

در اين بخش، به منظور تاييد نتايج حاصل از تحليل فركانسي شفت با استفاده از روش ماتريس انتقال، دو 
  .مثال تجربي ذكر شده است

  
  تحليل فركانسي لوله آلومينيمي ترك دار -1- 9

، آزمايشي تجربي بر روي لوله اي از جنس آلومينيم صورت گرفته و فركانس هاي دوم به بعد 12مطابق شكل 
خصوصيات اين لوله ي آلومينيمي به . براي اين لوله ترك دار، به صورت تجربي به دست آورده شده است

  :شرح زير است
 متر و دانسيته آلومينيم  =033/0Doمتر، قطر خارجي  iD=02/0متر، قطر داخليِ =L 87/0طول 

داده ) 2(ود در اين لوله آلومينيمي در جدول كيلوگرم بر واحد حجم، ويژگي هاي دو ترك موج 19/2645
 .[15]شده است 

حال به منظور مقايسه نتايج به دست آمده از روش ماتريس انتقال با نتايج تجربي، كافي است سرعت 
نتايج حاصل از اين تحليل . دوراني لوله توخالي را برابر صفر در نظر بگيريم و فركانس ها را با اين روش بيابيم

مقايسه اين نتايج و نزديكي پاسخ هاي به دست . آورده شده است) 3(ن نتايج تجربي در جدول و همچني
  .آمده، نشان دهنده صحت مدل مورد استفاده مي باشد

 
  تحليل فركانسي شفت فولادي ترك دار  - 2- 9

عيين بر روي شفت فولادي دو سر مفصل و فاقد سرعت دوراني به منظور ت) 13(دومين آزمايش مطابق شكل 
در اين آزمايش از . مي باشد 40crكه جنس آن از فولاد  [16]سه فركانس طبيعي اول صورت گرفته است 

Doppler signal laser vibrometer مشخصات اين شفت به . براي تعيين فركانس ها استفاده شده  است
  :صورت زير مي باشد

mm 300 L= ،mm 8 L1=،mm 188 L2=، 18 L3=،N/m2  1011×06/2=E 3/0، نسبت پواسون=ν ،
kg/m37860=ρ ،mm 5/9 d1= ،mm 76 d2=، 3/148e= . در اين آزمايش ترك به صورت ترك خستگي

در  L1ا توجه به اين كه طول ب. مدل شده و با عمقي معين در موقعيتي ثابت بر روي شفت قرار گرفته است
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تاثير زيادي بر روي ) بعد از تكيه گاه ها(مقايسه با طول كل شفت نسبتا كم است، لذا قسمت هاي اورهنگ 
بنابراين، به منظور مقايسه نتايج حاصل از اين آزمايش و نيز نتايج به دست . فركانس هاي طبيعي شفت ندارد

از قسمت هاي اورهنگ صرفه نظر شده  13شان داده شده در شكل آمده از روش ماتريس انتقال براي شفت ن
مطابق شكل (لازم به ذكر است كه اين آزمايش به ازاي سه عمق متفاوت ترك صورت گرفته است . است
همانطور كه مشاهده مي شود، تطابق خوبي . آمده است )4(نتايج حاصل از اين مقايسه ها در جدول ). 14

  .برقرار است TMMنتايج به دست آمده از  بين فركانس هاي تجربي و
  

  تخمين عمق ترك  -10
را در نظر ) 15(به منظور تخمين عمق ترك احتمالي در شفت هاي دوار، شفت نشان داده شده در شكل 

بگيريد كه ابعاد هندسي اين شفت بر روي شكل مشخص شده و پارامترهاي فيزيكي آن مشابه شفت دوار 
 30ملاحظه مي شود، اين شفت كه با سرعت ثابت ) 15(همانطور كه در شكل . مي باشد 7مربوط به بخش 

meمي باشد كه در موقعيت  Da=4.0هرتز در حال دوران است، داراي تركي به عمق بي بعد  36.0= 
براي ترك، برابر اولين فركانس طبيعي اين شفت به ازاي موقعيت و عمق فرض شده . قرار گرفته است

همانطور كه در بخش هاي قبلي ملاحظه شد، به راحتي مي توان موقعيت ترك را براي شفت . است 513/61
)) 16(مطابق شكل (، با فرض موجود بودن فركانس طبيعي اول، به دست آورد )15(نشان داده شده در شكل 

.  
ر بگيريم و همچنين، موقعيت ترك را در را در نظ 6/0در صورتي كه براي ترك، عمق هاي بي بعد صفر تا 

دست خواهيم ) 17(طول شفت تغيير دهيم و فركانس هاي طبيعي اول اين شفت را به دست آوريم، به شكل 
البته بايد . بر طبق اين شكل، افزايش عمق و موقعيت ترك، منجر به افت فركانس طبيعي مي شود. يافت

. حاصل شده است) 15(بخش سمت چپ ديسك دوار در شكل ، با در نظر گرفتن )17(توجه داشت كه شكل 
، صرفه نظر از موقعيت ترك، شكلي متقارن است، بنابراين، )15(از آن جا كه شفت نشان داده شده در شكل 

  . معتبر خواهد بود) 17(اگر ترك در سمت راست ديسك دوار نيز واقع شود، شكل 
اين كانتورها به ما كمك . را نشان مي دهد) 17( ، كانتورهاي فركانس طبيعي حاصل از شكل)18(شكل 

لازم . مي كند تا بتوانيم عمق ترك را با فرض معلوم بودن فركانس طبيعي اول و موقعيت ترك،تعيين نماييم
بنابراين، با . مي باشد) 15(به ذكر است كه كانتورهاي رسم شده، مربوط به شفت نشان داده شده در شكل 

 4/0عمق بي بعد ) هرتز 513/61(و معلوم بودن فركانس طبيعي ) متر 36/0(مشخص كردن موقعيت ترك 
در صورتي كه چند ترك در سيستم موجود باشد، بايد موقعيت ها و عمق . براي ترك به دست خواهد آمد

هاي مختلفي براي ترك ها در نظر گرفت و فركانس ها متناظر با آن موقعيت ها و عمق ها را به صورت 
به اين ترتيب، براي ترك هاي موجود، با داشتن فركانس طبيعي اول و موقعيت . ترسيم نمودكانتورهايي 

  .ترك ها، عمق ترك ها را مي توان تخمين زد
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  گيري نتيجه - 11
ارائه و شفت از نوع تير  شفت ترك دار، با استفاده از روش ماتريس انتقال، فركانسي آناليز مقاله اين در

مزيت اساسي روش ماتريس انتقال اين است كه تعداد المان هاي مربوط به . شد تيموشنكو در نظر گرفته
خواهد بود و  16×16شفت مهم نيست، زيرا با اين تقريب همواره ماتريس انتقال كلي روتور، ماتريسي 

ح است كه ترك در حالت از طرف ديگر واض. بنابراين نسبت به روش المان محدود به حافظه كمتري نياز دارد
كلي باز و بسته مي شود و نسبت به زمان متغير بوده و بنابراين يافتن فركانس طبيعي ثابت براي روتور در 
اين حالت بسيار دشوار است، اما در اين مقاله معادلات براي دستگاه مختصات ثابت بر روي مقطع شفت به 

بنابراين، ترك ها . مربوط به ترك نسبت به زمان است دست آمد كه نتيجه آن، مستقل بودن انعطاف پذيري
نيز بيانگر اين نكته بودند كه فاصله بين دو ترك، ) 6(الي ) 3(شكل هاي . رفتاري مانند ترك باز داشتند

، به خصوص در سرعت هاي پايين تر شفت، 2را بيش از فركانس چرخشي پيشرو 1فركانس چرخشي پسرو
ين نتايج حاصل از تحليل فركانسي به ويژه براي شفت با مقطع يكنواخت و يا همچن. تحت تاثير قرار مي دهد

از طرفي هر چه . شفت دوار داراي يك ترك، نشان داد كه افت فركانس يكي از علايم تشخيص ترك است
به علاوه پس از به دست آوردن فركانس . عمق ترك بيشتر باشد افت بيشتري در فركانس خواهيم داشت

در حالتي كه شفت  Y-Zو  X-Z، مد شيپ هاي متناظر با صفحات 7شفت مربوط به شكل  هاي اوليه ي
از تفاضل اين دو شكل مد، موقعيت ترك هاي موجود در سيستم تشخيص . داراي ترك است، ترسيم گرديد

به عبارت ديگر در نمودار تفاضلي حاصل، نقاطي كه داراي تغييرات قابل ملاحظه است، بيانگر . داده شد
 [12]يكي از مزايايي كه اين نحوه تشخيص ترك نسبت به روش ذكر شده در مرجع . وقعيت ترك مي باشدم

دارد اين است كه نيازي به تعيين مد شيپ شفت سالم نمي باشد و مستقيما بدون نياز به شفت سالم، از 
. تشخيص داد روي شفتي كه در دسترس است و احتمالا داراي ترك مي باشد، مي توان موقعيت ترك را

اهميت اين مطلب زماني آشكار مي شود كه شخصي بخواهد درستي و سالم بودن سيستم مورد نظر را 
نداشته باشد و يا ) در اين جا شفت(در اين هنگام اگر فرد مذكور اطلاعي از پيشينه ي سيستم . بررسي كند

براي تعيين و  [12]ز روش مرجع داده هاي تجربي سيستم سالم از بين رفته باشد، اين شخص نمي تواند ا
همچنين، عمق ترك، علاوه بر موقعيت ترك، براي شفت داراي يك . شناسايي موقعيت ترك استفاده نمايد

در خاتمه، با به دست آوردن كانتورهاي فركانس طبيعي كه از تغييرات موقعيت و . ترك نيز تخمين زده شد
يت ترك موجود در شفت دوار با داشتن فركانس عمق ترك فرضي در شفت دوار حاصل شده بود، موقع

  .طبيعي اول و موقعيت ترك تعيين گرديد
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   ي انگليسيرست نمادهافه
 a :        عمق ترك  
 A:         مساحت سطح مقطع شفت  
 cij:        مولفه هاي ماتريس انعطاف پذيري ناشي از ترك  
 d1 :       قطر محور در شفت اورهنگ  
 d2:        قطر ديسك در شفت اورهنگ  
 Di:        قطر داخلي لوله  
 Do:       رجي لولهقطر خا  
 E:         مدول الاستيسيته  
 e:         موقعيت ترك  

 G :       مدول برشي  
 I :         ممان اينرسي سطح مقطع شفت  
)(αJ   چگالي انرژي كرنشي   : 
iNK   فاكتور شدت تنش     : 
 k:          ضريب شكل سطح مقطع  
 l :          ول محورط  

 M :        گشتاور  
iP   نيروي اعمالي بر روي روتور         : 

 Q:          نيروي برشي  
 t :           ضخامت لوله  
iu   جابه جايي اضافي ناشي از ترك         : 

ZYX   وردستگاه مختصات ساكن بر روي روت   : 
ZYX   دستگاه مختصات مرجع   : 
  

  هاي يونانيمادنفهرست 
α   عمق بي بعد ترك          : 
β   موقعيت بي بعد ترك         : 
ω   فركانس طبيعي         : 
Ω   عت دوراني شفتسر        : 
ρ   دانسيته        : 
θ  Yزاويه ترك نسبت به محور               : 

Xφ  وYφ   زواياي دوران نسبت به دستگاه مختصات ساكن بر روي شفت    : 
Xφ  وYφ   زواياي دوران در دستگاه مختصات كلي   :  
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iσ   iPتنش ناشي از بار              : 
ν   ضريب پواسان              : 

  
  زير نويس ها

i  و j:          انديس تكرار  
 N :            شماره مد  

i  و r :        موهومي و حقيقي  
x  و y:        محورهاي مختصات ساكن بر روي شفت كه با آن دوران مي كنند  
  

 بالانويس ها
 l:            چپ  
 r:           راست 

  
  پيوست ها

  
  FN(α/h)توابع : Aپيوست 

  :با روابط زير داده مي شود) 3(معادله  مربوط به FN (α/h) توابع
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  ci jانعطاف پذيري هاي : Bپيوست 

  :روابط انعطاف پذيري مربوط به ترك كه در اين مقاله استفاده شده است، به صورت زير مي باشد
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−

=
π

ν  
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( ) ( ) ,/14

0 0

2
2

33 XdYdhYFY
RE

c
b a

II∫ ∫
−

=
π

ν  

( ) ( ) ,/132

0 0

22
3

2

44 XdYdhYFYX
RE

c
b a

YI∫ ∫
−

=
π

ν  

( ) ( ) ( ) ,//1164

0 0

2
3

2

45 XdYdhYFhYFXYX
RE

c
b a

YIXI∫ ∫ −
−

=
π

ν  

( ) ( ) ( ) ./1164

0 0

22
3

2

55 XdYdhYFYX
RE

c
b a

XI∫ ∫ −
−

=
π

ν  

  
  ماتريس انتقال مربوط به ترك : Cپيوست 

  :براي اتصال ترك دار مطابق زير مي باشد Hماتريس انتقال 
,16...,,2,1,1, == iH ii  

,227,53,1 cHH ==  
,3315,1311,9 cHH ==  
,448,64,2 cHH ==  
,5516,1412,10 cHH ==  

,458,144,1016,612,2 cHHHH ====  
  .و مابقي المان هاي اين ماتريس برابر صفر مي باشد

  
 (T)ماتريس انتقال دوران : Dپيوست 

نسبت به دستگاه مختصات  θماتريس انتقال مربوط به دوران دستگاه مختصات دوران يافته تحت زاويه 
XYZ ان مي شودبه صورت زير بي:  

,16...,,2,1,cos, == iT ii θ  
,8...,,2,1,sin8, ==+ iT ii θ  
,8...,,2,1,sin,8 =−=+ iT ii θ  

  .و بقيه درايه هاي اين ماتريس برابر صفر است
 
 

 (S)ماتريس انتقال مفصل پله : Eپيوست 
  :كه مربوط به اتصال ترك است، چنين مي باشد Sماتريس انتقال 

,16...,,2,1,1, == iS ii  

,14,10,6,2,111
1, =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+ i

AAGk
S rlii  

  .و بقيه المان هاي اين ماتريس برابر صفر مي باشد
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  ضرايب معادلات مد شيپ: Fپيوست 
به ازاي انتهاي المان اول سمت چپ شفت، بر حسب شرايط مرزي  B1 ،B2 ،... ،B8و  A1 ،A2 ،... ،A8ضرايب 

  :انتهاي چپ شفت به صورت زير حاصل مي شود
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,
2

0000

2211

2222
1 ppIE

ypIExpIEMM
A irryix

λλ
λλ

+

+−−
−=  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2112

222
2 ppK

QQppK
A iyrxryix

λλ
λφφ

−

−+−−
−=  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2211

11
3 ppIE

xypIEMM
A riryix

λλ
λ
+

−++−
−=  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2112

111
4 ppK

QQppK
A rxiyixry

λλ

λφφ

−

−+−−
−=  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4433

44
5 ppIE

yxpIEMM
A irryix

λλ
λ
+

+−−−
−= 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4334

444
6 ppK

QQppK
A rxiyixry

λλ

λφφ

−

++−+−
−= 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4433

33
7 ppIE

yxpIEMM
A irryix

λλ
λ
+

+−+
−=  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4334

333
8 ppK

QQppK
A rxiyixry

λλ

λφφ

−

+−−+
−= 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2211

22
1 ppIE

yxpIEMM
B riiyrx

λλ
λ
+

+−−−
−= 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2112

222
2 ppK

QQppK
B ixryrxiy

λλ
λφφ
−

++−+
−= 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2211

11
3 ppIE

yxpIEMM
B riiyrx

λλ
λ
+

+−+
−=  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

2112

111
4 ppK

QQppK
B ixryrxiy

λλ
λφφ

−

+−−+
−= 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4433

44
5 ppIE

xypIEMM
B iriyrx

λλ
λ
+

−+−
−=  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4334

444
6 ppK

QQppK
B ryixiyrx

λλ
λφφ

−

−+−−
−=  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ,

2
0000

4433

33
7 ppIE

xypIEMM
B irrxiy

λλ
λ
+

−+−
−= 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) .

2
0000

4334

333
8 ppK

QQppK
B ixryrxiy

λλ
λφφ

−

−+−−
−=  
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075317531در شفت دو سر مفصل  ======== BBBBAAAA . زيرا به ازاي اين شرايط
  .مرزي، ممان و تغيير مكان در انتهاي سمت چپ شفت صفر مي باشد

 
 Gپيوست 

)معادله . وان از كوفاكتورهاي معادله مشخصه استفاده نمودبراي محاسبه شكل مدها مي ت ) 0=− ii XIA λ 
 3بردار ويژه متناظر با اين فركانس است، براي يك سيستم مرتبه  iXفركانس طبيعي و  iλرا كه در آن 

  :مي توان اين معادله را به صورت زير نوشت

)1(  { },0

3

2

1

333231

232221

131211

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

X
X
X

aaa
aaa
aaa

i

i

i

λ
λ

λ
  

  :كه معادله فركانسي سيستم را مي توان با صفر قرار دادن دترمينان ماتريس ضرايب به صورت زير نوشت

)2(,0

333231

232221

131211

=
−

−
−

i

i

i

aaa
aaa
aaa

λ
λ

λ
  

  :بسط اين دترمينان بر حسب كوفاكتورهاي سطر اول به صورت زير است
)a3( ( ) ,0131312121111 =++− CaCaCa iλ 

مقدار . سطر دوم را قرار داده مي شود و دو سطر ديگر بدون تغيير باقي مي ماندسپس به جاي سطر اول، 
  :زيرا دو سطر آن يكسانند. دترمينان حاصله صفر خواهد بود

)b3( ,0

333231

232221

232221

=
−

−
−

i

i

i

aaa
aaa
aaa

λ
λ
λ

  

بسط اين دترمينان نيز بر حسب كوفاكتورهاي سطر اول آن، كه با كوفاكتورهاي دترمينان قبلي يكسانند، 
  :زير به دست مي آيدمطابق 

)c3( ( ) ,0132312221121 =+−+ CaCaCa iλ 
و بالاخره به جاي سطر اول، سطر سوم را قرار داده و بسط اين دترمينان جديد نيز بر حسب كوفاكتورهاي 

  :سطر اول آن نوشته مي شود

)d3( ,0

333231

232221

333231

=
−

−
−

i

i

i

aaa
aaa

aaa

λ
λ

λ
  

  و به طور مشابه با قبل 
)3(  ( ) ,0133312321131 =−++ CaCaCa iλ 

  :را مي توان به صورت يك معادله ماتريسي نوشت) e3(و ) a3( ،)c3(ادلات حال مع

)4(  { },0

13

12

11

333231

232221

131211

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

C
C
C

aaa
aaa
aaa

i

i

i

λ
λ

λ
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iλλرا مي توان با قرار دادن  iX نشان مي دهد كه بردارهاي ويژه) 4(و ) 1(مقايسه معادلات  در  =
چون اين بردارهاي ويژه مربوط به مختصات نرمال هستند، . آورد كوفاكتورهاي معادله مشخصه به دست

  يعني. ستون كوفاكتورها با يك ضريب با بردارهاي ويژه برابر خواهد بود

)5(  .

3

2

1

3

2

1

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

C
C
C

X
X
X

α  

دقيقا . همانطور كه ملاحظه شد، بردارهاي ويژه يك سيستم سه درجه آزادي به سادگي به دست آمد 
 .را مي توان براي محاسبه هشت بردار ويژه انجام دادمشابه اين اعمال 

 
  جدولها

  
  خصوصيات ترك ها - 1جدول 

  First crack  Second crack  
 0.5 0.3و  Da(  0.1(عمق بي بعد ترك 

  0.9تا  lz(  0.1  0.2(موقعيت بي بعد ترك 
  Y )θ(  00  00زاويه ترك نسبت به محور 

  
  

 [15]خصوصيات دو ترك مربوط به لوله آلومينيمي ترك دار  - 2جدول 
Crack data Case No. 

ta /22β  ta /11β   
0.380770.3500.190430.207 1 
0.634600.3500.253850.207 2 
0.190430.3500.380770.207 3 
0.253850.3500.634600.207 4 

  
  

  (Hz)مقايسه فركانس هاي طبيعي لوله ترك دار با استفاده از روش تجربي و روش ماتريس انتقال   -3جدول 
TMM Experimental [15]Case No. 

5ω4ω  3ω2ω5ω4ω3ω  2ω   
2262.091475.45 842.86378.922312.501390.00835.00 382.50 No crack 
2261.181474.8 842.23378.812311.001389.00834.81 382.16 1 
2259.041473.32 840.85378.642309.001386.00834.48 381.48 2 
2261.011474.94 842.16378.612312.101389.00834.50 382.01 3 
2258.361473.85 840.61377.892310.001386.40833.50 381.10 4 
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  (Hz) وش تجربي و روش ماتريس انتقالفركانس هاي طبيعي شفت فولادي به ر - 4جدول 
TMM Experimental [16]

1d
a

=α  
2L

e
=β

 3ω2ω  1ω3ω2ω1ω  
1054.02 584.21 98.371051.64583.8497.34 0.21 (a)0.789 
1049.71 583.41 97.3 1032.64580.8793.04 0.41 (b) 0.789 
1054.16 584.24 98.40 1053.58584.7197.99 0.18 (c)0.789 

 
  
  
  
  
  

  شكلها
  
  

 
  

  )ب(  A-Aمقطع ) الف(
  نيروهاي اعمالي به شفت) ب(مقطع شفت ترك دار، ) الف( روتور دوار ترك دار - 1شكل 
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  روتور داراي چند ترك و محورهاي مختصات ثابت و دوراني - 2شكل 

  
  
  
  

80

90

100

110

120

130

140

150

160

170

180

0 10 20 30 40 50
Rotational speed (Hz)

N
at

ur
al

 fr
eq

ue
nc

y 
(H

z) z2/L=0.2

z2/L=0.4

z2/L=0.5

z2/L=0.7

  
در ترك اول (نسبت به سرعت دوراني به ازاي موقعيت هاي گوناگون ترك دوم  2و  1فركانس طبيعي مد  - 3شكل 

1.0=
D
a 5.0، در ترك دوم=

D
a(  
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Rotational speed (Hz)

N
at

ur
al

 fr
eq

ue
nc

y 
(H

z)

z2/L=0.2
z2/L=0.4
z2/L=0.5
z2/L=0.7

  
در ترك اول (نسبت به سرعت دوراني به ازاي موقعيت هاي گوناگون ترك دوم 4و  3فركانس طبيعي مد  -4شكل 

1.0=
D
a5.0دوم  ، در ترك=

D
a(  
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N
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y 
(H

z)

z2/L=0.2
z2/L=0.4
z2/L=0.5
z2/L=0.7

 
در ترك اول (ازاي موقعيت هاي گوناگون ترك دومنسبت به سرعت دوراني به  2و  1فركانس طبيعي مد  - 5شكل 

3.0=
D
a 5.0، در ترك دوم=

D
a(  
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z2/L=0.7

 
در ترك اول (نسبت به سرعت دوراني به ازاي موقعيت هاي گوناگون ترك دوم 4و  3فركانس طبيعي مد  -6شكل 

3.0=
D
a 5.0، در ترك دوم=

D
a(  

  
  
  
  
  
  

  
  )Hz 30=Ω(روتور پله دار و ترك دار  - 7شكل 
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به ازاي حالتي كه ترك ها نسبت به هم زاويه ي صفر  Y-Z و X-Zمد شيپ شفت ترك دار در دو صفحه ي  - 8شكل 

 .دارند
  
  
  
  
  
  

  
هم زاويه صفر  به ازاي حالتي كه ترك ها نسبت به Y-Zو   X-Zتفاضل مد شيپ هاي مربوط به صفحات  - 9شكل 

  .دارند
  

Crack positions 
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به ازاي حالتي كه ترك ها نسبت به هم زاويه ي صفر  Y-Zو  X-Zمد شيپ شفت ترك دار در دو صفحه  -10شكل 
 .دارند

 

  

  

  
، نسبت به يكديگر تحت زاويه  ه ترك ها به ازاي حالتي ك Y-Zو   X-Zتفاضل مد شيپ هاي مربوط به صفحات  - 11شكل 

  .هستند
  

Crack positions 
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 [15]لوله آلومينيمي داراي دو ترك عرضي باز  -12شكل 

  
  
  

 
  [16] شفت اورهنگ ترك دار - 13شكل 

  
  
  
  
  
  

   
(a) (b) (c) 

  [16]عمق هاي متفاوت ترك خستگي  -14شكل 
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   )هرتز 30داراي سرعت دوراني (دوار ترك دار شفت  -15شكل 

 
 
 
 
 
 

 
 

  15براي شفت دوار نشان داده شده در شكل  Y-Zو   X-Zتفاضل مد شيپ هاي مربوط به صفحات  -16شكل 
  

Crack position 
    e = 0.36 m 
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  بعد ترك تغييرات فركانس بر حسب تغييرات موقعيت و عمق بي -17شكل 

  

 
 

  كانتورهاي اولين فركانس طبيعي شفت دوار به ازاي موقعيت ها و عمق هاي مختلف ترك -18شكل 
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Abstract 
 
In this article, a non-destructive method for determining frequencies and diagnosis of the 
position and depth of the crack, in rotating shafts is presented. This frequency analysis applies 
the Timoshenko beam theory to the rotating cracked shaft, which rotates with a constant 
speed. The cracks can be in different angles with respect to each other or Y axis. The presence 
of a crack in rotors, changes the local flexibility and consequently, alters the dynamic 
behavior of the structure, is causing the reduction of the natural frequencies. The transfer 
matrix method is developed for various boundary conditions. Using this analysis, the position 
of the crack is obtained. Also, the acquired results of this method are compared with the 
experimental data. Adaptation between these results is representative of the accuracy of the 
transfer matrix method. Finally, by employing the first natural frequency and the crack 
position, the crack depth will be obtained.  
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