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  1محمد عارفي
  دانشجوي دكترا

  
  
  
  
  
  
  

  2غلامحسين رحيمي
  دانشيار

 FGآناليز ترموالاستيك سيلندر جدار ضخيم 
  تحت فشار با استفاده از تئوري برشي مرتبه اول

 3براي يك سيلندر جدار ضخيم مدرجدر اين مقاله به بررسي تئوري برشي مرتبه اول 
معادلات تنش . تحت فشار هاي داخلي و خارجي و همچنين بار حرارتي پرداخته مي شود

كرنش درحالت كلي در دستگاه مختصات استوانه اي و با در نظر گرفتن كرنش حرارتي 
. دتنش ها و كرنش هاي بدست آمده در معادله انرژي قرار داده مي شو. بازنويسي مي شود

با وريشن گرفتن از رابطه انرژي نسبت به چهار متغير در نظر گرفته شده، روابط مورد نياز 
نتايج براي دو حالت بررسي . براي بررسي رفتار ترموالاستيك سيلندر استخراج مي شود

در حالت اول افزايش دما و در حالت دوم افزايش دما همراه با فشار داخلي در . مي شود
نتايج بدست آمده از اين مقاله با نتايج تئوري الاستيسيته مستوي . ي شودنظر گرفته م

نتايج بدست آمده نشان مي دهد كه در يك فشار معين، افزايش دما . مقايسه مي شود
  . مي شود  باعث كاهش شيب تغيير شكل شعاعي و يكنواخت شدن آن 

 

  
  تئوري برشي مرتبه اول، انرژيترموالاستيك، دما، فشار، سيلندر، : واژه هاي راهنما

  
  مقدمه  - 1

پوسته ها سـازه هـايي   . يكي از پركاربردترين دسته سازه ها در حيطه مهندسي مكانيك، پوسته ها مي باشند
با بررسي كتابها و متون مربوط به پوسـته هـا   . مي باشند كه نسبت ضخامت به شعاع انحنايشان كوچك باشد

دسته اول پوسته جدار نازك مي باشد . حالت كلي داراي دو دسته مي باشندمي توان فهميد كه پوسته ها در 
در اين دسته از پوسته هـا  . بكار مي روند) membrabe force(كه براي تحمل بارهاي داخل صفحه يا غشايي 
 اين تحليل براي پوسته، يك كرنش يا تغيير مكان و در نتيجه. از تئوري غشايي براي تحليل استفاده مي شود

دسـته دوم پوسـته هـاي جـدار     . يك نيروي يكنواخت در راستاي عمود بر ضخامت پوسته در نظر مـي گيـرد  
در اين نوع پوسته، تغيير شكل ها شامل تغيير شـكل هـاي محـوري و خمشـي مـي باشـد،       . ضخيم مي باشد

وم پوسـته هـا   در اين مقاله بـه بررسـي دسـته د   . بنابراين اين نوع پوسته ها براي تحمل خمش بكار مي روند
  .يعني پوسته هاي جدار ضخيم پرداخته مي شود

اين دسته از پوسته هـا در  . يكي از پركاربردترين هندسه براي پوسته ها، پوسته هاي استوانه اي مي باشد     
بنـابراين انجـام ايـن    . مخازن، راكتورها، مبدلها و ساير تجهيزات شـيميايي، هسـته اي و نظـامي كـاربرد دارد    

                                                                                                                                                          
                             gmail.com @63  Arefiدانشگاه تربيت مدرس  ، دانشكده فني مهندسي ،مهندسي مكانيكگروه  ا،دانشجوي دكتر 1
 Rahimi_gh@modares.ac.ir، دانشكده فني مهندسي، دانشگاه تربيت مدرس گروه مهندسي مكانيك ،دانشيار ،نويسنده مسئول 2
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تحقيق مي تواند راهگشاي ادامه تحقيقات بر روي بهينه سازي تجهيزات نظامي و شيميايي و افزايش مقاومت 
در اين مقاله اثر حرارت و فشار كه دو موضوع بسيار مهم در تحليل مخازن   مي . باشد FGآنها با كاربرد مواد 

  . باشند، بطور همزمان مورد بررسي قرار گرفته است
پوسته جدار نازك . ارد مذكور براي تحليل پوسته ها ابتدا بايد نوع تحليل و كاربرد آن تعيين شودبنابر مو     

مهم است و پوسته جدار ضخيم كه در آن هم نيروهاي  (membrane force)كه در آن نيروهاي داخل صفحه 
  .   داخل صفحه و هم ممان هاي خمشي داراي اهميت مي باشد

حل الاستيسيته را براي سيلندر جدار ضخيم متقارن محـوري تحـت فشـار داخلـي و      اولين بار، لامي يك     
با در نظر گرفتن تغيير شكل  1956نقدي و همكاران در سال  . [1]ساخته شده از مواد ايزوتروپيك انجام داد

سـال  ميرسكي و هرمـان در   [2].هاي برشي، پيشرفت موج در يك سيلندر را مورد تجزيه و تحليل قرار دادند
دهــه  رد.[3] ، بــا اســتفاده از تئــوري برشــي مرتبــه اول، مســئله بــالا را مــورد بررســي قــرار دادنــد  1958
ميلادي، يك گروه دانشمند ژاپني به سرپرستي يامانوچي و كويزومي، دسته اي از مواد را در آزمايشگاه 1980

پس از اين ابداع، تحقيقات بر . دايجاد كردند كه خاصيت آنها به طور پيوسته بر حسب مختصات تغيير مي كر
شـكلي كـاملا    21و ابتـداي قـرن    1990روي آناليز هاي حرارتي و ارتعاشي اين دسته از مواد از اواسط دهـه  

 . [4]منسجم به خود گرفت
،  حل دقيقي را براي مخازن استوانه اي و كـروي جـدار ضـخيم سـاخته     2001توتونچو و ازترك در سال      

آنها با اعمال فشار داخلي بر سيلندر و كره، تغيير مكان و تنش ايجاد شـده  .  [5]رائه كردندا FGشده از مواد 
 .    در سيلندر و كره را محاسبه و نتايج حاصل را با نتايج سيلندر و كره ايزوتروپيك مقايسه كردند

تحـت بارهـاي    FGM، به آناليز ترموالاسـتيك سـيلندر جـدار ضـخيم     2002جباري و همكاران در سال       
آنها تغيير خواص مواد بر حسب تغيير مكان را به صورت آكسي سيمتريك .  [6]حرارتي و مكانيكي پرداختند

آنها در ادامه معادله انتقال حرارت را حل كـرده و جـواب بدسـت    . و تابعي از مختصات شعاعي در نظر گرفتند
وژن بدست آمده با يافتن جوابهاي خصوصي و عمـومي  معادله ناوير غير هم. آمده را در معادله ناوير قرار دادند

  . به طور كامل حل شد
توسط وو و همكاران مورد بررسي قـرار   2004در سال  FGپايداري الاستيك سيلندر ساخته شده از مواد      

 روابط كرنش تغيير مكان را با استفاده از تئوري پوسته دونل و در ادامه روابط تـنش كـرنش را در  . [7]گرفت
آنها در ادامه با بدست آوردن مولفه هاي نيرو و ممان در سيلندر و با قـرار  . حضور بار حرارتي بازنويسي كردند

دادن مولفه هاي منتجه در روابط تعادل غير خطي دونل، سه رابطه تعادل نهايي را بر حسب سه مولفه تغييـر  
ه نهايي را بر حسب مولفه شعاعي سيلندر رابطه، رابط 3سپس با تركيب . مكان عمومي سيلندر بدست آوردند

با اعمال شرايط قبل از كمانش و حدس يك تابع براي مسئله، جواب نهايي را نسبت با پـارامتر  . بدست آوردند
  .  آنها در ادامه بار بحراني را براي افزايش يكنواخت دما بررسي كردند. مسئله مينيمايز كردند

رموالاسـتيك سـيلندر جـدار ضـخيم تحـت بـار مكـانيكي و حرارتـي         ، بـه بررسـي ت  2005شائو در سال      
آنها سيلندر را به تعداد زيادي لايه هموژن تقسيم كردنـد و معـادلات حـاكم را بـراي هـر لايـه،       . [8]پرداخت

جداگانه حل كرده و سپس شرايط مرزي را بين هر دو لايه و همچنـين بـراي لايـه هـاي داخلـي و خـارجي       
  .   بازنويسي كردند
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آنهـا در  . ، قناد و همكاران به آناليز عمومي سيلندر جدار ضخيم تحت فشار داخلي پرداختنـد 2007در سال  

مقاله خود، سيلندر با سه نمونه شرايط كرنش صفحه اي، تنش صفحه اي و دو سر بسته را مورد بررسي قـرار  
سـب ضـرائب نـاهمگني مختلـف     تحت فشار داخلـي و بـر ح   FGMآنها در ادامه به آناليز سيلندر .  [9]دادند

  .   [10]بدين منظور، تئوري برشي مرتبه اول مورد استفاده قرار گرفت. پرداختند
تحـت بـار حرارتـي و     FGM، به بررسي رفتـار ترموالاسـتيك سـيلندر    2008جباري و همكاران در سال      

براي شرايط حرارتـي مختلـف   را  FGMآنها در ابتدا توزيع حرارت حاكم بر سيلندر . [11]مكانيكي پرداختند
سپس با اعمـال توزيـع حـرارت در دو رابطـه تعـادل      .  در يك ميدان دو بعدي متقارن در سيلندر ارائه كردند

دو معادله ديفرانسيل جزئي ناوير غير . حاكم، دو معادله ناوير نهايي بر حسب دو متغير تغيير مكان بدست آمد
  .    شدندهمگن با يافتن حل هاي خصوصي و عمومي حل 

  
  فرمولبندي  -2

با الگو گرفتن از حل لامي مي تـوان بـه حـل مسـئله و     . هرمان استفاده مي شود-در اينجا از تئوري ميرسكي
فقط در ضرائب ظاهر خواهد شد و از جمع معـادلات خـارج    zدر اين روش متغير . تعيين فرم جوابها پرداخت

 . مي باشد) 1(در تئوري لامي، تغيير مكانها به شكل معادله . خواهد شد
)1(  2

1= +
cu c r
r

  
جمـع شـعاع لايـه    اين فاصله را مي توان به صورت حاصل . فاصله هر لايه سيلندر از محور مي باشدrكه      

  :نوشت) 2(به صورت رابطه  zو فاصله هر لايه نسبت به لايه مياني Rمياني
)2(  r=R+z  

  )3(و بسط تيلور خواهيم داشت) 1(با جايگذاري فرمول بالا در فرمول       
)3(  2

1 0 1(R+z) ...  
R+z

′ ′= + = + +
cu c c c z  

بنابراين هـر ميـدان   . هرمان شناخته مي شود -اين فرمولبندي به عنوان تئوري برشي مرتبه اول ميرسكي     
بـراي يـك   . تغيير مكاني را مي توان بر اساس تئوري تغيير شكل برشي با در نظر گرفتن دو متغير نمايش داد

شعاعي، ميدان كلي تغييـر مكـان را    استوانه با يك ميدان دو متغيره تغيير مكان شامل تغيير مكان محوري و
  . مي توان نشان داد 4به صورت رابطه 

)4(  φ
φ

⎧ ⎫⎫ ⎧ ⎫ ⎧
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎭ ⎩ ⎭ ⎩⎩ ⎭
x x

z z

u u
z

w w
  

دقت شود كه كليه توابـع در  . كه مولفه اول تغيير مكان محوري و مولفه دوم تغيير مكان شعاعي مي باشد     
با داشتن توابع تغيير مكان، مي توان مولفه هاي كـرنش را بـر اسـاس    . مي باشند xنظر گرفته شده فقط تابع 

  . محاسبه كرد 5رابطه 
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)5(  
  

2

φε

ε φ

φε

φγ ε φ

∂ ∂∂⎧ = = +⎪ ∂ ∂ ∂⎪
∂⎪ = =⎪ ∂

⎨ +⎪ = =
⎪ +
⎪ ∂ ∂ ∂∂⎪ = × = + = + +

∂ ∂ ∂ ∂⎩

x x
x

z
z z

z z
t

x z z
xz xz x

u u z
x x x
w
z

w w z
r R z

u w w z
z x x x

 

  )6. (اين معادلات در حضور دما بررسي مي شود. در ادامه به روابط تنش كرنش پرداخته مي شود     
  
  
)6(  
  

( )

( )

( )

2

σ σ σε α

σ σ σε α

σ σ σε α

τγ ε

− +⎧ = +⎪
⎪

− +⎪ = +⎪
⎨ − +⎪ = +
⎪
⎪
⎪ = =
⎩

x t z
x

z t x
z

t x z
t

xz
xz xz

v T
E

v T
E

v T
E

G

 

  :نمايش داد 7با انجام عمليات جبري، مي توان مولفه هاي تنش را بر حسب كرنش و به شكل رابطه      
  
  
  
)7(  
  

}{

}{

}{

}{

(1 ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

(1 ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

(1 ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

2(1 )

ασ ε ε ε

ασ ε ε ε

ασ ε ε ε

τ γ

⎧ = − + + −⎪ + − −⎪
⎪ = − + + −⎪ + − −⎪
⎨
⎪ = − + + −
⎪ + − −
⎪
⎪ =
⎪ +⎩

x x t z

t t x z

z z x z

xz xz

E TEv v
v v v

E TEv v
v v v

E TEv v
v v v

E
v

 

قابل محاسـبه   8با داشتن مولفه هاي متناظر تنش و كرنش، عبارت انرژي كرنشي بر واحد حجم از رابطه      
  :خواهد بود

  
  
)8(  
  

}{ }{ }{

2 2 2 2

1 1
2 2

1 1 2(1 )( ) 2 ( )
2 (1 )(1 2 ) 2

( )
2(1 2 )

ε σ σ ε σ ε σ ε τ γ

ε ε ε ε ε ε ε ε ε γ

α ε ε ε

= = + + +

⎡ − ⎤− + + + + + +⎢ ⎥+ − ⎦⎣

− + +
−

T
x x z z t t xz xz

x z t x z x t t z xz

x t z

u

E vv v
v v
TE

v

 

ترم اول انرژي ناشي از كرنش ها و تنش هـاي مكـانيكي   . اين انرژي را مي توان به دو قسمت تقسيم كرد     
انرژي كل سيستم با انتگرال گيري از عبارت بـالا در  . ترم دوم انرژي ناشي از ترم هاي حرارتي مي باشد. است

  . بدست مي آيد 9حجم مورد نظر از رابطه 
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)9( 
  

( )
2

2 2 2 2

( )0
2

( )
l2

S
( )0 0
2

2 ( )

1 2(1 )( ) 2 ( ) ( )
(1 )(1 2 ) 2

( )( ) [U ( ) (x)]
1 2

π

π ε ε ε ε ε ε ε ε ε γ

απ ε ε ε

−

−

= + → =

⎡ − ⎤= − + + + + + + +⎢ ⎥+ − ⎦⎣

− + + + = −
−

∫∫∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

V

h x
l

x z t x z x t t z xz
h x

h x
l

x t z T
h x

dV R z dzdx U udV

E vU v v R z dzdx
v v

TE R z dzdx x U dx
v

 

با قرار دادن مولفه هاي كرنش بر حسب تغيير مكان در رابطه بالا، عبارتهاي انرژي كرنش مكانيكي و      
  .قابل محاسبه خواهد بود 10حرارتي به ترتيب زير و بر اساس رابطه 

)1-10( 
  
)2-10( 

9

1
4

1

( ) ( ) ( ) ( , , , )                                

( ) ( ) ( ) ( , , , )                              

φ φ

φ φ

=

=

= → =

= → =

∑

∑

S i i i i x z
i

T i i i i x z
i

U A x f x f x f u w

U B x g x g x g u w
  

)به دليل طولاني بودن عبارتهاي بدست آمده، توابـع        ), ( ), ( ), ( )i i i iA x f x B x g x    در ضـميمه نشـان داده
  . مي شود

  
  محاسبه كار ناشي از فشار هاي داخلي و خارجي - 1 - 2

علامـت منفـي   . انرژي ناشي از فشار داخلي و خارجي برابر با حاصلضرب مقدار فشار در تغيير مكان مي باشـد 
عمل مـي   wكه در روابط فشار خارجي ايجاد مي شود به علت اينست كه فشار داخلي در جهت تغيير مكان 

ان عمل مي كند و بنابراين يك علامت منفي احتيـاج  در حاليكه فشار خارجي در جهت عكس تغيير مك.  كند
  . كار ناشي از فشار يكنواخت داخلي و خارجي را نشان مي دهد 11روابط . دارد

)1-11( 

)2-11( 

)3-11( 

1 20

1 0

2 0

[ ]                                       

2 ( ( ) ( ))                          
2 2

2 ( ( ) ( ))                    
2 2 2

φ

π

π

= +

= − − +

= − − − +

∫
l

z

i

i

W C w C dx

h hC P R P R

h h hC P R P R

  

  
  گرفتن از رابطه انرژي 1وريشن - 2 - 2

داخلي و خارجي از انرژي كرنشـي حرارتـي و مكـانيكي    انرژي كل سيستم برابر با تفاضل انرژي ناشي از فشار 
  )12. (سيستم مي باشد

                                                                                                                                                          
1 Variation 

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1389سال دوازدهم، شماره دوم، پاييز                          نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                           118

  
  
)12( 
  

0 0 0

9 4

1 1

1 2 1 0 2 0

( ) ( , , , , , , )  

= ( ) ( ),   ( ) ( )  

W = ,    2 ( ( ) ( )) ,     2 ( ( ) ( ))
2 2 2 2 2

φ φ

φ π π

= =

′= − − =

=

′ + = − − + = − − − +

∫ ∫ ∫

∑ ∑

l l l

S T x z x x

S i i T i i
i i

z i i

U U U dx W dx F u w x u w dx

U A x f x U B x g x

h h h h hC w C C P R P R C P R P R

 

)       13(رابطـه اويلـر را بـه شـكل رابطـه      . متغيـر مـي باشـد    4همانطور كه در قبل هم  بيان شد، مسئله شامل 
  .مي توان اعمال كرد

  
  
)13(  
  

( ) 0

( ) 0

     ( ) 0
( )

( ) 0
( )

φφ

φφ

∂ ∂ ∂⎧ − =⎪∂ ∂ ∂⎪
∂ ∂ ∂⎪ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂ ∂⎨ − =
∂⎪∂ ∂ ∂⎪ ∂

⎪
∂ ∂ ∂⎪ − =

⎪ ∂∂ ∂ ∂⎪ ∂⎩

x

x

xx

zz

F F
u x u
F F
w x w
F F

x
x

F F
x

x

  

  
  . نشان داده مي شود) 14(به صورت رابطه  Fكه تابع 

)14(  9 4

1 2
1 1

- -W= ( ) ( ) ( ) ( )  φ
= =

= − − −∑ ∑S T i i i i z
i i

F U U A x f x B x g x C w C  
  

با اين كار حجم زيادي ) 15.(عبارتهاي بدست آمده را مي توان بر حسب منتجه هاي نيرو و ممان نمايش داد
  . از فرمولها كاسته مي شود

  
  
  
  
)15(  
  

( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) ( ) ( )
2 2 2
( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) ( ) ( )
2 2 2

( )
2

( )
2

(1 ) ,    ,    (1 )

(1 ) ,    ,  (1 )         

(1 )   

θ θ

σ σ σ

σ σ τ

τ

− + +

− − −

+ + +

− − −

+

−

= + = = +

= + = = +

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

h x h x h x

x x t t z z
h x h x h x

h x h x h x

x x xz xz
h x h x h x

h x

Z xz
h x

z zN dz N dz N dz
R R

z zM zdz M zdz M z dz
R R

zQ dz
R

                                                                   

  

روابط اساسي كه بر رفتار ترموالاستيك سيلندر جدار ضخيم تحت فشارهاي داخلي و خارجي حاكم است، بـا  
  . استفاده از تئوري برشي مرتبه اول به صورت زير قابل بيان مي باشد
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)16(  
  

3 0

2

1 4
0

0

1[ ] ( ) [ ( ) ( )]
2 2 2

( )1 [ ] 0
2

( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ( ) ( )]
2 2 2 2 2θ

π

π

π π

∂⎧ =⎪ ∂⎪
∂⎪ − + = − − +⎪ ∂

⎨ ∂⎪ − + =
⎪ ∂
⎪ ∂⎪ + + + − = − − − +

∂⎩

x

t z i

z x

z zx i

N
x

h hN RQ B x P R P R
x

B xQ RM
R x

B x B x h h hRN M RM P R P R
x

  

  
)ه توابعك ) iB x  قابل تعريف مي باشد 17به صورت رابطه .  
  
  
  
  
)17(  
  

( )
2

1
( )
2
( )
2

2
( )
2
( )
2

3
( )
2
( )
2

4
( )
2

( , )( ) ( , ) ( , )( )
1 2

( , )( ) ( , ) ( , )( )
1 2

( , ) ( , ) ( , )( )  
1 2

( , ) ( , ) ( , )( )  
1 2

απ

απ

απ

απ

+

−

+

−

+

−

+

−

⎧
+⎪ =⎪ −

⎪
⎪
⎪

+⎪ =
⎪ −
⎪
⎨

=
−

=
−

∫

∫

∫

∫

h x

h x

h x

h x

h x

h x

h x

h x

x z R z E x z T x zB x dz
v

x z R z E x z T x zB x z dz
v

x z E x z T x zB x dz
v

x z E x z T x zB x z dz
v

                 
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

  

  
ملاحظه مي شود براي يك سيلندر كه اثرات دمايي مساوي صفر قرار داده شود  17همانطور كه در رابطه 

همان دستگاه و فشار خارجي برابر با صفر باشد دستگاه معادلات بدست آمده ) افزايش دما برابر با صفر باشد(
سيستم معادلات بالا را مي توان بر حسب چهار متغير در نظر گرفته . مي باشد [10]معادلات مقاله مرجع 

با اين كار يك سيستم معادلات مرتبه دوم چهار متغيره خواهيم داشت كه براي يك سيلندر . شده نمايش داد
  . ايش خواهد بودقابل نم 18نباشد، به صورت رابطه  xكه توزيع خواص آن تابع 

  
)18(  { } [ ]

2

1 2 32[ ] { } [ ] { } [ ]{ } { }             φ φ+ + = → = T
x z

d dG X G X G X F X u w
dx dx

  
  

  . با مقداري عمليات جبري بر روي ماتريس ها، مي توان آنها را به شكل زير نمايش داد
  
)1-19( 1 2

2 3
1

 0                               
(1 )                  (1 )     
(1 )              (1 )           
 0                                   0 
0                                    0         

− −⎡
⎢ − −⎢=
⎢
⎢
⎣

v A v A
v A v A

G

   0 

 0                                  0            

(1 2 ) (1 2 )
            1 22 2

(1 2 ) (1 2 )
            2 32 2

− −

− −

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

v v
A A

v v
A A

  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1389سال دوازدهم، شماره دوم، پاييز                          نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                           120

  
  
)2-19( 

4 6 1

1 6
2 4 6 1

1 6 2 9 2

0                      0                                   ( + ) 
0                        0 (1 2 )- +   (1 2 ) 2                 - +

2
(1 2 )( + )         - ( + )   

2

⎡
⎢
⎢ −
⎢ −= −⎢
⎢

−⎢− +⎢⎣

vA v A A
v A vAvG vA vA A

vv A A v A A A

2 2 9

(1 2 )   - + ( ) 
2

   0                                       0          
    0                                   0

⎤
⎥− ⎥+
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

v A v A A 

  
  
)3-19( 

1
3

0                            0                  0                              0 
(1 2 )             0                    -   

2
0                           0
0                            0    

⎡
⎢ −⎢

= ⎢
⎢
⎢
⎢⎣

v A
G

5 7 4

7 4 8 1 6

 
  0                               0

            -(1 )                  -(1 ) -  
   -(1 )                -(1 )( ) 2

⎤
⎥
⎥
⎥− −
⎥

− − − + − ⎦

v A v A vA
v A vA v A A vA

 

  
  
)4-19( 

1

2

3 1

1 4 2

( )1
2

( )1
2

( ) ( )
2

( ) ( ) ( )
2 2

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥

∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥− +
⎣ ⎦

B x
x

B x
xF

B x C x

B x B x C x

  

  
مي  FGمعادلات و ماتريس هاي بالا كامل ترين معادلات حاكم استخراج شده براي بررسي رفتار سيلندرهاي 

براي مقايسه نتايج حاضر با نتايج قبلي يكي از ماتريس هاي بالا و ماتريس نيرو براي يك استوانه . باشد
  . ايزوتروپيك محاسبه مي شود

  
  
)1-20( 3

               0                              0 
0                            0               

(1 2 )0                    -   
2

0                           0
0                            0    

⎡
⎢ −⎢

= ⎢
⎢
⎢
⎢⎣

v Rh
G 0 0

i i

20 0

i i

 

  0                               0

            -(1 )ln                  (1 ) ln  
r r

   (1 ) ln                -(1 ) ln  
r r

⎤
⎥
⎥
⎥

− − − − ⎥
⎥
⎥

− − − − ⎥
⎦

r rv h v R

r rh v R v R

 

  
  
  
)2-20( 0

0

 

0 0
0 0

h ( ( ) ( ))2(1 2 ) 2 2

[ ( ) ( )]
2(1 2 ) 2 2 2

α

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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همانطور كه ملاحظه مي شود با صفر قرار دادن افزايش دما و فشـار خـارجي، معـادلات بدسـت آمـده همـان       
 .خواهد بود [10]معادلات مقاله مرجع 

  
 نتايج عددي و مقايسه -3

حالتهاي مختلف بررسي مي شود و نتايج بدست آمـده بـا نتـايج    در اين قسمت نتايج آناليز ترمو الاستيك در 
شـده   1در اين مقاله فرض مي شود كه فقط مدول الاستيسيته در جهت شعاعي مدرج. قبلي مقايسه مي شود

  . باشد
)21(  ( ) ( )= += ⎯⎯⎯⎯→ = +n ni

i n
i i

r R z ErE E E R z
r r

  

 :شعاع داخلي و خارجي و مياني به ترتيب برابر است با
)22(  00.04  , b= 0.06 ,  R=0.05ia r m r m= = =  

  .ساير مقادير عددي به صورت زير در نظر گرفته مي شود
)23(  11 -62 10  , =5 10  ,  =0.3  iE vα= × ×  

  
  بررسي نتايج فقط در حضور دما  - 1 – 3

تنها اثر دما در اين قسمت مد نظر . در اين قسمت فشار داخلي و خارجي برابر با صفر در نظر گرفته مي شود
نمودار تغيير مكان شعاعي در راستاي ضخامت سيلندر ترسيم شده  n=1به عنوان مثال براي . قرار مي گيرد

  . تي گراد ترسيم شده استدرجه سان 100و  50، 20، 10اين نمودار براي افزايش دماي ) 2شكل .(است
 2ملاحظه مي شود، افزايش دما اثر خطي بر تغيير مكان شـعاعي دارد يعنـي بـا     2همانطور كه در نمودار     

اثـر   3نمـودار  . برابر شدن افزايش دماي يكنواخت، تغيير مكان شعاعي نيز به همان ضريب افـزايش مـي يابـد   
  .ضريب ناهمگني را براي يك افزايش دماي يكسان نشان مي دهد

   
  ررسي نتايج در حضور دما و فشار داخلي ب - 2 – 3

 100و  10هاي مختلف و براي دو مقدار افزايش دمـاي   nدر اين قسمت، تغيير مكان شعاعي سيلندر به ازاي 
تغيير مكان شعاعي سيلندر در راستاي ضخامت را به ترتيب بـراي    5و  4شكل هاي . درجه محاسبه مي شود
  .  مگا پاسگال را نشان مي دهد 80سانتيگراد و با فشار داخلي  درجه 100و  10افزايش دماي يكنواخت 

همانگونـه كـه   . با مقايسه دو نمودار مي توان اثر افزايش يكنواخت دما را بر روي تغيير مكان شعاعي يافت     
درجه سانتيگراد، تغييـر مكـان شـعاعي در لايـه خـارجي بـه        100به  10ملاحظه مي شود، با افزايش دما از 

در نتيجه از شيب منفي نمودار تغيير مكان شعاعي بـا افـزايش   . ب بيشتر از لايه داخلي سيلندر مي باشدمرات
  . دما كاسته مي شود

ايـن  . فقط تحت فشار داخلي نشان داده مي شـود  FGتغيير مكان شعاعي در سيلندر  6در نمودار شماره      
  . كاملا يكسان مي باشد [10]نمودار با نمودار مرجع 

                                                                                                                                                          
1Graded 
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  1برآورد نتايج با استفاده از تئوري الاستيسيته مستوي - 3 – 3
به منظور مقايسه نتايج مقاله حاضر با نتايج بدست آمده از تئوري الاستيسيته مستوي، در اين قسـمت نتـايج   

رابطه ديفرانسيلي حاكم و حل آن براي رفتار يك سيلندر مدرج با استفاده از  [6]. مقاله مرجع ارائه مي شود
  مي باشد 24تئوري الاستيسيته مستوي به صورت معادلات 

)1-24(  
)2-24(  1 2

1 1 1

' '
1 2

1 1( 1)   
1 1

         η η

α+ +′′ ′+ + − =
− −

= + = + +g p p

m vm mvu u u T
r v v r

u u u B r B r u
  

'كه       '
1 2,B B1.ثابت هاي انتگرال گيري اند 2,η ηبا اعمال شرايط مرزي . مي باشد 2ريشه هاي رابطه مشخصه

  . جواب مسئله قابل ترسيم و مقايسه مي باشد 24-3بر تغيير شكلها به صورت رابطه 
)3-24(  i

o

      r=r
.

0          r=r
σ
σ

= −⎧
⎨ =⎩

r i

r

P
B C  

تئوري (با محاسبه ثوابت انتگرال گيري نتايج بدست آمده از تئوري الاستيسيته مستوي با نتايج حاضر      
نتايج دو تئوري را براي يك سيلندر كاملا  7شكل شماره . مقايسه مي شود) ه اولتغيير شكل برشي مرتب
اين شكل نشان مي دهد كه . درصد اختلاف بين دو نتيجه را نشان مي دهد 8شكل  . مشابه نشان مي دهد

ف اختلا. درصد و در ميانه ديواره سيلندر اتفاق مي افتد 5,88بيشترين درصد اختلاف بين دو تئوري حدود 
در . مي باشد 4بوجود آمده بين نتايج حاصل از دو تئوري ناشي از فرض تغيير شكل اعمال شده در رابطه 

در حاليكه . تئوري تغيير شكل برشي، فرض مي شود كه تغيير شكل تابعي خطي از موقعيت شعاعي مي باشد
همانطور كه ملاحظه مي شود  .در تئوري الاستيسيته مستوي، تغيير شكل از حل رابطه تعادل بدست مي آيد

  .   اختلاف بين نتايج در دو انتها به حداقل مي رسد
 

  ه گيريبحث و نتيج-4
 .نتايجي كه از اين مقاله قابل استخراج مي باشد را مي توان به صورت زير دسته بندي كرد

در اين مقاله فرمولبندي ترموالاستيك سيلندر جدار ضخيم تحت فشار و بر اساس تئوري برشي  - 1
در مقالات قبلي اثر بار حرارتي بر رفتار الاستيك در نظر گرفته نشده بود . مرتبه اول ميرسكي هرمان ارائه شد

  . و در اين مقاله براي اولين بار اينكار انجام شد
فرمولبندي كلي براي بررسي رفتار ترموالاستيك سيلندر تحت فشار در قسمت اول به يافتن يك  - 2

. بدست آمد 2مجهول از مرتبه  4معادله و  4در نهايت، معادلات بدست آمده شامل يك دستگاه . پرداخته شد
براي بررسي بيشتر و . درستي نتايج حاضرتاييد شد و مقايسه شد [10]با معادلات مرجع  حاصلمعادلات 

  [10]. مقايسه شد) تئوري الاستيسيته مستوي(نتايج با نتايج قبلي اين دقيقتر و مقايسه، 
در حالت اول فقط اثر افزايش دما بر . معادلات بدست آمده در دو حالت مورد بررسي قرار گرفت - 3

نتايج . ر افزايش دما، فشار داخلي نيز بر سيلندر اعمال شددر حالت دوم علاوه ب. تغيير شكلها مطالعه شد

                                                                                                                                                          
6 Plane Elasticity Theory 
7 Characteristic equation 

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  123                                                                                    ... تحت فشار FG آناليز ترموالاستيك سيلندر جدار ضخيم
 

حاصل نشان مي دهد كه افزايش دما در يك فشار معين، شيب تغيير شكل شعاعي را كاهش مي دهد و براي 
  .  بعضي مقادير ضرايب ناهمگني، تغيير شكل كاملا يكنواخت مي شود

  
  مراجع

 
[1] Timoshenko, S.P., "Strength of Materials", Part II (Advanced Theory and Problems), 3 rd 

ed, New York, Van Nostrand Reinhold Co, (1976). 
 
[2] Naghdi, P.M., and Cooper, R.M., "Propagation of Elastic Waves in Cylindrical Shells 

Including the Effects of Transverse Shear and Rotary Inertia", J. Acoustical Sc. America; 
Vol. 28, No. 1, pp. 56-63, (1956). 

 
[3] Mirsky, I., and Hermann, G., "Axially Motions of Thick Cylindrical Shells", J. Appl. 

Mech, Vol. 25, pp. 97-102, (1958). 
 
[4] Yamanouchi, M., Koizumi, M., and Shiota, I., Proceedings of the First International 

Symposium on Functionally Gradient Materials, Sendai, Japan, (1990). 
 
[5] Tutuncu, N., and Ozturk, M., "Exact Solution for Stresses in Functionally Graded Pressure 

Vessels Composites", Part B, (Engineering), Vol. 32, pp. 683-686, (2001). 
 
[6] Jabbari, M., Sohrabpour, S., and Eslami. M.R., "Mechanical and Thermal Stresses in a 

Functionally Graded Hollow Cylinder Due to Radially Symmetric Loads", International 
Journal of Pressure Vessels and Piping, Vol. 79, pp. 493–497, (2002). 

 
[7] Lanhe, W., Zhiqing, J., and Jun, L., "Thermoelastic Stability of Functionally Graded 

Cylindrical Shells", Composite Structures, Vol. 70, pp. 60–68, (2005). 
 
[8] Shao, Z.S., "Mechanical and Thermal Stresses of a Functionally Graded Circular Hollow 

Cylinder with Finite Length", International Journal of Pressure Vessels and Piping, Vol. 
82, pp. 155–163, (2005). 

 
مهدي قناد و غلامحسين رحيمي و سيامك اسماعيل زاده، حل عمومي استوانه هاي جدار كلفت متقارن  [9] 

 ).1387(بر مبناي تئوري الاستيسيته مستوي، مجله فني و مهندسي مدرس،  FGمحوري از مواد 
  

مهدي قناد و غلامحسين رحيمي و سيامك اسـماعيل زاده، حـل عمـومي اسـتوانه هـاي جـدار كلفـت         [10]
  ).1387(بر مبناي تئوري تغيير شكل برشي، مجله فني و مهندسي مدرس، FGمتقارن محوري از مواد 

 
[11] Jabbari, M., Bahtui, A., and Eslami, M.R., "Axisymmetric Mechanical and Thermal 

Stresses in Thick Short Length FGM Cylinders", International Journal of Pressure 
Vessels and Piping, Vol. 86, pp. 296–306, (2009). 

 
 

  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1389سال دوازدهم، شماره دوم، پاييز                          نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                           124

  انگليسيفهرست نمادهاي 
r: شعاع هر لايه سيلندر  
z :هر لايه سيلندر نسبت به لايه مياني موقعيت  
R :شعاع لايه مياني سيلندر  

xu :مولفه محوري تغيير شكل  
zw :مولفه شعاعي تغيير شكل  

u : تغيير شكل محوري) جابجايي(مولفه انتقالي  
w:  تغيير شكل شعاعي) جابجايي(مولفه انتقالي  
T :افزايش دما  
U :انرژي كل  
u :انرژي بر واحد حجم  

dV : المان حجمي(ديفرانسيل حجم(  
( )h x : سيلندرضخامت  

SU ( )x : ترم مكانيكي انرژي كرنشي  
( )TU x :ترم حرارتي انرژي كرنشي  
( )if x :تابع عمومي از مولفه هاي تغيير شكل و چرخش در ترم مكانيكي انرژي  
( )iA x : مكانيكي انرژيتابع خواص عمومي  در ترم  
( )ig x :تابع عمومي از مولفه هاي تغيير شكل و چرخش در ترم حرارتي انرژي  
( )iB x :تابع خواص عمومي  در ترم حرارتي انرژي  
G :مدول برشي  
E :مدول الاستيسيته  

iP :ر داخليفشا  
0P :فشار خارجي  

W :كار خارجي در اثر فشار هاي خارجي  
1C :نيروي عمومي  
2C :ممان عمومي  

F :تابع پتانسيل عمومي  
xN :منتجه نيروي محوري  
tN :منتجه نيروي مماسي  
zN :منتجه نيروي شعاعي  
xM :منتجه ممان محوري  

Mθ :منتجه ممان مماسي  
xzM :منتجه ممان برشي  
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ZQ :منتجه تنش هاي برشي  
{ }X :بردار عمومي تغيير شكل  

1[ ]G : 4ماتريس   خواص مكانيكي ×4
2[ ]G : 4ماتريس   خواص مكانيكي ×4
3[ ]G : 4ماتريس   خواص مكانيكي ×4

{ }F :بردار نيروي عمومي مكانيكي و حرارتي  
iE :مدول الاستيسيته در سطح داخلي سيلندر  
a وir :شعاع داخلي سيلندر  
b وor :شعاع خارجي سيلندر  
1,n m :انديس نا همگني  
  

  نمادهاي يونانيفهرست 
xφ :مولفه چرخشي تغيير شكل محوري  
zφ :مولفه چرخشي تغيير شكل شعاعي  
xε : محوريكرنش  
zε :كرنش شعاعي  
tε :كرنش مماسي  

xzε :كرنش برشي  
xσ :تنش محوري  
zσ :تنش شعاعي  
tσ :تنش محوري  

xzτ :تنش برشي  
α :ضريب انبساط حرارتي  
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  :  1ضميمه
اين روابط به دليل طـولاني بـودن در مـتن اصـلي     . در اين قسمت توابع ياد شده در متن اصلي ارائه مي شود

  . ارائه نشده است
( )
2

2 2 2 2
1 1

( )
2

( , )( ) 1 2( ) ,  f (1 )[ ( ) ] 2 [ ( )] [ ( ) 2 ]
(1 )(1 2 ) 2

h x

z z x x
h x

E x z R z u u v w wA x dz v v
v v x x x x

π φ φ φ φ
−

−

+ ∂ ∂ − ∂ ∂
= = − + + × + + +

+ − ∂ ∂ ∂ ∂∫
( )
2

2 2
( )
2

( , ) ( ) 1 2( ) ,  f (1 )[2 ] 2 [ ] [2 2 ]
(1 )(1 2 ) 2

h x

x x z z
z x

h x

E x z z R z u v wA x dz v v
v v x x x x x x

φ φ φ φπ φ φ
−

−

∂ ∂ ∂ ∂+ ∂ − ∂
= = − + + +

+ − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫
( )

22
2 2

3 3
( )
2

( , ) ( ) 1 2( ) ,  f (1 )[( ) ] [( ) ]
(1 )(1 2 ) 2

h x

x z

h x

E x z z R z vA x dz v
v v x x

φ φπ
−

−

∂ ∂+ −
= = − +

+ − ∂ ∂∫  

( )
2

4 4
( )
2

( , )( ) ,  f 2 [ ]
(1 )(1 2 )

h x

z
h x

E x z uA x dz v w w
v v x

π φ
−

−

∂
= = +

+ − ∂∫  

( )
2

2
5 5

( )
2
( )
2

2
6 6

( )
2

( , )( ) ,  f (1 )[ ]
( )(1 )(1 2 )

( , )( ) ,  f 2 [ ]
(1 )(1 2 )

h x

h x

h x

x
z z

h x

E x zA x dz v w
R z v v

E x z z uA x dz v w
v v x x

π

φπ φ φ

−

−

−

−

= = −
+ + −

∂ ∂
= = + +

+ − ∂ ∂

∫

∫

  

( )
2

7 7
( )
2
( )

22
2

8 8
( )
2

( , )( ) ,  f (1 )[2 ]
( )(1 )(1 2 )

( , )( ) ,  f (1 )[ ]
( )(1 )(1 2 )

h x

z
h x

h x

z
h x

E x z zA x dz v w
R z v v

E x z zA x dz v
R z v v

π φ

π φ

−

−

−

−

= = −
+ + −

= = −
+ + −

∫

∫

  

( )
22

9 9
( )
2

( )
2

1 1
( )
2

( , )( ) ,  f 2 [ ]
(1 )(1 2 )

( , )( ) ( , ) ( , )( ) ,    
1 2

h x

x
z

h x

h x

z
h x

E x z zA x dz v
v v x

x z R z E x z T x z uB x dz g
v x

φπ φ

απ φ

−

−

+

−

∂
= =

+ − ∂

+ ∂
= = +

− ∂

∫

∫
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( )
2

2 2
( )
2
( )
2

3 3
( )
2
( )
2

4 4
( )
2

( , )( ) ( , ) ( , )( ) ,    
1 2

( , ) ( , ) ( , )( ) ,    
1 2

( , ) ( , ) ( , )( ) ,    
1 2

h x

x

h x

h x

h x

h x

z
h x

x z R z E x z T x zB x z dz g
v x

x z E x z T x zB x dz g w
v

x z E x z T x zB x z dz g
v

φαπ

απ

απ φ

+

−

+

−

+

−

∂+
= =

− ∂

= =
−

= =
−

∫

∫

∫

  

  
  

  شكلها
  

  
نمونه شماتيك يك سيلندر جدار ضخيم تحت فشار داخلي -1شكل   
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  و بر حسب افزايش دماي مختلف 1تغيير شكل شعاعي سيلندر براي ضريب ناهمگني  - 2شكل 

  
  
  

 
  درجه و بر حسب دو ضريب ناهمگني مختلف 100مقايسه تغيير شكل هاي شعاعي براي افزايش دماي  -3شكل 
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ال براي ضرايب مختلف مگاپاسگ 80درجه و فشار داخلي  10توزيع تغيير شكل شعاعي براي افزايش دماي  - 4شكل 

  ناهمگني
  
  

 
مگاپاسگال براي ضرايب مختلف  80درجه و فشار داخلي  100وزيع تغيير شكل شعاعي براي افزايش دماي ت - 5شكل 

  ناهمگني
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  مگاپاسگال براي ضرايب مختلف ناهمگني 80توزيع تغيير شكل شعاعي بدون افزايش دما و همراه فشار داخلي  -  6شكل 

 
 

 
  )جباري و همكاران(مقايسه نتايج حاضر با نتايج الاستيسيته مستوي  -7شكل 
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 [6]درصد اختلاف نتايج حاضر با نتايج مرجع  -8شكل  
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Abstract  
 
Thermo elastic analysis of a functionally graded cylinder under internal pressure using the 
first order shear deformation theory (FSDT) is investigated analytically in the present paper. 
Energy method is employed to derive four differential equations of order two. The 
distribution of the displacement for different values of non-homogenous index (n) is 
investigated in the present paper. The obtained results can be classified in two states     (the 
first state includes the temperature rising only and the second state includes the concurrent 
temperature and pressure). Simultaneously effect of the temperature rising and the inner 
pressure are studied on the deformation of cylinder. The obtained results are compared with 
the results of the plane elasticity theory. This comparison shows that the difference between 
two methods is about 6%.                        
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