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3محمد جواد خوش گفتار  

 كارشناس ارشد

فرمولبندي عمومي براي آناليز ترموپيزوالكتريك 
يك سازه ساخته شده از مواد مدرج الكتريكي با 

  از روش انرژياستفاده 
مقاله حاضر به مطالعه ترموالاستيك يك سازه ساخته شده از مواد مدرج الكتريكي با 

 4سازه مورد نظر تحت بار حرارتي، خارجي و جسمي. استفاده از روش انرژي مي پردازد
كاربرد روش انرژي در آناليز عمومي سازه هاي پيزوالكتريك براي اولين بار در . مي باشد

عبارت انرژي با ترم هاي كلاسيك توانايي پيش . مورد بررسي قرار مي گيرداين مقاله 
بيني رفتار ترموالاستيك يك سازه دلخواه را مانند روش هاي قبلي مانند روش تعادل 

روش حاضر ترم جديدي را براي پيش بيني صحيح رفتار ترموالاستيك سازه هاي . ندارد
اين ترم بيانگر انرژي لازم براي . ارائه مي كند 5مدرج پيزوالكتريك بنام ترم انرژي افزوده

افزايش دماي آن قسمت از سازه است كه در اثر بارهاي مكانيكي و حرارتي افزايش پيدا 
معادلات حاكم بر . ساير ترمهاي انرژي مانند قبل در نظر گرفته مي شود. كرده است

نهايي سيستم شامل معادلات معادلات . سيستم با استفاده از روابط اويلر استخراج مي شود
فرآيند استخراج معادلات نهايي سيستم نشان مي دهد كه . تعادل و ماكسول خواهد بود

معادله ماكسول كه در مقالات قبلي بصورت معادله اي مستقل در نظر گرفته مي شد از 
درستي كاربرد روش جديد با ترم . فرم عمومي فانكشنال سيستم قابل استخراج مي باشد

  . نظر گرفته شده با بررسي يك نمونه كاربردي مورد بررسي قرار مي گيرددر 
                          

 
   پيزوالكتريك، سيلندر جدار ضخيم، مواد مدرج، روش انرژي، فانكشنال: ه هاي راهنماواژ
  
  مقدمه -1

بسيار ريز را جذب ذرات مردمان هند در زمانهاي دور متوجه وجود موادي شدند كه در اثر گرم شدن توانايي 
بررسي ها . معروف شدند 6سيلانبه مغناطيس  ياروپايتوسط تجار  اين مواد پس از انتقال به اروپا. داشتند

 1880پاريس و در سال توسط پير و ژاكوس كوري در  به صورت مستند مواد پيزوالكتريك نشان مي دهد كه
به به معناي فشار گرفته شده است كه در واقع لغت پيزوالكتريك  7لغت پيزو از لغت يوناني پيزن.كشف شدند

                                                                                                                                                        
     rahimi_gh@modares.ac.ir  گروه مهندسي مكانيك دانشگاه تربيت مدرس ،دانشيار ،نويسنده مسئول 1
 arefi63@gmail.com  گروه مهندسي مكانيك، دانشگاه تربيت مدرس،دانشجوي دكتري 2
      mj.khoshgoftar@gmail.com دانشجوي دكتري، گروه مهندسي مكانيك، دانشگاه تربيت مدرس  3

4 Body Force 
5 Additional Energy 
6 Ceylon Magnet 
7 Piezen 
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مواد پيزوالكتريك . الكتريسيته را نشان مي دهدو  )كرنش مكانيكي( كه تقابل فشاراطلاق مي شود  موادي
اين مواد مي توانند در . العاده اي به خصوص در صنايع و تجهيزات اندازه گيري دارندكاربردهاي صنعتي فوق 

بررسي روابط به اين دليل، مقاله حاضر به  .ساخته شوندو پوسته  ارهاي مختلفي نظير ديسك، سيلندرساخت
دلخواه براي يك سازه تغيير مكان و پتانسيل الكتريكي  ،)حرارتي و مكانيكي و جسمي(بين بار خارجي 

  . ز مواد مدرج الكتريكي مي پردازدساخته شده ا
در بين . تقسيم بندي مي شوددر حالت كلي روش حل مسايل به سه دسته تحليلي، عددي و آزمايشگاهي 

 .مسايل و پديده هاي فيزيكي خواهد بودپارامتري  تحليلبهترين روش براي اين سه روش، روش تحليلي 
معادلات ديفرانسيل سيستم . ي تقليل مي يابدسيستم معادلات ديفرانسيلروش تحليلي در اكثر اوقات به 

به (. حاصل مي شوداصول فيزيكي و يا ساير مستقيما با كاربرد معادلات تعادل براي مولفه هاي فيزيكي 
استخراج  از طرف ديگر. )در يك سازه جامد الاستيكمعادلات تعادل براي مولفه هاي تنش  مثال، عنوان

بين مولفه ل معادلات تعادل به بررسي تعاد .نيز امكانپذير خواهد بود كاربرد روش انرژيمعادلات سيستم با 
به علت پيچيدگي المان در يك سازه  .از سازه مورد نظر مي پردازدهاي تنش و نيروي جسمي در يك المان 

ژي توانايي استخراج روش انر. معادلات تعادل در اين سيستم ها قابل كاربرد نمي باشد، با ضخامت متغير
 سازه هاي ه زيادي ازتدس روابط تعادل برايبنابراين . دارد نيز معادلات براي يك سازه با ضخامت ناهمگن را

مطالعه حاضر فرمولبندي عمومي براي آناليز ترموپيزوالكتريك يك . متغير قابل كاربرد نخواهد بودبا ضخامت 
به عنوان يك نمونه عملي و كاربردي، آناليز . سازه دلخواه ساخته شده از مواد مدرج الكتريكي را ارائه مي كند

  .  يك سيلندر دوار ساخته شده از مواد مدرج الكتريكي مورد بررسي قرار مي گيرد
او از . ]1[د ئه كراتحت فشار داخلي و خارجي را ارجدارضخيم يك سيلندر قيق حل د 1852لامي در سال 

ايزوتروپيك و متقارن مورد نظر به صورت  سيلندر. معادلات تعادل در دستگاه مختصات استوانه اي بهره برد
مخازن شده در ادامه و در حال حاضر به منظور حل سريع و ساده حل ارائه . محوري در نظر گرفته شده بود

. فشار مورد استفاده قرار مي گيرد و بهمين دليل در هندبوك هاي طراحي مورد استفاده قرار مي گيردتحت 
توسط  2002سال بر اساس معادلات تعادل در فضاي سه بعدي در جدارضخيم آناليز پيزوالكتريك يك كره 
پيزوالكتريك را در سال يك سيلندر آناليز ديناميك في و همكاران  پنگ. ]2[چن مورد بررسي قرار گرفت

تنش مورد با در نظر گرفتن تمام مولفه هاي سيلندر را در حالت كلي  اآنه. ]3[مورد بررسي قرار دادند 2004
بار و ميدان الكتريكي ارتباط بين پيش بيني يك ابزار مناسب براي آناليز انجام گرفته . بررسي قرار دادند

انجام  2005توسط چن و شاي در سال توخالي آناليز ترمو پيزوالاستيك يك سيلندر . ايجاد كردمكانيكي 
 2007سيلندر و كره ساخته شده از مواد مدرج توسط داي در سال الكترومگنتوالاستيك  آناليز. ]4[گرفت

پتانسيل الكتريكي توزيع تنش،  الكتريكي مشخص مي توان با اعمال بار مكانيكي و او نشان داد كه. ارائه شد
فرمولبندي كانگ . ]5[دكنترل كرالكتريكي بردار مغناطيسي را در يك سازه ساخته شده از مواد مدرج و 

او از روش تعادل براي . ]6[ارائه دادبا انحنا و ضخامت متغير را  متقارن محوري پوستهيك عمومي براي 
صرفنظر كرد چرا كه با در واقع او از اثر ضخامت متغير بر سازه . رسيدن به معادلات نهايي سيستم بهره برد
حل و چن بابايي . بر سيستم رسيد و بايد از روش انرژي بهره برد معادلات تعادل نمي توان به معادلات حاكم

ارائه  ،و دوار را كه از مواد ارتوتروپيك ساخته شده بوديك سيلندر با طول بي نهايت  مگنتوالاستيك دقيق
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تنش هاي سرعت زاويه اي بر آنها به مطالعه اثر . مغناطيس شده بوددر جهت شعاعي  رسيلند. ]7[دندكر
 گره 8مدل سه بعدي و خطي براي يك المان پيزوالكتريك با يك داوود اش. شعاعي و مماسي پرداختند

و با انجام يك حل عددي  يزوتروپيك در نظر گرفتاو مدل را ا. ]8[توسعه داد 2008در سال  را مكعبي
آناليز خوش گفتار و همكاران  .را مورد بررسي قرار دادعملگر يك ظرفيت الكتريكي و تحريك پذيري 

يكي و الكتريكي را به صورت آنها تمام خواص مكان. ارائه كردند 2009ترموالاستيك سيلندر مدرج را در سال 
  .]9[متغير و بر اساس يك تابع تواني در نظر گرفتند

همه جانبه پيرامون كاربرد روش انرژي هنوز هيچ گزارش مستند و مطالعه كارهاي گذشته نشان مي دهد كه 
بر اين اساس تحقيق . ارائه نشده استيك سازه ساخته شده از مواد مدرج الكتريكي براي آناليز ترموالاستيك 

كاربردي، به عنوان يك نمونه . ساخته شده از مواد مدرج مي پردازديك سازه آناليز ترموالاستيك حاضر به 
نتايج  امورد بررسي قرار مي گيرد و نتايج بدست آمده ب آناليز ترموالاستيك يك سيلندر مدرج الكتريكي

  . قبلي مقايسه مي شود
  
  آناليز پيزوترموالاستيك يك سازه دلخواه با استفاده از روش انرژي- 2

تغيير مكان و در ادامه روابط بررسي روابط  ،، ابتدايي ترين روابطمحيط هاي پيوسته مكانيكبر اساس روابط 
بر . سه بعدي موجود مي باشددر حالت كلي سه مولفه تغيير مكان در فضاي . تغيير مكان مي باشد-كرنش

  .]10[شود ارائه مي )1- 1(تانسور كرنش بر اساس رابطه ته، اساس روابط عمومي مكانيك محيط هاي پيوس
)1-1(  }{ 1 { ( ) }

2
Tu uε = ∇ + ∇

uv uv 

مولفه هاي تانسور كرنش در . تغيير مكان است كه در حالت كلي داراي سه مولفه مي باشدبردار  uكه 
   .نمايش داده مي شود) 1-2(دستگاه مختصات كارتزين به صورت رابطه 

 )2-1( 1 { }
2

ji
ij

j i

uu
x x

ε
∂∂

= +
∂ ∂

 

يك ميدان پتانسيل الكتريكي، سازه بنابراين با اعمال . سازه مورد نظر از جنس مواد پيزوالكتريك مي باشد
Eميدان الكتريكي. مي شوددچار تغيير شكل مكانيكي 

ur از منفي ديورژانس تابع پتانسيل الكتريكي ϕ  بدست
و اين رابطه در ) 2-1(و پتانسيل الكتريكي به صورت رابطهميدان الكتريكي بين  كلي در نتيجه رابطه. مي آيد

  . بيان مي شود )2-2( دستگاه مختصات كارتزين به صورت رابطه
)1-2( 
)2-2(  

}{

i
i

E

E
x

ϕ

ϕ

= −∇

∂
= −

∂

uv

  

كي يالكترمقدار پتانسيل جهت ميدان الكتريكي در جهت كاهش علامت منفي بر اين نكته تاكيد مي كند كه 
ترموالكترومكانيكال، بين مولفه هاي مكانيكي، الكتريكي و حرارتي تنش روابط زير در يك محيط . است

  . برقرار است

)3( ) ) )ij ij m ij e ij T

ij ijkl kl ijk k ijC e E T

σ σ σ σ

σ ε β

= + +

= − −
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. حرارتي استعبارت تنش متشكل از سه دسته مولفه هاي مكانيكي، الكتريكي و همانطور كه اشاره شد، 
 .قابل كاربرد خواهد بودبراي هر دستگاه مختصات با قرار دادن مولفه هاي مناسب در آن دستگاه ) 3( رابطه

 81است كه در حالت كلي داراي  ضرايب الاستيك ijklC.مي باشد توزيع حرارت در سازه T،) 3(در رابطه 
در حالتي كه مولفه هاي تنش و كرنش به صورت متقارن در نظر گرفته شود تعداد اين . مولفه مي باشد

مولفه هاي  ijke .تنش نشان مي دهداثر كرنش مكانيكي را بر  ijklC. كاهش مي يابد 21مولفه ها به 
اين مولفه بيانگر اثرات . مولفه مي باشد 27ضرايب پيزوالكتريك مي باشد كه در حالت كلي داراي ماتريس 

ضرايب حرارتي مي باشد كه در حالت كلي مولفه هاي ماتريس  ijβ. بر تنش مي باشدميدان الكتريكي 
اين ضرايب از رابطه زير . تنش مي باشدتوزيع حرارت بر اين ضرايب بيانگر تاثير . مولفه مي باشد 9داراي 

  . قابل محاسبه خواهد بود

)4(  
       

0                               
i j ik k

ij

C i j

i

β β α
β

= = =
=

=

         1,2,3i ij j

j
C jβ α

⎧⎪
⎨
⎪⎩

= =

  

الكتريكي و  ميدانتركيب خطي كرنش، كه Dعبارت جابجايي الكتريكي .ضرايب انبساط حرارتي استiαكه
  . قابل محاسبه خواهد بود) 5( توزيع حرارت مي باشد، از رابطه

)5( i ijk jk k k iD e E p Tε η= + −  
 در اين قسمت مي توان فرض كرد كه پس از اعمال  .ثابت پيروالكتريك است pثابت دي الكتريك و  ηكه 

حجم سازه اين بارها، تحت تاثير . يك توزيع حرارت نيز بر سازه اعمال شودميدان الكتريكي و بار مكانيكي، 
براي اين حجم اضافه شده  "انرژي افزوده"عبارت بعلت افزايش حجم سازه، در نظر گرفتن . افزايش مي يابد

)براي افزايش دماي اين انرژي . در روابط انرژي كل سيستم ضروري مي باشد )iT x  حجم افزوده شده بر
)3انرژي افزوده ويژه . ضروري مي باشدسازه  )T o

JQ
m T×

  . ارائه مي شود) 6( بر اساس رابطه

)6( 
3

1
( )T i ii i

i
Q pEβ ε

=
= −∑  

  .  حاصل مي شود) 7( بر اساس رابطه Tدر توزيع حرارت  TQ از ضرب عبارت انرژي ويژهانرژي معادل 

)7( 
3

1
( )T T i ii i

i
W T Q T pEβ ε

=
= × = −∑  

. گريز از مركز باشدنيروي نظير  1جسميهمانطور كه در مقدمه نيز ذكر شد، سازه ممكن است تحت بارهاي 
بردار تغيير نيروي جسمي در بردار برابر است با حاصلضرب  كه نيروي جسمي خارجيبنابراين كار ناشي از 

    .حاصل مي شود) 8( ، از رابطهمكان
)8(  }{ }{T

body i iW f u f u= =  
مولفه هاي تنش، كرنش، جابجايي محاسبه  پس از. نيروي جسمي خارجي مي باشدمولفه هاي  ifكه 

عبارت انرژي بر واحد حجم براي سازه تحت نيروهاي جسمي، انرژي افزوده و الكتريكي، ميدان الكتريكي، 
  .محاسبه مي شود) 9( از رابطهبارهاي ترموالكترومكانيكي 

                                                                                                                                                        
1 Body Forces 
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)9(  
1 2 3

1{ }
2

( , , , , , , )

T T
T bodyu D E Q T W

U u J dpdqds F u u u p q s dpdqds

ε σ

φ
Ω Ω

= − − −

= =∫ ∫
  

1. مي باشد سازهانرژي كل  Uانرژي بر واحد حجم و  u،)9( در رابطه 2 3( , , , , , , )F u u u p q sφ  فانكشنال
). سيستم مي باشدژاكوبين  Jو عمومي  1,2,3)iu i = )مولفه هاي تغيير شكل و    , , )p q s  مولفه هاي

ترموالكترومكانيكال به صورت براي يك سيستم بنابراين عبارت عمومي فانكشنال  .دستگاه مختصات است
   .مي باشد) 10( رابطه

)10(  
1 2 3

1 2 3

( , , , , , , )

1( , , , , , , ) { ( ) }
2

T T
T body

F u u u p q s J u

F u u u p q s J D E Q T W

φ

φ ε σ

=

= − − −
  

  استخراج روابط اساسي سيستم-1- 2
معادلات استخراج روشهاي زيادي براي ، )10( ل سيستم با استفاده از رابطهعبارت فانكشناپس از استخراج 

از . توانايي حل مسئله را داردروشهاي عددي نظير المان محدود نيز  .ديفرانسيل حاكم بر سيستم وجود دارد
 پركاربردتر و مفيدتر به خصوص براي حل پارامتريك روش تحليلي بسياربين روشهاي مختلف حل مسايل، 

به عنوان مثال، . استخراج معادلات نهايي سيستم، رابطه اويلر مورد استفاده قرار مي گيردبراي  .است مسايل
)براي يك فانكشنال نوعي  ( ), )F u p p )با تابع   )u p ،رابطه اويلر به صورت زير در نظر گرفته مي شود.  

)11(  

( , ),  ( )

( ) 0
( )

F F u p u u p

F F
uu p
p

= =

⎧
⎪∂ ∂ ∂⎪ − =⎨ ∂∂ ∂⎪ ∂

∂⎪⎩

  

)كه  )u p يك تابع دلخواه نظير يكي از مولفه هاي تغيير شكل مي باشد .  
)ي و در يك فضاي سه بعدي در حالت عموم , , )p q s  1و مولفه هاي تغيير شكل 2 3( , , )u u u  و تابع پتانسيل

φ صورت زير در نظر گرفته مي شود، رابطه اويلر به .  

   
)12(  

1 2 3

1 1 11

2 2 22

33

( , , , , , , )
( , , )     1,2,3

  
( , , )

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

( ) (
( ) (

i i

F F u u u p q s
u u p q s i

p q s

F F F F
u u uu p q s
p q s

F F F F
u u uu p q s
p q s

F F F
uu p q
p

φ

φ φ

=

= =⎧
⎨

=⎩
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− −

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
∂

3 3
) ( ) 0

) ( )

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

F
u us
q s

F F F F
p q s

p q s
φ φ φφ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨ ∂ ∂⎪ − =

∂ ∂⎪ ∂ ∂⎪ ∂ ∂
⎪
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ − − − =⎪ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ∂ ∂ ∂⎩
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تعادل را مي توان با استفاده از روابط  اين روابط. همان روابط تعادل مي باشند) 12( سه رابطه اول رابطه

  . و بدون اثرات حرارتي استخراج كردبا ضخامت ثابت براي سازه هاي 
  
  با استفاده از روش انرژييك پوسته استوانه اي پيزوترموالاستيك آناليز  -3
  حل معادله انتقال حرارت -1- 3

به حالت معادله انتقال حرارت در دستگاه مختصات استوانه اي نهايي، در اين بخش و قبل از حل معادلات 
. حل شودشرايط مرزي اين معادله مي تواند با در نظر گرفتن . مورد بررسي قرار مي گيردمتقارن و دائم 
 .]12[به صورت زير استدر دستگاه مختصات استوانه اي حرارت  معادله انتقال

)13( ( )1 ( ) ( ) 0      Trk r T r a r b
r

′′ = ≤ ≤  
b,كه  a خلي و خارجي سيلندر مي باشدشعاع دابه ترتيب .( )Tk r  ضريب انتقال حرارت است كه فرض مي

  .]8[مي باشد) 14( به صورت رابطهمورد نظر سيلندر شرايط مرزي عمومي براي . شود تابع شعاع باشد
)14( 11 12 1

21 22 2

( ) ( )
( ) ( )

C T a C T a f
C T b C T b f

′+ =
′+ =

  

)كه  1, 2; 1, 2)ijC i j=  2fو  1f. بستگي دارد و جابجاييحرارتي  هدايت ضريبثابت هايي هستند كه به  =
)توزيع شعاعي . ثابت هايي هستند كه در شعاع هاي داخلي و خارجي برآورد مي شوند )Tk r  به صورت زير

    . در نظر گرفته مي شود
)15( 

0
( )T

kk r k r= 
  . در نظر گرفته مي شود) 16( به صورت معادله) 13(حل معادله 

)16( 1
2( )      k 0kAT r r A

k
−−

= + ≠  

1 2,A A  محاسبه مي شودبا رابطه زير ثابت هاي انتگرال گيري هستند كه .  

  
)17( 

21 1 11 2
1

( 1) ( 1)
21 12 11 11 22 21

( 1) ( 1)
12 11 2 1 22 21

2
( 1) ( 1)

21 12 11 11 22 21

C f C f
A kk rrk ka bC C r C C C r Ca bk k

kk rrk ka bC r C f f C r Ca bk k
A kk rrk ka bC C r C C C r Ca bk k

−
= −−

− + − +
− − −

−−
− + − +

− − −

= −−
− + − +

− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  
   آناليز پيزوترموالاستيك-2- 3

به تفصيل ارائه شد را براي يك سيلندر استوانه اي  2كه در قسمت شماره  قسمت مي توان رونديدر اين 
همان مولفه شعاعي  بر اين اساس تنها مولفه غير صفر تغيير مكان. اعمال كردجدار ضخيم متقارن محوري 

   . مي باشد
1 2 2( ),   0u u r u u= = = )18( 

  . مي باشد )19( رابطهكرنش به صورت بر اين اساس دو مولفه شعاعي و مماسي 
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)19(  ,rr

u u
r rθθε ε

∂
= =
∂

 

در نتيجه . بود بر اساس فرض متقارن محوري بودن مسئله، تابع پتانسيل فقط تابع مولفه شعاعي خواهد
   . ميدان الكتريكي از رابطه زير حاصل مي شود

)20( rE
r
ϕ∂

= −
∂

  
 )21( رابطه ازمحوري و مماسي مي باشند كه  هاي مولفهبر اساس فرض متقارن بودن، دو مولفه تنش شامل 

    .زير حاصل مي شوند
  

)21( rr rr rr r rr r r

r rr r r

C C e E T
C C e E T

θ θθ

θθ θ θθ θθ θ θ

σ ε ε β
σ ε ε β

= + − −
= + − −

  

  
iβ  ضرايب انبساط حرارتيبا از رابطه زير ( , )i i rα θ= در ارتباط مي باشد.   
)22( ,   r rr r r r rC C C Cθ θ θ θ θθ θβ α α β α α= + = + 
  

   . محاسبه مي شود) 23( و دما مي باشد از طريق رابطهميدان الكتريكي كه شامل كرنش، جابجايي الكتريكي 
  
)23( r rr rr r rD e e E pTθ θθε ε η= + + −  

ضريب دي  η، )23( در رابطه. مولفه مماسي جابجايي الكتريكي به علت شرايط متقارن مسئله صفر مي باشد
 تواني توابعدر رابطه انرژي، جايگذاري ميدان الكتريكي قبل از  .ضريب پيروالكتريك مي باشدpالكتريك و

  .به شكل زير در نظر گرفته مي شودكليه خواص مكانيكي و الكتريكي  مناسب براي

)24( 0
lrρ ρ=  lr0ηη =   l

riri ree 0=  0
l

ij ijC C r=  
lbrpp += 0  lbr += 0ββ  0

brα α=  
، در )24(با جايگذاري خواص تعريف شده در رابطه  .مي باشدمواد ضرايب ناهمگني  bو l، )24( در رابطه

   :، خواهيم داشت)23( و )21(روابط 
  

)25( 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

rr rr r rr r

r r

r rr r

u ul l l b lC r C r e r r T
r r r
u ul l l b lC r C r e r r T
r r r

u ul l l b lD e r e r r p r T
r r r

θ

θθ θ θθ θ θ

θ

ϕ
σ β

ϕ
σ β

ϕ
η

∂ ∂ += + + −
∂ ∂

∂ ∂ += + + −
∂ ∂

∂ ∂ += + − −
∂ ∂

  

  
، اين )10(رابطه در رابطه عمومي فانكشنال، ) 25(و  )20(،)16(،)19(،)8(،)7(روابط در نهايت با جايگذاري 

  . داشتبه صورت زير خواهيم  را عبارت
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)26( 
  
  
  

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

( , , ) [ { }

{ }

{ } ]

{ } 2

b l
rr r rr r

b l
r r r

rr r

b l b l l
r

u ul l lC r C r e r
r r r

u ul l lC r C r e r
r r r

u ul l l b le r e r r p r T
r r r

u u b lp r
r r

u
r

u
r

F u r r r T

r r T

r
r

r r r T r r
r

θ

θ θθ θ

θ

θ

ϕ

ϕ

ϕ
η

φ π β

β

ϕ

ϕβ β πρ ω

+

+

+ +

∂ ∂
+ +

∂ ∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂

∂ ∂ ++ − −
∂ ∂

∂ +

∂

∂
∂

= −

+ −

∂
+

∂
∂

− + + − ×
∂

  

اويلر قابل استخراج با استفاده از روابط  و حرارتي تحت بار مكانيكي روابط حاكم بر رفتار يك سيلندر دوار
  . خواهد بود

  
  استخراج روابط اساسي يك سيلندر دوار مدرج تحت بار حرارتي -1- 3
مورد نظر معادلات اساسي براي سيستم در مورد معادلات اويلر،  2 بر اساس توضيحات ارائه شده در قسمت 

)مستقل با دو تابع ، )26( رابطه با فانكشنال داده شده  در ), ( )u r rφ از رابطه زير مي تواند بدست آيد :  
  

)27( 

( , , ),  ( ),   ( )

( ) 0
( )

( ) 0
( )

F F u r u u r r
F F

uu r
r

F F
r

r

φ φ φ

φφ

= = =

∂ ∂ ∂⎧ − =⎪ ∂∂ ∂ ∂⎪⎪ ∂
⎨∂ ∂ ∂⎪ − =

∂⎪∂ ∂ ∂⎪ ∂⎩

  

  
   :، دو معادله حاكم بر سيستم به شكل زير استخراج مي شود)27( در رابطه) 26( با قرار دادن رابطه

  

)28( 
3 2

0

2 2
2 2[ ] [ ( 1)] [ ] [ ] [ ( 1) ]0 0 0 0 0 0 02 2

1 1 1 1[ (1 ( 1) ] [ ( 1) ] 01 0 0 2 0 0

2
2 2[ ] [ ( 1) ] [ ] [ ]0 0 0 0 02

u u
C r C l r C l C u e r e l e rrr rr r rr rr rr rr r

b k bA b l r A b l rr rk k

u u
e r e l e r e l u rrr rr r rrr

r

ϕ ϕ
θ θθ θ

β β β βθ θ

ηθ θ

ρ ω

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − + + + −

∂ ∂∂ ∂

− + +− − + + + + − + + + =

∂ ∂ ∂
+ + + + −

∂∂

+

2
[ ( 1)]02

1 1 1[ ( 1) 1] [ 1] 00 1 0 2

l r
rr

b k bp A b l r p A b l r
k

ϕ ϕ
η

∂
− +

∂∂

− + ++ + + − − + + =

  

  
0ωنشان مي دهد كه با فرض ) 28( معادله ) 2-15( و)1-15( معادلات بدست آمده دقيقا با معادلات، =
  .]9[يكسان مي باشدمرجع 
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  دوار مدرج تحت فشار داخلي و بار الكتريكيپوسته استوانه اي : مثال
در اين قسمت حل دقيق يك پوسته استوانه اي مدرج تحت شرايط مرزي مورد نظر و تحت بار الكتريكي 

   :شرايط مرزي مكانيكي و الكتريكي به صورت زير مي باشد. مورد بررسي واقع مي شود
  

)29( 50 0
,

0 0
r a r a

r b r b

Mpa
Mpa

σ φ
σ φ

= =

= =

= =⎧ ⎧
⎨ ⎨= =⎩ ⎩

  

  
با اعمال شرايط مرزي . تحت بار الكتريكي و مكانيكي نشان مي دهد، نمونه شماتيك يك سيلندر )1(شكل

با تغيير . ، توزيع پارامترهاي مختلف مكانيكي و الكتريكي قابل استخراج خواهد بود)28( تبه حل معادلا
srمتغير  e= و با در نظر نگرفتن قسمت دوم معادلات، خواهيم داشت:  

)30( 

2 2
[ ] [ ( )  ] 00 0 0 0 0 0 0

2 2
[ ( ) ] [ ] 00 0 0 0 0 0

C C l C l C u e e l err rr r rr rr r

e e l e le u lrr rr r r

λ λ λ λ ϕθ θθ θ

λ λ η λ η λ ϕθ θ

+ + − + + − =

+ + + + − − =

  

  

dكه 
ds

λ ) 30( حل غير بديهي اين مسئله با صفر قراردادن دترمينان ضرايب به صورت معادله .مي باشد =
  .حاصل مي شود

)31(  4 3 2 2( 2 ( ) ) 0l l lλ λ γ λ γλ+ + + + =  

 

 
  نمونه يك سيلندر مدرج تحت بار الكتريكي و مكانيكي -1شكل 

  
، جواب مسئله به  iλبا يافتن چهار ريشه معادله. بالا، ريشه هاي معادله يافت مي شودپس از حل معادله 

  .صورت زير بدست مي آيد
)32(  

24 4
0 0 0 0

2
0 0 0

,     ,
( )

i i rr i rr i r
h hi h i hi i

i j i j rr i rr r i

C C l C l Cu u r M u r M
e e l e

λ λ θ θθ

θ

λ λϕ
λ λ= =

+ + −
= = =−

+ −
∑ ∑  
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)كه  1...4)hiu i حل خصوصي . ثابت هاي مسئله مي باشد كه با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيد =
1در طرف دوم معادله سه جمله . مسئله با در نظر گرفتن طرف دوم معادله بدست مي آيد 1,b k br r− +   و +

3rدر نتيجه حل خصوصي براي دو تابع . وجود دارد,u ϕ خواهد بود) 33( به صورت معادله .  
  

1 1 3
1 2 3

1 1 3
4 5 6

b k b
P

b k b
P

r r

r r

u X X X r

X X X rφ

− + +

− + +

= + +

= + +
 (33)

ܺሺ݅ ൌ 1,2, … ,6ሻ و با يكسان قرار ) 28( در معادله) 33(معادله  ت هايي هستند كه با قرار دادن حلثاب
جواب نهايي مسئله از جمع جوابهاي عمومي و . دست مي آيدبدادن جملات يكسان در دو طرف مسئله 

  .]9[شود، بدست مي آيداستخراج مي ) 33(و )32( خصوصي كه از معادلات
  

 (34)                        
h p

h p

u u u

ϕ ϕ ϕ

= +

= +

 

با در نظر . ، جواب نهايي مسئله قابل استخراج خواهد بود)34( به معادلات) 29( با اعمال شرايط مرزي
الكتريكي ساير خواص مكانيكي و . قابل حل خواهد بود) 28( مربوط به توزيع دما، رابطه) 16( گرفتن رابطه

  .به صورت زير در نظر گرفته شده است
  

)35(  

6 6
0 0

0 0 0
2 2

0 0
11 2 2 6 2

0 0

2.458 10 1/ , 4.396 10 1/
83.6 , 74.1 , 39.3

0.347 / , 0.16 /

9.03 10 / , 2.94 10 /

r

rr r

rr r

K K
C Gpa C Gpa C Gpa

e C m e C m

C Nm p C m K

θ

θθ θ

θ

α α

η

− −

− −

= × = ×

= = =

= =

= × = ×

  

 
Ω ساير پارامترهاي بدون بعد به صورت . به عنوان سرعت زاويه اي بدون بعد شده در نظر گرفته مي شود

  .]9[زير در نظر گرفته مي شود
  

)36(

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 2

0 0

( )

r
r

b

ijrr
r r

b b

b

u e pu e p
Y T T T r Y d Y dY d

Cd E dD T rD E T r C
Y T d T r T T r Y

Y T
r

σ ε ησ ε η
α α α α

ϕ αϕ α
α α α α
ω αω
ω ρ

= = = = = =

= = = = = = =

Ω = → =

  

  
1Ωبراي يك سيلندر دوار مدرج به ازاي تغيير شكل شعاعي را توزيع شعاعي ) 2( اساس، شكل بر اين = 
نيز افزايش تغيير شكل شعاعي ملاحظه مي شود كه با افزايش ضريب ناهمگني ماده مدرج، . ي دهدنشان م
  . مي يابد
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1Ωتوزيع شعاعي تغيير شكل شعاعي به ازاي ضرايب ناهمگني مختلف در سرعت زاويه اي  -2شكل  =  

    
  
  

 
1Ωتوزيع شعاعي پتانسيل الكتريكي در راستاي ضخامت به ازاي  -3شكل  = 
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1Ωتوزيع شعاعي تنش شعاعي در راستاي ضخامت به ازاي  -4شكل  =  

 
1Ωتوزيع شعاعي تنش محيطي در راستاي ضخامت به ازاي  -5شكل  =  

 
، توزيع شعاعي پتانسيل الكتريكي را در راستاي ضخامت براي مقادير مختلف ضريب ناهمگني براي )3(شكل 

1Ωيك سيلندر دوار مدرج به ازاي  اين شكل نشان مي دهد كه پتانسيل الكتريكي علاوه . نشان مي دهد  =
علاوه بر . بر دو مرز كه به علت اعمال شرايط مرزي صفر مي باشد، در ميانه جداره سيلندر نيز صفر مي باشد

اين دو نقطه ماكزيمم پتانسيل الكتريكي در نزديكي دو مرز داخلي و خارجي وجود دارد كه در نزديكي مرز 
از لحاظ عددي، ماكزيمم مقدار در نزديكي مرز . خلي منفي و در نزديكي مرز خارجي مثبت مي باشددا

 .  داخلي به ازاي كليه ضرايب ناهمگني رخ مي دهد
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اين شكل نشان . ، توزيع شعاعي تنش شعاعي را به ازاي ضرايب مختلف ناهمگني نشان مي دهد)4(شكل 
1lددي مثبت بوده كه براي ضريب ناهمگني مي دهد كه ماكزيمم مقدار تنش شعاعي ع برابر  5حدود  −=

 0.85شكل فوق نشان مي دهد كه مقدار تنش شعاعي براي شعاع هاي بزرگتر از . فشار داخلي مي باشد
، توزيع شعاعي تنش محيطي را به ازاي ضرايب )5(شكل . تقريبا از مقدار ضريب ناهمگني مستقل خواهد بود

ايش مقدار ضريب ناهمگني مشاهده مي شود كه تنش محيطي با افز. مختلف ناهمگني نشان مي دهد
  . افزايش مي يابد

 
   نتيجه گيري -4

  :نتايج مهم بدست آمده از اين مطالعه را مي توان به صورت زير دسته بندي كرد
انرژي در سازه هاي مدرج تحت بار ترم انرژي افزوده كه براي تشكيل فانكشنال در اين مقاله،  .1

كاربرد روش انرژي و عبارت ترم انرژي افزوده . معرفي شدالزامي مي باشد، براي اولين بار حرارتي 
مورد تاييد قرار  براي يك سيلندر دوار ساخته شده از مواد مدرج و تحت بار حرارتي، نتايچ حاضر را

 . داد
مقدار پتانسيل الكتريكي علاوه بر نتايج بدست آمده از توزيع پتانسيل الكتريكي نشان مي دهد كه  .2

جي كه بواسطه شرايط مرزي صفر در نظر گرفته مي شود در ميانه سيلندر نيز دو مرز داخلي و خار
 . صفر مي باشد

توزيع تنش شعاعي در جداره سيلندر نشان مي دهد كه ماكزيمم مقدار تنش شعاعي در جداره  .3
مقدار فشار داخلي سيلندر مي برابر  5سيلندر براي ضرايب مختلف ناهمگني به طور متوسط حدود 

 .باشد
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   انگليسيفهرست نمادهاي 
a  :  شعاع داخلي سيلندر  
b  :  شعاع خارجي سيلندر  

: C ضرايب سفتيماتريس  
: Dجابجايي الكتريكي  
:  eماتريس ضرايب پيزوالكتريك  
: Eميدان الكتريكي  

k   ضريب هدايت حرارتي  :
p   ضريب پيروالكتريك  :
r   مولفه شعاعي  :
T   ميدان توزيع حرارت  :
u   جابجايي شعاعي  :

,u U
:  

  انرژي كل سيستم 
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TQ   انرژي افزوده  :
  

  نمادهاي يوناني
σ   تانسور تنش :
ε   تانسور كرنش :
η   ضريب دي الكتريك :
ϕ   تابع پتانسيل الكتريكي  :
α   ضريب انبساط حرارتي :
,ωΩ

: 
  سرعت زاويه اي
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Abstract 
 
The present study deals with the thermo elastic analysis of an arbitrary structure using the 
energy method. The structure is loaded under temperature gradient. This structure can be 
subjected to external loads such as rotational load and inner and outer pressures. Energy 
method is employed for the first time in the general analysis of piezoelectric structures. 
Energy equation with regarding the classic terms cannot predict the thermal behavior of a 
piezoelectric structure as well as previous method. The present study proposes a novel term 
that is described as Additional Energy. This term is necessary energy for increasing of 
temperature of those sections of structure that are expanded due to external loads.  The other 
components of the energy equation are regarded as previously. The governing differential 
equation of system can be obtained using the Euler equation. Final derived equation includes 
the Equilibrium and Maxwell’s equation. This procedure indicates that the Maxwell’s 
equation can be derived from the energy equation, independently. As an applied problem in 
the context of the piezoelectric materials, the thermo elastic analysis of a FGP rotating 
pressure vessel is analyzed using the energy method.       
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