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  1محمدحسين جلائي
  كارشناس ارشد

  
  

2رضا اكبري آلاشتي  
 استاديار
 

 
3محمد افتاري  

ارشد كارشناس    

بررسي تنش تماسي و تغيير مكان كشسان بين ورق 
FGM با سنبه صلب تخت به كمك حل تحليلي و عددي 

اي كه به عنوان روكش استفاده  FGMاي ورق مقاله، يك مدل چند لايهدر اين 
به منظور تحليل تماس بدون , اي قرار داردشده و تحت شرايط كرنش صفحه

مساله به كمك دو روش  .شده استاصطكاك با سنبه تخت مورد بررسي قرار داده 
قانون هوك،  با استفاده از حليلي،حل تدر . حل تحليلي و عددي بررسي شده است

بعد بر روي سطح ورق روابط تعادل و تبديل معكوس فوريه، مقدار فشار تماسي بي
هاي آن بدست آمده، اثر نسبت سختي و اندازه بعد در زيرلايهو فشارعمودي بي

به  يحل عدد. ناحيه تماس بر روي فشار تماسي مورد بررسي قرار گرفته است
شده انجام  ANSYS يز نرم افزار تجارمحدود و با استفاده ا ياجزا روشكمك 

است و علاوه بر مقادير بالا، چگونگي توزيع تغيير مكان كشسان نيز بررسي شده 
همچنين به منظور بررسي اعتبار مدل اجزاي محدود، نتايج به دست آمده از . است

با مقايسه نتايج بدست . اين روش با نتايج حاصل از حل تحليلي مقايسه شده است
. توان دقت بالاي هردو روش را مشاهده كردمي ي،حل عددبا   ز حل تحليليآمده ا

تواند بطور دهد كه تغييرات تدريجي مدول برشي، ميتحقيقات نشان مي
  .ها را در ناحيه تماس بهينه نمايدچشمگيري تنش

  
  ، فشار تماسي، تغيير مكان كشسان، تبديل معكوس فوريه FGMمواد : واژه هاي راهنما

  
  مقدمه - 1

اگر دو جسم با سطوح خميده به يكديگر . هاي انتقال نيرو بين اجسام، تماس استترين روشيكي از اصلي
هاي سه بعدي در شود و تنشفشرده شود، نقطه يا خط تماس بر اثر اعمال فشار تبديل به سطح تماس مي

از قوانين معمولي مكانيك ميسر ها ها و كرنشآورد كه پيدا كردن ميزان اين تنشدو جسم به وجود مي
تاريخچه مكانيك تماسي . وجود دارد، استفاده نمود 4هايي كه در علم مكانيك تماسينيست و بايد از تئوري

هاي تنش. او يك توزيع بيضوي از فشار، در ناحيه تماسي مدور بين دو كره را نشان داد. گرددبر مي 5به هرتز
هاي سوپاپ مهندسي مانند تماس چرخ يك واگن با ريل، بادامكتماسي در محدوده وسيعي از مسايل 
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4 Contact mechanics 
5 Hertz 
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هاي بنابراين نتايج تحليل تنش. هاي غلتشي كاربرد دارندها و ياتاقانهاي درگير چرخ دندهخودروها، دنده
  ].1[دارد ... ها و ها، بلبرينگها، چرخ دندهتماسي نقش مهمي در طراحي قطعات مهندسي نظير بادامك

كه مكانيك تماسي بين دو جسم كشسان را مورد بررسي قرار داد و تحقيقات خود را در اين  اولين كسي
  ].2[زمينه منتشر كرد، هرتز بود 
هاي مكانيكي در هاي كوچك ميكرو و نانو، توصيف مشخصهها به سمت مقياسبا توسعه اكثر فناوري

هاي بسيار استفاده از مواد دارنده ساختار علاوه بر اين، با افزايش. چنين ابعادي بسيار پيچيده شده است
ها، نانو مواد بيولوژيكي و ساير مواد نامتجانس جديد در ، نانو كامپوزيت FGM1هاي نازك، مواد كوچك، فيلم

هاي مختلف علوم مهندسي، تحليل و ارزيابي دقيق تنش و تغيير شكل چنين موادي به منظور پيش شاخه
  . شودار احساس ميبيني رفتار نهايي آنها، بسي

پيوسته از يك  طور بوده و خواص مكانيكي آنها به گناز نظر ميكروسكپي غير هم )FGM(مواد تابعي 
صورت تدريجي با تغيير نسبت حجمي دو ماده  به اين تغييرات مواد. كند سمت سازه تا سمت ديگر تغيير مي

گردد كه توسط مهندسين مواد در منطقه بر مي 1984به سال  FGMتاريخچه مواد  .شود ساختاري ايجاد مي
 ماده ساختاري. سراميك هستند/ هاي فلزهاي رايج كامپوزيت FGMاغلب . ژاپن معرفي گرديد 2سندايي

درجات حرارت بسيار بالا را تحمل  ،گرماعلت ضريب انتقال حرارت كم و مقاومت زياد در مقابل  سراميك به
تغييرات پيوسته خواص مكانيكي  علت كند به لازم را فراهم مي انعطاف پذيري كرده و ماده ساختاري فلز

مزيت  . .آيد وجود نمي به FGM  وجود دارد در مواد هاي كامپوزيت مشكلات عدم پيوستگـي كه در سازه
و در مقابل خوردگي و  بوده تحمل درجات حرارت بسيار بالابه است كه قادر  آناين مواد از استفاده 

از نكات بسيار برجسته اين مواد . و مقاومت بالايي در مقابل شكست دارند ندهست مقاوم دگييساي
    ].3[ تغييرات تنش در آنها با تغيير مناسب پروفيل تغييرات مواد ساختاري است نمودن بهينه

 يدر بعض شده است، عيتوز يبه چه صورت كيمشخص شود كه فلز و سرام ديبا FGMقبل از ساخت ماده 
  .است تيكم كيكردن  نهيبا توجه به كم ليپروف كي افتنيها هدف مقاله

، در كاربردهايي از قبيل هوافضا، انرژي هسته اي، ميكروالكترونيك، FGMهدف نهايي از تحقيق مواد 
توسعه مواد جديدي است و صنايع حمل و نقل،  هاتوربينو ساخت صفحات و پوسته هاي مخازن راكتورها 

  ]. 4[هايي سازگار باشد كه بتواند در چنين محيط
    

هاي اخير اين مواد در در سال. ، مربوط به مسايل تماسي استFGM بسياري از كاربردهاي موجود مواد
اولين كاربرد اين مواد در اجزاي . روندهاي عملي، از نقطه نظر مكانيك تماسي به كار ميسه گروه از كاربرد

هاي ترمز، دومين كاربرد اين مواد در ديسك. ها استو بادامك هاها، چرخدندهانتقال بار از قبيل ياتاقان
 سومين كاربرد روكش. محفظه سيلندر و ديگر اجزاي اتومبيل به منظور بهبود مقاومت در برابر سايش است

FGM در همه اين . هاي گازي ثابت استهاي سايشي در توربيندر زمينه مكانيك تماسي، طراحي آب بند

                                                                                                                                                                                          
1 Functionally Graded Materials 
2 Sendai 
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سه كاربرد، ممكن است مساله مكانيكي مربوطه توسط يك مساله مكانيك تماسي شبه استاتيكي براي يك 
  ]. 4[سنبه صلب با پروفيل معلوم در حال حركت روي لايه در حضور اصطكاك تقريب زده شود 

 هاي اطراف سنبه را تغييرثابت شده است كه تغييرات تدريجي مناسب مدول كشسان، مي تواند تنش 
  ]. 5[داده و باعث توقف ترك هرتزي در لبه ناحيه تماسي شود 

مسايل تقارن . كرده اند FGMهاي اخير، بعضي از محققان توجه زيادي به مساله تماسي مواد در سال
هاي تخت، كروي و مخروطي تحت بار متمركز با فرورونده FGMمحوري نيم صفحه روكش شده توسط 

گولر و اردوگان، مدلي را كه خواص ]. 6-7[د ملاحظه قرار گرفته است توسط جيانكوپولوس و سورش مور
كند بررسي كرده و مساله تماسي را در حالت دو بعدي حل آن بصورت نمايي تغيير مي FGMمكانيكي ورق 

 اي بدون اصطكاك و با اصطكاك، را براي تحليل تماس مادهوانگ و كي يك مدل چند لايه]. 8[اند كرده
FGM اي قرار دارد را تحقيق ل كشسان در آن بطور دلخواه تغيير يافته و تحت شرايط كرنش صفحهكه مدو
به چندين زير لايه تقسيم شده و در هر زير لايه مدول برشي تابع نمايي فرض شده  FGM ماده. اندكرده

م صفحه با اين مدل، مساله تماس بدون اصطكاك ني. شوداست در حالي كه ضريب پواسان ثابت فرض مي
و  1به كمك روش ماتريس تبديل. گيردروكش شده است، مورد بررسي قرار مي FGMهمگني كه توسط 

آنها به . كاهش پيدا كرده است 3مساله به يك معادله انتگرالي تكين كوشي، 2تكنيك تبديل انتگرال فوريه
  ].9-10[پرداختند بررسي سنبه هاي تخت، دايره اي، مثلثي و گوه اي شكل صلب بر روي ورق 

اي و غير وانگ و هوانگ، جزئيات محاسبات را براي مسايل ترك و شكاف در دو حالت تغيير شكل صفحه
  ].11-12[كنند اي بيان ميصفحه

بر روي نيم ) تخت، كروي و مخروطي(هاي صلب مسطح متقارن ليو و وانگ، به بررسي تماس سنبه 
با فرض اينكه مدول برشي ورق بصورت نمايي . اندپرداخته روكش شده است، FGMصفحه همگني كه توسط 

مساله تماسي  4با استفاده از تكنيك تبديل انتگرال هانكل. تغيير كند و ضريب پواسان ثابت فرض شود
ليو، وانگ و ژانگ،  ]. 13[اصطكاك دار متقارن، به يك معادله انتگرالي تكين كوشي كاهش پيدا كرده است 

 كه روي نيم صفحه همگن قرار دارد FGMبدون اصطكاك متقارن بر روي ورق  نيز به بررسي تماس
را  FGM، آن است كه اين بار ورق ]11[تفاوت كار آنها با كار انجام شده توسط ليو و وانگ ]. 14[اند پرداخته

  .  اندبه چندين زير لايه تقسيم كرده و مساله را بررسي كرده
قبلي انجام شده ، مقدار فشار فقط در سطح تماسي بدست آورده شده و  قابل ذكر است كه در تمامي كارهاي

  .ها محاسبه نشده استچگونگي فشار در زير لايه
در كار حاضر، به بررسي مكانيك تماسي بدون اصطكاك بين سنبه صلب تخت با نيم صفحه همگني كه 

مساله به . داخته شده استاي كه مدول برشي آن بصورت نمايي تغيير كرده ، پرFGM تحت روكش ماده 
در حل تحليلي با استفاده از قانون هوك، روابط . كمك دو روش حل تحليلي و عددي بررسي شده است

تعادل و تبديل معكوس فوريه، علاوه بر سطح تماس، اندازه فشار تماسي بي بعد و چگونگي رفتار آن در زير 

                                                                                                                                                                                          
1 Transfer matrix 
2 Fourier integral transform 
3 Cauchy singular integral 
4 Hankel integral transform 
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اندازه ناحيه تماس و تعداد بهينه ورق بر روي فشار هاي ورق محاسبه شده، همچنين تاثير نسبت سختي، لايه
حل عددي به كمك روش اجزاي محدود انجام گرفته و با مقايسه نتايج . تماسي مورد بررسي قرار گرفته است

  . ها را مشاهده كردتوان دقت بالاي اين روش، مي] 10[بدست آمده با مقادير محاسبه شده توسط وانگ 
هاي هاي بسياري در ژئو مكانيك، بايو مكانيك، فيلمكه، كار حاضر داراي كاربرد شويمهمچنين يادآور مي

  .باشدها و ديگر مواد مهندسي مينازك، روكش
  

  حل تحليلي - 2
اي كه به عنوان روكش نيم صفحه  FGM ، هندسه تماس سنبه تخت صلبي كه در تماس با ورق1شكل 

در  FGMمدول برشي ماده . است µ*ه كه مدول برشي آننيم صفحه، همگن بود. دهداست، را نشان مي
در اين تحقيق، فرض شده كه ). نشان دهنده نصف ناحيه تماس است a(باشد مي 0µسطح تماس برابر 

مساله براي حالت دو بعدي و بدون . ضريب پواسان براي هر دو سطح نيم صفحه و ورق يك مقدار ثابتي است
اي در نظر اصطكاك حل شده و بدليل ناچيز بودن طول ورق در قياس با سطح مقطع آن، حالت كرنش صفحه

 .شودگرفته مي
 

  
  ]9[هندسه مكانيك تماسي سنبه تخت  - 1شكل 

 
تواند توسط يكسري از توابع خطي تكه اي پيوسته تقريب با ملاحظه اين حقيقت كه يك منحني دلخواه مي

  .شده استتوسعه داده  )2(اي همانند شكل زده شود، يك مدل چند لايه
  :شودتابع نمايي بصورت زير تعريف مياين تغييرات توسط . كندتغيير مي  yمدول برشي روكش در جهت 

  
)1(  )/(* 0)( hyey βµµ =  

 
log)(كه  *

0 µµβ   .باشدمي FGM پهناي ورق 0hو  =
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  ]FGM ]9مدل چند لايه براي ورق   - 2شكل 

 
 

  ]:15[آيند بدست مي اي پرداخته شده كه بر اين اساسحال به بررسي معادلات هوك در حالت كرنش صفحه
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  :شوندبا قرار دادن اين معادلات در معادلات تعادل و ساده سازي، نتايج زير حاصل مي
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  .هستند yو  xبه ترتيب، مؤلفه هاي تغيير مكان در دو راستاي   vو  uكه 
  :شودشرايط مرزي زير براي حل مساله مكانيك تماسي بالا در نظر گرفته مي

)4(  ,,,0),(),( 0000 ∞<<−<<∞−== xaaxhxhx xyyy σσ  
)5(  0 0 0 0( , ) ( ) , ( , ) 0, ,yy xyx h x P x h a x aσ δ σ= − = − < <  
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∂  
به پروفيل سنبه بستگي دارد كه اين مقدار  اي است كهتابع شناخته شدهxf)(تابع دلتا است و δ)0(كه 

  ). ثابت است yچون تغيير مكان عمودي در راستاي (باشد براي سنبه تخت برابر صفر مي
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با استفاده از تبديلات . آيندبدست مي) 3(مؤلفه هاي تغيير مكان با به كار گيري تبديلات فوريه از معادله 
هاي تغيير مكان بصورت زير بيان مؤلفه) 1ODE( سيستم معادلات ديفرانسيل معموليفوريه و حل نتايج 
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1)(كه توابع  sA j   1)(و sB j توابعي مجهول و وابسته هستند.  
  : x بهبا استفاده از تبديل انتگرال فوريه نسبت 
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  :شودكه بيان كننده تبديلات فوريه تغيير مكان و تنش است بصورت زير تعريف مي jSماتريس 

  

                                                                                                                                                                                          
1 Ordinary Differential Equation 
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  .باشدمي 1بيانگر ترانهاده ماتريس " T " كه بالا نويس
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  .باشدمي ν43−=kبراي حالت كرنش صفحه اي، 

1413ضرايب   y→−∞، وقتي )8(با توجه به رابطه . شوددر ابتدا محاسبات براي تك لايه انجام مي  , AA  بايد
  .برابر صفر باشند

                                                                                                                                                                                          
1 Transposition of matrix 
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]ابتدا ماتريس  ] 01 =yTكه ماتريس ، T با به . آيدبدست مي)  13(باشد به كمك معادلات روي سطح ورق مي
,1211، ضرايب )12(و ) 5(كارگيري معادلات   AA  را به كمك نرم افزارMaple  حل كرده و با جايگذاري آن

,1211ضرايب) 11(و ) 8(در معادلات  BB آيندبدست مي.  
  :آيد، رابطه زير بدست مي xنسبت به ) 8(با گرفتن مشتق از معادله  
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  :شوندمي هاي بي بعدي معرفيبا استفاده از رابطه زير كميت

)15(  1),(1,),(,, <<−<<−== ςηςη axtaaxat  
  

  :گردندنرماليزه مي x , t هايبا استفاده از رابطه بالا كميت
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  .برابر صفر خواهد بود x ثابت است، عبارت بالا نسبت به yبا توجه به اينكه تغيير مكان عمودي در راستاي 

   :شودمعادله تعادل استاتيكي است كه بصورت زير تعريف مي معادله ديگري كه بايد ارضا شود
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)18(  aPdp =∫− ηη

1

1
)(  

 در ηp)(توجه شود كه تابع . هاي اردوگان و گوپتا حل نمودرا توسط روش) 18(و ) 16(توان معادلات مي 
1±=η 16[است و مي تواند بصورت زير بيان شود  1از نظر انتگرال پذيري تكين:[  
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1 Singular 
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,cos)(,2,1,,...1كه 
2

)12(cos −==⎥⎦
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⎡ −

= Mr
M

r
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l
rl

πςπη  وM  تعداد تمام نقاط ناپيوسته از تابع)( lf η  در
مجهول  Mمعادله براي پيدا كردن  Mسيستمي از ) 22(و ) 21(معادلات ]. 16[باشد مي) - 1و1(بازه 

)(...,),( 1 Mff ηη دهندرا تشكيل مي.  
ppمقدار ) 19(و قرار دادن آن در رابطه  ηf)(با بدست آوردن  =)(η  بدست آمده و با جايگذاري آن

در رابطه 
( )aP

pp f 2
  . آيدمقدار فشار تماسي بي بعد در روي سطح ورق بدست مي =

  .شودهاي بيشتر انجام ميحال محاسبات، براي تعداد لايه
  :آيدها پيوسته هستند، بدست ميها در سطح مشترك لايهها و تغيير مكانبا توجه به اينكه تنش

)23(  { } { } jjj hySS ==− + ,01  
  :همچنين  به كمك رابطه زير

)24(  { } [ ]{ }jjj AyTS )(=  
  

  :شودنتيجه مي) 24(و ) 23(هاي ها و رابطهو با توجه به پيوستگي درسطح مشترك لايه
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سپس  . آيدبدست مي A2مقدار ) 25(، محاسبه شده و با قرار دادن آن در رابطه  A1ابتدا از رابطه بالا، ضريب 
B11 , B21 با بدست آوردن ضرايب. را محاسبه كرده A و Bهاي افقي و عمودي ، تغيير مكانF  وG  را بدست

)~(تنش تبديل يافته فوريه در راستاي عمود ) 10(آورده و با استفاده از رابطه  yyσحال با . شود، محاسبه مي
  .آيدتنش در راستاي عمود بدست مياستفاده از تبديل معكوس فوريه مقدار 

)27(  
∫
∞

∞−
= dse xsi

yyyy σ
π

σ ~
2
1  

 .هاي مشترك را بدست آوردتوان تنش در لايه، مي) 27(و ) 10(با استفاده از روابط 
  

  حل عددي -3
، انجام شده و نتايج حاصل، با نتايج ]ANSYS ]17حل عددي به روش اجزاي محدود  و به كمك نرم افزار 

  .شودحل تحليلي مقايسه ميبدست آمده از 
 Si3N4سراميك تشكيل شده كه  جنس فلزي آن فولاد و سراميك آن / ورق مورد نظر از دو قسمت فلز  
، اطلاعات مربوط به جنس و خواص مكانيكي اين نوع مواد نشان داده شده )1(در جدول . باشدمي  ZrO2و  

 ]:18[است 
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  ماسي مورد بررسيجنس و خواص مكانيكي قطعات ت - 1جدول    
شماره مطالعه 

مدول كشساني   ماده  جنس  موردي
(GPa) 

 ضريب پواسان

  3,0  200  فولاد  فلز  1
 Si3N4 *192  25,0سراميك  2
3  ZrO2 **24 25,0 

  درجه سانتي گراد 1100در دماي **      درجه سانتي گراد 1400در دماي * 
 

به عنوان سطح تماس و خط پاييني سنبه به عنوان سطح هدف  FGMدر اين مساله، خط بالايي ورق 
دو جسم تحت يك نيروي مشخص در تماس با يكديگر قرار داده  حاضر، يهامدل هيدر كل. انتخاب شده است

اول ابتدا دو جسم، در مرحله . شود اي استفاده مي براي رسيدن به اين مهم از بارگذاري چند مرحله. شونديم
را درك كنند و مساله از لحاظ  گريهمدهدف  و تماس   يهاشوند تا المان با يك نفوذ اوليه در هم درگير مي

ي برداشته يدر بارگذاري بعدي پس از حل تماس و معين شدن مساله، قيود جابجا. شرايط مرزي معين گردد
  .شود شده و به جاي آن نيروي خارجي اعمال مي

قابل . شوداستفاده مي PLANE82گره اي  8براي مدل سازي اجزاي محدود در حالت دو بعدي از جزء 
براي سطح  TARGE169براي سطح تماس،  CONTA172ذكر است كه براي مدل سازي تماس از اجزاي 

  .شودهدف به كار گرفته مي
و شكل مش  1ي از نوع دستيمش بند. دهدچگونگي مش بندي مساله تماسي تحقيق را نشان مي )3(شكل 

چون سنبه . باشندتر ميها در نزديكي ناحيه تماس ريزتر و در نواحي دورتر درشتمش. باشداز نوع مربعي مي
  . جسمي صلب است نياز به شبكه بندي ندارد

  .استفاده شده است PLANE82گره اي  8جزء  6200 از در اين تحليل تقريبا

  
  براي حل عددي مساله تماسيچگونگي مش بندي   - 3شكل 

                                                                                                                                                                                          
1 Mapped 
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- مقيد  مي  xهاي واقع بر خط عمودي ورق و ماده همگن در راستاي براي اعمال شرايط قيدي، كليه گره
  .شودمقيد مي yو  xخط افقي ماده همگن نيز در دو راستاي . شوند

باشد كه مومسان اين مدل، نياز به دو پارامتر تنش تسليم و مدول مماسي مي -براي تحليل كشسان
  .ارايه شده است )2(مقادير آنها در جدول

 
 

  مومسان -ثوابت حقيقي مورد استفاده در تحليل كشسان -2جدول                  
 (MPa)مقدار   نام پارامتر

  275  تنش تسليم
  1380  مدول مماسي

 
 
 
 

  نتايج -4
  تعيين تعداد زير لايه بهينه - 4-1

ها لازم هايي كه براي بدست آوردن دقت مناسب جواببايد تعداد زير لايهبراي استفاده از مدل حاضر، ابتدا 
 هاي مختلف را در حالت، مينيمم فشار تماسي بي بعد بدست آمده در تعداد لايه3جدول. است، تعيين شود

8μ*/μ0=   1,0وa/h0 =   به ها، نتايج همانطور كه نشان داده شده است با افزايش تعداد لايه. دهدنشان مي
. ممكن است دقت خوبي داشته باشد  N=8يا  N=6و نتايج با . شوندطور افزاينده اي به يكديگر نزديك مي

توانيم شود بنابراين ميها كمتر ميرويم ميزان اختلاف بين فشارمي 8به لايه  6توان ديد كه وقتي از لايه مي
6=N  زير لايه تقسيم شود 6را به عنوان تعداد لايه بهينه انتخاب كرده و ورق به.  

  

  هاي مختلفمينيمم فشار تماسي بي بعد بدست آمده در تعداد لايه -3جدول                   
  =  1,0a/h0و     =  μ*/μ0 8براي حالت                                        

  ميزان اختلافمينيمم فشار تماسي بي بعد  ( N )تعداد زير لايه
2  56266,0-  -  
4  6983,0-  13564,0  
6  7152,0-  0169,0  
8  72122,0 -  00602,0  
10  72733,0 -  00611,0  

  
ها، ابتدا توزيع فشار بر روي سطح تماس به كمك معادلات حال پس از مشخص كردن تعداد زير لايه

. در نظر گرفته شده است )M=7(، 7باشد كه تعداد نقاط برابر مي قابل ذكر. آيدبدست مي) 22(و ) 21(
سپس از روي پروفيل تنش روي سطح، نيرو در هر نقطه را بدست آورده و توزيع تنش راستاي عمود مربوط 

  .آيدبه اين نيرو را در لايه بعدي بدست آورده و از برهم نهي تنش در هر نقطه، تنش كل در لايه بدست مي
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  وش اجزاي محدود و تحليلي با مقادير بدست آمده از وانگمقايسه بين توزيع تنش تماسي بي بعد ر -4شكل 

  = μ*/μ0 1و = 1,0a/h0  برروي سطح تماس ورق با سنبه تخت در شرايط  
هاي تماسي بي بعد به كمك حل عددي و تحليلي ، مقايسه اي بين مقادير بدست آمده از تنش)4(شكل

با توجه به شكل مي توان به دقت بالاي حل . دهد، مقايسه شده است نشان مي]10[را كه با نتايج وانگ 
شود كه بر روي سطح تماس ، بيشترين فشار در لبه تماسي سنبه مشاهده مي. تحليلي و حل عددي پي برد

 .دهداتفاق افتاده و كمترين فشار در مركز سنبه رخ مي
 

  محاسبه فشار در لايه مشترك اول - 4-2
سپس ). 5شكل(آيد بدست مي) 22(و ) 21(تماس به كمك معادلات در مرحله اول، پروفيل تنش در سطح 

  ).6شكل(شود قسمت تقسيم  مي 6نقطه روي سطح تماس، نمودار به  7با مشخص كردن 
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  يلي در سطح تماس سنبه تخت با ورقتوزيع تنش عمودي بدست آمده از حل تحل - 5شكل 

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

x/a

P f
  (

X)

 
  بازه نمودار تنش در سطح تماسچگونگي تقسيم  -6شكل 

  
هر قسمت بدست آورده و در نقطه وسط آن  يدر سطح تماس را برا ياز تنش تماس يمتمركز ناش يروين

در ) 27(و ) 10(را به كمك معادلات  رويتك ن نيتنش مرتبط با ا عيتوز توانمي. )7شكل( شودياعمال م
هر كدام از  يتنش آن نقطه به ازا ياز برهم نه يبعد هيتنش كل در هر نقطه از لا. آوردبدست  يبعد هيلا
  .روهاستين

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

x/a

Pf
  (

X)

 
  چگونگي توزيع بار متمركز ناشي از تنش در سطح تماس - 7شكل 

  

توان نمودار تنش كل در راستاي عمود را براي لايه به كمك برهم نهي نمودارهاي بدست آمده مي
  .نشان داده شده است )8(، بدست آورد كه در شكل   = 0.1a/h0 و  = μ*/μ0 1 مشترك اول در شرايط
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   توزيع تنش در راستاي عمود در لايه مشترك اول ورق در تماس با  - 8شكل 

  سنبه تخت به كمك حل تحليلي
  

را در هر بازه بدست آورد و با  رويتوان مقدار نيم )8(رسم شده در شكل  يبه كمك نمودار تنش عمود
-هينمودار تنش در لا بيترت نيرا محاسبه و به هم يبعد هيمقدار تنش در لا) 27(قرار دادن آن در معادله 

از  ه،يلا ريكل در هر ز يروين مقدار. توان بدست آورديرا م هيلا ريدر هر ز يو مقدار فشار تماس يبعد يها
  .ديآينمودار تنش كل بدست م ريگرفتن انتگرال سطح ز

 μ*/μ0 1 هاي مختلف را  در شرايطهاي عمودي در لايه مشترك، توزيع تنش) 6-9(تا  )1-9(هاي شكل

-رويم مشاهده ميتر ميبا توجه به نمودارها، هرچه به سمت لايه پايين. دهندنشان مي   = 0.1a/h0   و  =
تر اينكه مقدار نيروي عمودي بايد ثابت باشد پس نمودارها پهنشود كه تنش بسيار كم شده و با توجه به 

  .خواهد شد
  

  
  تنش عمودي در لايه مشترك اول به كمك حل تحليلي - 1 - 9شكل  

  
  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 93                                                                                           ...                 تماسي و تغيير مكان كشسان  بررسي تنش

  
  تنش عمودي در لايه مشترك دوم به كمك حل تحليلي  -2 - 9شكل  

  

  
  تنش عمودي در لايه مشترك سوم به كمك حل تحليلي  -3- 9شكل  

  

  
  تنش عمودي در لايه مشترك چهارم به كمك حل تحليلي  -4 - 9شكل  
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  تنش عمودي در لايه مشترك پنجم به كمك حل تحليلي -5 - 9شكل  

  
  تنش عمودي در لايه مشترك ششم به كمك حل تحليلي  -6 - 9شكل  

 

هاي مختلف ورق كه توسط حل تحليلي ، چگونگي توزيع فشار تماسي بي بعد در لايه مشترك)10(شكل
 . دهداست را نشان مي  = 0.1a/h0 و  = μ*/μ0 1انجام شده است و تحت شرايط 

  
  هاي مختلف به كمك حل تحليليتوزيع فشار تماسي بي بعد در لايه مشترك -10شكل 

  =  0.1a/h0و    =  μ*/μ0 1 تحت شرايط 
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  : شودهمانطور كه از شكل  مشاهده مي
نشان داده شد در  4لايه ها بيشترين فشار در وسط ورق وجود دارد در حالي كه چنانچه در شكل  در همه

  .دهدهاي سنبه رخ ميماگزيمم فشار در لبه) محل تماس(روي سطح ورق 
شود كه ها كمتر مي، اختلاف فشار بين لايه)جايي كه از محل اعمال فشار دور شود(هاي پاييني در لايه

  .باشدمي 1و نانطبق اصل سنت 
  .)يابدگراديان فشار در امتداد طول كاهش مي(باشد تر ميهاي پاييني يكنواختتوزيع فشار در لايه

و نتايج  10، مقادير ماكزيمم فشار تماسي بي بعد بدست آمده به روش تحليلي با توجه به شكل )4(جدول 
  .دهدنشان مي   = 0.1a/h0 و  = μ*/μ0 1هاي مختلف را در شرايط اجزاي محدود در لايه مشترك

  

  هاي مختلف ماكزيمم فشار تماسي بي بعد بدست آمده از حل تحليلي وعددي در لايه -4جدول                 
  =  0.1a/h0و  = μ*/μ0 1در شرايط                         

ماكزيمم فشار تماسي بي بعد   موقعيت
  )روش تحليلي(

بعد ماكزيمم فشار تماسي بي 
 )روش عددي(

  -584,0  -5706,0  لايه مشترك اول
  -357,0  -339,0  لايه مشترك دوم
  -253,0  -2398,0  لايه مشترك سوم
  - 196,0  -1857,0 لايه مشترك چهارم
  -1625,0  -153,0  لايه مشترك پنجم
  -134,0  -125,0  لايه مشترك ششم

  
، بيان )5(شود كه در جدول محاسبه مي  = μ*/μ0 8/1نتايج براي حالت , با تغيير دادن نسبت سختي

  . شده است
  ماكزيمم فشار تماسي بي بعد بدست آمده ازحل تحليلي وعددي در لايه هاي مختلف  - 5جدول           

  = 0.1a/h0و  = μ*/μ0 8/1در شرايط                            

ماكزيمم فشار تماسي بي بعد   موقعيت
  )روش تحليلي(

تماسي بي بعد  ماكزيمم فشار
 )روش عددي(

  -5185,0  -4969,0  لايه مشترك اول
  -303,0  -2852,0  لايه مشترك دوم
  -1933,0  -1847,0  لايه مشترك سوم
  -143,0  -1362,0 لايه مشترك چهارم
  -1149,0  -1087,0  لايه مشترك پنجم
  -0994,0  -0922,0  لايه مشترك ششم

                                                                                                                                                                                          
1 Saint-Vanant 

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1390 پاييز، دومسال سيزدهم، شماره                          نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                           96
 

در گذر از لايه مشترك اول به دوم بيشترين اختلاف وجود شود حداكثر فشار همانطور كه مشاهده مي
با ريزتر . توان شبكه بندي به كار برده شده را ريزتر كردتر ميهاي دقيقبه منظور دستيابي به جواب. دارد

- يابد، به طوري كه با سيستمها به ميزان دو برابر، مشاهده شد كه زمان حل به شدت افزايش ميكردن شبكه
نه اي موجود به دست آوردن جواب بسيار طولاني خواهد بود كه از لحاظ وقت و هزينه به صرفه هاي رايا

هاي موجود، از هاي سخت افزاري و نيز دقت تقريبا مطلوب جوابپس با توجه به محدوديت. نخواهد بود
  .شودريزتر كردن شبكه خودداري مي

 
بر روي فشار تماسي سطح  (a/h0) و ناحيه تماسي ) µ*/µ0( بررسي تاثير نسبت سختي - 4-3

  ورق
xp)(، چگونگي توزيع فشار تماسي بي بعد يعني )11(شكل  f  مربوط به سنبه تخت را براي مقادير مختلف

/0با مقدار ثابت    μ*/μ0نسبت سختي  ha دهدرا نشان مي.  
axهمانطور كه در شكل مشخص است، فشار تماسي در هر دو انتها  . باشدداراي نقاط تكين مي =±

/0شود كه وقتي همچنين مشاهده مي ha ثابت است، با افزايش μ*/μ0  فشار تماسي در اغلب ناحيه تماسي ،
  .يابدكاهش مي سنبه تخت افزايش ولي در ناحيه نزديك دو انتها

/0بعد در مركز سنبه را براي دو حالت، حداقل فشار تماسي بي)6(جدول ha و در دو نسبت سختي مختلف   
  .كندبيان مي

تر از ورق ، يعني حالتي كه سطح همگن سفت = μ*/μ0 8 شود در نسبت سختيهمانطور كه مشاهده مي
FGM  است، با افزايشa  0يا كاهشh 1/ 8 يابد ولي در حالت ، فشار تماسي بي بعد افزايش مي μ*/μ0 =  ،

، فشار تماسي بي بعد  0hيا كاهش  aتر از سطح همگن است، با افزايش يعني حالتي كه سطح ورق سفت
  .يابدكاهش مي

  
  FGMهاي مختلف ورق  بررسي مقدار تغيير مكان كشسان در لايه -4-4

 هاي آن در شرايطرسطح ورق و زيرلايهدچگونگي توزيع تغيير مكان درراستاي عمودي را ) 12(شكل 
8μ*/μ0=  
  . كيلو نيوتن قرار گرفته و در حالت كشسان قرار دارد 20دهد كه تحت نيروي نشان مي  =  1,0a/h0و 

هرچه به   .دهدهاي سنبه رخ ميكمترين در لبهبا توجه به شكل،  بيشترين تغيير مكان در وسط سنبه و 
و هرچه دورتر شويم تغيير  اديها زمكان رييتغ ميشويم كينزد است، كه همان سطح ورق محل اعمال فشار

تر شده و  ، توزيع تغيير مكان يكنواخت)زير لايه ششم(هرچه از سطح ورق دور شويم . شودمكان كم مي
  .كنندن تغيير شكل پيدا ميها به يك ميزاوسط سنبه و لبه
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  )الف(

  
  )ب(

  توزيع فشار تماسي بي بعد در سطح ورق تحت فشار سنبه تخت براي  - 11شكل 
  μ*/μ0مقادير مختلف  

  = a/h0 5,0) ب(و   = 1,0a/h0) الف(
  

  بعدتاثير نسبت سختي و اندازه ناحيه تماسي برروي فشار تماسي بي -6جدول                            

 (μ*/μ0)نسبت سختي
 pf )0( فشار تماسي بي بعد 

a/h0 = 0,1  a/h0 =0,5  
8  7145,0-  84407,0 -  
8/1  5898,0-  4225,0-  
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  هاي ورق توزيع تغيير مكان عمودي كشسان  در سطح و زير لايه -12شكل 

  =  1,0a/h0و    =  μ*/μ0   8تحت شرايط 
  

  1,0a/h0روي تغيير مكان عمودي كشسان  تحت شرايط  به بررسي تأثير نسبت سختي بر ،)7(جدول 

 همانطور كه نشان داده شده است در حالتي كه. پردازدها ميكيلو نيوتن در زير لايه 20و نيروي   =
8/1μ*/μ0=  ،  

تر از سطح ماده همگن است، تحت نيروي اعمالي برابر، مقدار تغيير مكان يعني حالتي كه سطح ورق سفت
  .باشدتر از سطح ورق مياز حالتي است كه سطح ماده همگن سفت كشسان، كمتر

  

  تأثير نسبت سختي بر روي مقدار تغيير مكان عمودي كشسان   - 7جدول 
  كيلو نيوتن 20و نيروي  = 1,0a/h0در شرايط 

 )ميكرومتر(مقدار حداكثر تغيير مكان عمودي كشسان   موقعيت
8 μ*/μ0 =  8/1 μ*/μ0 =  

  - 99033,0  -3291,1  روي سطح
  - 92042,0  - 98755,0  لايه مشترك اول
  - 77538,0  -8369,0  لايه مشترك دوم
  - 68574,0  - 74026,0  لايه مشترك سوم
  -64647,0  - 70155,0  لايه مشترك چهارم
  - 61421,0  - 68014,0  لايه مشترك پنجم
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  نتيجه گيري
كه تحت تغيير  FGM اصطكاك روكش مادهاي براي تحليل تماس بدون در مقاله حاضر، يك مدل چند لايه

با ملاحظه اين حقيقت كه يك منحني دلخواه . اي قرار دارد مورد بررسي قرار گرفته استشكل كرنش صفحه
 اي توسعه دادهمي تواند توسط يكسري از توابع خطي تكه اي پيوسته تقريب زده شود، يك مدل چند لايه

بدون اصطكاك سنبه صلب تخت را به كمك حل عددي و با براي بررسي درستي مدل، تماس . شده است
ها دقت اين مقايسه. استفاده از روش اجزاي محدود بدست آورده و نتايج با حل تحليلي مقايسه گرديده است

هاي انجام شده، نتايج زير، حاصل بدست آمده با استفاده از بررسي. دهندبالاي اين دو روش را نشان مي
  :است
- لايه مي 8يا  6بطور كلي تعداد . باشدبسيار كارآمد مي FGMحل مساله تماسي مواد مدل حاضر در  )1

 .تواند مناسب بوده و دقت مسله را افزايش دهد
 .توان توزيع فشار تماسي را كنترل كردبا تغيير مناسب مدول برشي مي  )2
اي سنبه تخت و هبا توجه به نتايج بدست آمده، بر روي سطح تماس، بيشترين فشار تماسي در لبه )3

هاي زيرين ورق، بيشترين فشار اين در حالي است كه در لايه. دهدكمترين فشار در وسط سنبه رخ مي
 . افتدهاي سنبه اتفاق ميتماسي در امتداد مركز سنبه و كمترين فشار در امتداد لبه

به محل اعمال هرچه   .دهدهاي سنبه رخ ميبيشترين تغيير مكان در وسط سنبه و كمترين در لبه )4
و هرچه دورتر شويم تغيير مكان  اديها زمكان رييتغ ميشويم كينزد است، كه همان سطح ورق فشار

تر از سطح ماده همگن باشد، يعني سطح ورق سفتمي 8در حالتي كه نسبت سختي . شودكم مي
است، تحت نيروي اعمالي برابر، مقدار تغيير مكان كشسان ، كمتر از حالتي است كه نسبت سختي 

 .باشدمي 8/1
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 101                                                                                           ...                 تماسي و تغيير مكان كشسان  بررسي تنش

 ي انگليسيفهرست نمادها
a   طول ناحيه تماس   : 

0h  :  ضخامت ورق  
N  :  تعداد كل زير لايه ها  
P  :  ياعمال عمودي بار  
)(xp :   فشار تماسي عمودي  
)(xp f :    ،فشار تماسي بي بعد براي سنبه تخت( )aPxp 2)(  
)0(fp  :   0كمترين فشار تماسي بي بعد براي سنبه تخت در=x  

[ ]jS  :  ماتريس تبديل فوريه تنش و تغيير مكان  
T :   ترانهاده ماتريس  
),( yxu  :  تابع تغيير مكان در راستاي افقي  
),( yxv  :  تابع تغيير مكان در راستاي عمودي  
  

  نمادهاي يوناني
)(xδ  :  تابع دلتا  
iµ  :  مدول برشي در لايه مشترك ها  
0µ  :  مدول برشي در سطح ورق  
*µ  :  مدول برشي نيم صفحه همگن  
υ  :  ضريب پواسان  
σ :   تنش عمودي  
xyσ :   تنش برشي  
µλ   هاي لامهثابت   :  ,
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Abstract 
 
In this article, in order to analyze the frictionless contact with flat stamp, a multi-layered FGM that has 
been used as coating and has been under plane strain condition has been investigated.  
In this study, analytical and numerical methods are used. In analytical solution, non-dimensional 
contact pressure at the contact surface and in each sub-layer is obtained using Hooke's law, 
equilibrium equation and inverse Fourier transform. The effect of stiffness ratio and geometrical 
parameters on the contact pressure is investigated. The numerical solution has been performed using 
the finite element (FE) commercial software package, ANSYS version 10 and in addition to above 
mentioned values, distribution of elastic displacement is studied. In order to validate the results of 
numerical simulation, results are compared with those of analytical method. The comparisons of the 
results generated by the analytical technique to those computed by the finite element method 
demonstrate the high level of accuracy attained by both methods. It is observed that gradual variation 
of the shear modulus can significantly alter the stresses in the contact zone. 
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