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 دانشجوی دکترا

ارتعاشات غیرخطی تیر بر بستر الاستیک غیرخطی 

تحت بارهای حرارتی بر اساس روش اغتشاشات 

 هوموتوپی
های نامتحرک واقع بر گاهبرنولی با تکیه -ارتعاشات آزاد با دامنه بزرگ تیر اولر

ارتی بررسی شده است. با استفاده از بستر الاستیک غیرخطی و تحت بارهای حر
شود. با اعمال روش گالرکین، اصل همیلتون، معادله حاکم بر سیستم استخراج می

معادله دیفرانسیل غیرخطی معمولی سیستم به دست آمده و به دلیل بزرگ بودن 
ضریب جمله غیرخطی، روش حل ترکیبی اغتشاشات و هوموتوپی اعمال شده و 

سنجی، نتایج مورد بررسی قرار گرفته است. به منظور صحه دقت روش مذکور نیز
به دست آمده از حل حاضر با نتایج موجود در ادبیات فن مقایسه شده است. تأثیر 

بر فرکانس تأثیر مودهای ارتعاشی ضرایب سفتی بستر، اثر بارهای حرارتی و نیز 
 غیرخطی و نسبت فرکانسی سیستم مورد تحلیل قرار گرفته است.

 

 

برنولی، ارتعاشات با دامنه بزرگ، روش اغتشاشات هوموتوپی، بستر الاستیک  -تیر اولر های راهنما:واژه

 ، بار حرارتیغیرخطی

 

 مقدمه  -1
ای مختلفی استفاده باشد که در کاربردهای سازههای مهندسی میتیر یکی از اجزای اساسی در سازه

 های هواپیما،ها، بالهای فضاپیما، ماهوارهکوپتر، آنتنهلی های روتورهایی نظیر تیغهشود. بعلاوه، سازهمی

 توانند بهتر میهای پیچیدههای طویل و سازههای بلند مرتبه، پلهای تفنگ، بازوهای روبات، ساختمانلوله

سازی شوند. بنابراین مطالعه پاسخ استاتیکی و دینامیکی تئوری و تجربی این اجزای تیر مدلعنوان شبه

های واقعی تحت شرایط تر سازهای تحت شرایط بارگذاری مختلف، به فهم و توضیح رفتارهای پیچیدههساز

های طبیعی و های ارتعاشی یک سیستم، مانند فرکانساطلاع از مشخصه بارگذاری مشابه، کمک خواهد کرد.

عاشی، برای یک های ارتباشد. محاسبه مشخصهمی شکل مودهای ارتعاشی آن لازمه شناخت آن سیستم

 های مورد استفاده ماهیت غیرخطی دارند.سیستم خطی آسان است. اما در عمل بیشتر سیستم
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 ترواقعیمنجر به نتایج اند که های تئوری بودهبنابراین محققان همیشه درصدد دستیابی به آن دسته از روش

را نیز با دقت  آنها، بتوانند رفتار ارتعاشی هاو بدون صرفنظر کردن از خصوصیات غیرخطی سیستم شده

 بینی نمایند.مناسبی پیش

های عددی و یا باشد، بنابراین معمولاً از روشارائه روش تحلیلی برای مسایل غیرخطی بسیار دشوار می

های روش ایدر تحقیقات گسترده ]He ]1-4شود. حل تقریبی برای تحلیل این معادلات استفاده می

حل تقریبی معادلات غیرخطی ارائه کرده است. بر اساس تحقیقات انجام شده، از ه منظور مختلفی ب

، ]7[، هوموتوپی ]5،6[های اغتشاشات توان به روشمی ،های مختلف حل تقریبی معادلات غیرخطیروش

، روش بالانس ]10[دامنه  -بندی فرکانس، فرمول]8،9[هوموتوپی  -های ترکیبی اغتشاشاتروش

 -ماکزیمم روش، ]14[ 1، روش تغییرات اصلاح شده]13[، روش هارمونیک بالانس  ]21،11[ انرژی

های کلاسیک اغتشاشات، ، اشاره کرد. برای استفاده از روش]20-17[ها و نیز سایر روش ]15،16[مینیمم 

رفتار غیرخطی های با ضریب جمله غیرخطی بایستی کوچکتر از واحد بوده و از این رو قابل اعمال به سیستم

را برطرف ضریب جمله غیرخطی اندازه محدودیت از لحاظ این هوموتوپی  -باشد. روش اغتشاشاتقوی نمی

، رفتار ارتعاشات غیرخطی ]21[و همکاران  Ramezaniدر یکی از تحقیقات انجام شده توسط  .کرده است

 تیر با دامنه نوسانات بزرگ مورد بررسی قرار گرفته است. 

استفاده از اصل همیلتون معادله حاکم بر سیستم را استخراج کرده و سپس با استفاده از روش ها با آن

در حل با استفاده از  اند.های چندگانه پاسخ سیستم را با به کارگیری دو جمله تصحیح به دست آوردهمقیاس

از آنجایی که در  بایست کوچکتر از واحد باشد. اماهای چندگانه، ضریب جمله غیرخطی میروش مقیاس

تر از واحد معادله استخراج شده در تحقیق مذکور، ضریب جمله غیرخطی برای تیر آزمایشگاهی بسیار بزرگ

های غیر واقعی را در اختیار خواهد آید، بنابراین استفاده از روش اغتشاشات برای تحلیل، جواببه دست می

 استفاده نمود.  توان از این روشگذاشت و نمی

Pirbodaghi  با استفاده از روش تحلیلی هوموتوپی رفتار غیرخطی تیر را بررسی کرده و  ]22[و همکاران

از این روش  ]23[و همکاران  Sedighiعبارتی مناسب برای بیان فرکانس غیرخطی آن به دست آوردند. 

 Sarmaی نیز دست یافتند. غیرخطی استفاده نموده و به نتایج قابل قبول میراییبرای آنالیز ارتعاشات تیری با 

مفصل را  دو سرهای المان محدود گوناگونی از ارتعاشات آزاد با دامنه بزرگ یک تیر فرمول ]24[و همکاران 

 ]25[و همکاران  Poorjamshidianریتز ارائه دادند.  -بحث کرده و فرمول تحلیلی را بر اساس روش ریلی

مورد مطالعه قرار داده و از روش را غیرخطی درجه پنجم  ارتعاشات غیرخطی تیر با در نظر گرفتن جملات

اثر حرارت بر  ]26[و همکاران  Wangهای چندگانه، پاسخ فرکانسی تیر را مورد بررسی قرار دادند. مقیاس

 بررسی کردند.  2با به کارگیری روش تفاضل مربعیرا های کربنی حامل سیال ارتعاش و پایداری نانو لوله

های چندگانه مبتنی بر های معمول اغتشاشات از جمله روش مقیاسضیح داده شد، روشهمانگونه که تو

مسأله حاضر، این ضریب بسیار بزرگتر از  در حالی که درفرض کوچک بودن ضریب جمله غیرخطی است. 

  های اغتشاشات منجر به حل معتبری برای سیستم نخواهد شد.از این رو استفاده از روشباشد. واحد می

                                                                                                                                                                                     
1Modified Variational Approach 
2Differential Quadrature Method 
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بر بستر الاستیک غیرخطی و  واقع های نامتحرکگاهبا تکیه برنولی -رفتار ارتعاشی تیر اولرحاضر،  مقالهدر 

تحلیل انجام شده در مقاله حاضر بر مبنای حالت  .گرفته استمورد مطالعه قرار های حرارتی بار تحت اثر

پایا، منجر به ایجاد نیروی محوری در  باشد. بدین معنی که تغییرات درجه حرارت در حالتپایای حرارتی می

استفاده از روابط  با. شودشود. بنابراین تأثیر تغییر درجه حرارت تیر به صورت نیروی محوری ظاهر میتیر می

با اعمال  و کارمن و نیز به کارگیری اصل همیلتون، معادله حاکم بر سیستم استخراج -جابجایی ون -کرنش

و به منظور  در ادامه .شده استبه معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی تبدیل  حاکم معادله ،روش گالرکین

روش حل تحلیلی بر اساس ترکیب روش اغتشاشات و هوموتوپی حل معادله دیفرانسیل غیرخطی حاصل، 

روش ارائه شده به ازای بازه وسیعی از ضریب جمله غیرخطی، پاسخ را که دهد مینشان نتایج  شود.می اعمال

  گذارد.ت مناسبی در اختیار میبا دق

برنولی واقع بر بستر الاستیک غیرخطی، فرکانس غیرخطی به دست آمده  -برای تحلیل ارتعاشات آزاد تیر اولر

 به .خوانی داردهمفرکانس غیرخطی حاصل از حل دقیق با از تقریب مرتبه اول روش ارائه شده با دقت خوبی 

پاسخ زمانی حاصل از تقریب مرتبه اول اولاً اغتشاشات و هوموتوپی، منظور تأیید صحت نتایج روش ترکیبی 

پاسخ به دست آمده از حل عددی رانگ کوتای مرتبه چهارم  با های ارتعاشی مختلفبه ازای دامنه این روش،

و ثانیاً برای حالتی که ضریب جمله غیرخطی کوچکتر از واحد باشد، نتایج به دست  مورد مقایسه قرار گرفته

ضرایب سفتی  همچنین اثر ده در تحقیق حاضر با سایر نتایج موجود در ادبیات فن مقایسه شده است.آم

بر فرکانس غیرخطی و نسبت فرکانسی سیستم مورد و نیز تأثیر مودهای ارتعاشی  های حرارتیبار بستر،

 گرفته است.تحلیل قرار 

 

 حرکت غیرخطی و استخراج معادله بندی مسألهمولفر -2
، مدول الاستیسیتهLیکسر مفصل به طول  -گاهی یکسرگیرداربرنولی با شرایط تکیه -تیر اولر (1)در شکل 

Eجرم واحد حجم ،ممان سطح ،Iسطح مقطع ،A ضرایب سفتی بستر خطی و غیرخطی با ، وLK  و

NLK .نشان داده شده است 

های جابجایی در های باربرنولی، مؤلفه -ف با مد نظر قرار دادن مدل تیر اویلریرشهبر اساس مدل ک

)یعنی zو xراستای محورهای مختصات , , )u x z t و( , , )w x z t  24[شوند بیان می (1رابطه )به صورت[. 

(1) ( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , )
w

u x z t u x t z w x z t w x t
x


  


 

)که در آن , )u x t  و( , )w x t در لحظه های جابجایی طولی و عرضی در صفحه میانی تیر ومؤلفهt 

به منظور در نظر گرفتن دامنه  1کارمن -جابجایی غیرخطی ون -باشند. با استفاده از روابط کرنشمی

( x( و تنش نرمال )xجابجایی ) -، رابطه غیرخطی کرنش2نوسانات بزرگ تیر و قانون سازگاری الاستیک

 آید.به دست می (2معادله )( به صورت 1، معادله )برای تیر

 
                                                                                                                                                                                     
1 Von Karman 
2 Elastic Constitutive Law 
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 یکسر مفصل واقع بر بستر الاستیک غیرخطی -شماتیک تیر یکسرگیردار -1شکل

 

(2) 

 

22

x 2

22

x 2 2

u w 1 w
z

x x 2 x

E u w 1 w
z

1 x x 2 x

   
     

   

    
     

       

 

فاده توان با استانرژی کرنشی و انرژی جنبشی سیستم را می ،از اثرات اینرسی محورینظر کردن  با صرف

 .به دست آورد (4( و )3)از روابط 

(3) 

 
2 22 2

L

20

1 u 1 w w
U EA EI dx

2 x 2 x x

              
         

 

(4) 
2

L

0

1 w
T A dx

2 t

 
   

 
 

معادلات برنولی به صورت  -با به کارگیری اصل همیلتون، معادلات حاکم بر رفتار ارتعاش غیرخطی تیر اولر

 آید.به دست می (6( و )5)

 

(5) 

24 2

4 2

w u 1 w w w
EI EA A Q

x x x 2 x x t

        
                

 

(6) 
2

u 1 w
EA 0

x x 2 x

     
           

 

 شود.تعریف می (7از معادله ) Qکه درآن 

(7) 
3

L NLQ k w k w   

یری از رابطه گباشند. با انتگرالترتیب ضرایب سفتی خطی و غیرخطی بستر می به NLkو Lk( 7رابطه )در 

 آید.به دست می (8از رابطه )(، معادله حرکت 5( و جایگذاری آن در رابطه )6)

(8) 
24 2 2 2

L
3

Th L NL4 2 2 20

w w EA w w w
EI F dx k w k w A 0

x x 2L x x t

      
              

 

نیروی محوری کششی یا فشاری ناشی از بارهای حرارتی بوده و مقدار آن بر اساس  ThFکه در رابطه اخیر،

 .]26[شود ( محاسبه می9، از رابطه )تئوری الاستیسیته حرارتی
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(9) Th x

EA
F T

1 2
   

 
 

تغییرات دمایی محیط  Tنسبت پوآسون و  x ،معرف ضریب انبساط حرارتی در راستای محور  xکه 

 شد.بامی

 

 معادله حرکتبعدسازی بی -3
 .کنیمتعریف می( 10مطابق روابط )را بعد های بیمتغیرتر، به منظور کسب نتایج کلی

(10) 

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆˆ , ,

n

2 2 22 4
x L NL

Th L NL

x w
t t x w

L L

T k L k LL L L
F k k

1 2 r EA r EA r

   

       
       

       

 

r/که در آن I A  ،معرف شعاع ژیراسیون سطح مقطع تیرn ی و معرف شماره مود ارتعاشn  فرکانس

 آید.( به دست می11از رابطه )ام سیستم خطی متناظر بوده و مقدار آن nطبیعی 

(11)  
2

n n 4

EI
L

AL
  


 

، معادله (8( در معادله دیفرانسیل )11( و )10باشد. با جایگذاری روابط )مقادیر ویژه تیر می nLکه در آن 

 شود.( به شکل زیر حاصل می12)

(12) 

 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆˆ ˆ
ˆ

2 24 2 2
1

Th4 2 20

2
43

L NL n 2

w w 1 L w w
F dx

x x 2 r x x

w
k w k w L 0

t

       
              


   




 

باشد و جواب تحلیلی برای آن وجود یک معادله دیفرانسیل غیرخطی می اخیر که معادلهبا توجه به این

فاده از روش گالرکین جواب معادله کنیم. برای استندارد، بنابراین برای حل آن از روش گالرکین استفاده می

به صورت  نوسان کند، در یک مود خاصی که تیر فقط ( در حالت12دیفرانسیل غیرخطی )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )nw x t x q t  شود که در آنتقریب زده میˆ( )n x مود  ای نرمالیزه شدهتوابع مقایسهn ام هستند

 .]19[کنند ه شرایط مرزی حاکم بر سیستم را ارضا میک

)ˆاییکسر مفصل، تابع مقایسه -برنولی با شرایط مرزی یکسرگیردار -برای تیر اولر )n x توان را می

 در نظر گرفت: شود،( محاسبه می13از رابطه )که شکل مودهای خطی نرمال آن  مطابق

(13)  

ˆ ˆ ˆ( ) cosh( ) cos( )

cosh( ) cos( )
ˆ ˆsinh( ) sin( )

sinh( ) sin( )

     

  
  

  

2 2
n n n

2 2n n
n n

n n

x L x L x

L L
L x L x

L L

 

 

کند، مقادیر ویژه تیر به با فرض این که سیستم فقط در یکی از مودهای ارتعاشی اول، دوم و یا سوم نوسان 

9266/31Lترتیب  ،0686/72L   2102/103وL  آید.به دست می 
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)ˆ( و ضرب رابطه حاصل در 12و با جایگذاری جواب فرضی در معادله ) با توجه به روش گالرکین )n x  و

از گیری از آن در طول تیر، معادله دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر قسمت زمانی رفتار ارتعاشی تیر  انتگرال

 آید.( به دست می14رابطه )

 

(14) 

   
      

    

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

14 2
n 0

2 22
1 1 14 2x L

0 0 0

2 24
1 1 1

2 4 3NL

0 0 0

L dx q

T k LL L
dx dx dx q

1 2 r EA r

k L1 L L
dx dx dx q 0

2 r EA r

  

     
        

      

     
          

     



  

  

 

 .شودمیبازنویسی  (15به صورت رابطه ) توان به شکل فشردهرا می( 14طه )برا

(15) 
2 3
Lq q q 0   

2 بعدبی هایکه در آن پارامتر
L  و ( قابل محاسبه16از روابط ).اند 

 

(16) 

( ) ( )

( )

2 4
2 4 2 x 1 L
L 4 4

1 n

4
2 3 5 NL

4 2
1 n

f EI 1 2 f EAL T f k L 1 2

f EI L 1 2

EAf f 2f k L

2f EI L

       
 

  

 
 



 

 در روابط اخیر:

 

(17)  

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ,

1 1 1
2 2

1 2 30 0 0

1 14 4
4 50 0

f dx f dx f dx

f dx f dx

      

   

  

 
 

( در نظر گرفته 18رابطه )( به صورت 15با فرض شرایط اولیه جابجایی خالص، شرایط اولیه حاکم بر معادله )

 شود.می

(18)    ,max
0

w
q 0 a q 0 0

L
   

 باشد.حداکثر خیز تیر می maxwکه در آن

 باشد.می (1) قاله حاضر، مطابق جدولدر منظر مشخصات تیر مورد 

 مورد نظرمشخصات تیر   -1جدول   
 مقدار مشخصه

( )b mm 9/3 

( )h mm 4/6 

( )L mm 485 

( )3kg m 7880 

( )E GPa 190 

( )1
x K 5-10×2/1 

 3/0 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 47 ... ارتعاشات غیرخطی تیر بر بستر الاستیک غیرخطی تحت بارهای حرارتی

 

فقط ها ( ارائه شده است. با این وجود عمده این روش15حل تقریبی معادله )رای های مختلفی بتاکنون روش

ختیار کوچکتر از واحد باشد، پاسخ تقریبی مناسبی را در ا () خطیبرای حالتی که ضریب جمله غیر

، طول تیر، شعاع ژیراسیون سطح مقطع گاهی تیرختلفی مانند شرایط تکیهگذارد. این ضریب به عوامل ممی

بسیار ابسته بوده و در عمل تحت شرایط متعددی ضریب اخیر برای تیرها های طبیعی تیر وتیر و نیز فرکانس

کسر مفصل با مشخصات مندرج در جدول ی -باشد. به عنوان مثال برای تیر یکسرگیرداربزرگتر از واحد می

8/8513(، مقدار 1)  های معمول اغتشاشات که مبتنی بر آید. از این رو به کارگیری روشبه دست می 

مقاله حاضر برای معتبر برای سیستم خواهند شد. در غیر نتایجباشند، منجر به استخراج کوچکتر از واحد می

دستیابی به یک حل مجانبی معتبر، با استفاده از روش ترکیبی اغتشاشات هوموتوپی، پاسخ تیر به ازای هر 

 شود.جمله غیرخطی استخراج میضریب مثبت دلخواه از  مقدار

 

 استخراج پاسخ زمانی سیستم با استفاده از روش اغتشاشات هوموتوپی -4

تشکیل  (19)( هوموتوپی را مطابق معادله 15یفرانسیل غیرخطی )به منظور محاسبه پاسخ معادله د

 .]2[ دهیممی

(19)       3
0 0L v L q pL q p v 0     

و عملگر vکه در آن تابع  L q ( تعریف می20از روابط ).شود 

 

(20)  

...

lim ...

2
0 1 2

0 1 2
p 1

2
L

v v pv p v

q v v v v

L q q q



   

    

 

 

(، 19در طرفین تساوی معادله ) p های مختلفپی با متحد قرار دادن ضرایب توانمطابق روش هوموتو

 آید.مطابق زیر به دست می (22( و )21)معادلات خطی 

(21)     , ( ) , ( )0 0 0 0 0L v L q 0 v 0 a v 0 0    

(22)     , ( ) ( )3
1 0 0 1 1L v L q v 0 v 0 v 0 0     

)با فرض ) ( )0 0v t q t ( 19( که به عنوان پاسخ خطی متناظر با معادله غیرخطی )18) جواب معادله

 آید.ت میبه دس (23از رابطه )شود شناخته می

(23) ( ) ( )0 0 0 NLv t q t a cos t   

 ،(22فرکانس سیستم غیرخطی اصلی است. با جایگذاری پاسخ به دست آمده در معادله ) NLکه در آن 

 آید.به دست می(  24)معادله 

(24) 
3

2 2 2 2 0
1 L 1 0 NL L 0 NL NL

a3
v v a a cos t cos3 t 0

4 4

 
          

 
 

جواب عمومی معادله برابر  (،22در نظر گرفته شده برای معادله فوق در رابطه )با توجه به شرایط اولیه 

معادله به  ،صفر بوده و برای محاسبه جواب خصوصی معادله فوق با استفاده از روش اغتشاشات هوموتوپی

 :خواهیم رسید (25)
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(25) 
 

 
 

( )

t 3
2 2 2 0

1 L 0 NL L 0 NL NL

0

2 2 2 0
NL L 0 NL L2 2

NL L

3
0

NL L2 2
NL L

a3
v t sin( t) a a cos t cos3 t d

4 4

a3
a cos t cos t

4

a
cos3 t cos t

4 9

  
             

  

 
        

  


  

 



 

وزنی مانند روش حداقل مربعات،  هایهای مختلف باقیماندهبا استفاده از روشتوان را می NLمقدار 

تری جهت محاسبه د. در مقاله حاضر از روش سادهبه دست آورو نیز روش گالرکین  1روش کولوکیشن

از معادله اخیر،  2شود به این صورت که به منظور حذف جمله سکولارمی ادهاستففرکانس غیرخطی سیستم 

Lcosضریب جمله  t آید.( به دست می26)دهیم. در نتیجه معادله را برابر صفر قرار می 

(26) 
 

3
2 2 2 0 0
NL L 0 2 2 2 2

NL L NL L

a a3
a 0

4 4 9

 
       

    
 

 

 ( قابل محاسبه است.27از رابطه )فرکانس غیرخطی سیستم  ،که از حل معادله اخیر

 

 

(27) 
 2 2 4 2 2 2 4

L 0 L 0 L 0

NL

10 7 a 64 104 a 49 a

18

         
  

توان با توجه به معادله با استفاده از رابطه فوق پاسخ تقریب مرتبه اول روش اغتشاشات هوموتوپی را می

 ( بازنویسی کرد.28معادله )( به صورت 22)

(28)  
( )

3
2 2 2 0 0

1 NL L 0 NL NL2 2 2 2
NL L NL L

a a3
v t a cos t cos3 t

4 4 9

 
        

    
 

( به 29رابطه )( به صورت 20باشد، پاسخ سیستم با توجه به رابطه ) بنابراین اگر تقریب مرتبه اول مطلوب

 آید.دست می

(29) ( ) ( ) ( )0 1q t v t v t  

 شود.( محاسبه می30)(، پریود نوسانات برای تقریب مرتبه اول از رابطه 27با توجه به معادله )

(30) 
NL

2
T





 

گیری از منحنی تراز در صفحه فاز به ازای یک تراز رواتیو و با انتگرالهای کانسبا تحلیل کیفی سیستم

انرژی کل دلخواه، نایفه مقدار دقیق پریود سیستم را به دست آورده است. پس از عملیات ریاضی پریود 

 .]6[آید به دست می( 31از معادله )سیستم 

(31) ( , )ex 2 2
L 0

4
T F

2a


 

  
 

                                                                                                                                                                                     
1 Collocation 
2 Secular Term 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 49 ... ارتعاشات غیرخطی تیر بر بستر الاستیک غیرخطی تحت بارهای حرارتی

 

)که عبارت  , )F
2


آید.( به دست می32از رابطه )باشد و ، انتگرال بیضوی کامل نوع اول می 

(32) ( , )
sin

2

2 20

dx
F

2 1 x



 

 
 

 شود.( تعریف می33از معادله ) که در آن ثابت 

(33) 
( )

2
0

2 2
L 0

a

2 a


 

  
 

، بی پریود نوسانات سیستمد خطای نسدرص ،به منظور امکان مقایسه نتایج %RE (34رابطه )، به صورت 

 .]17[شود تعریف می

(34)  % lim
2
0

ex

a
ex

T T
RE 100

T 


  

  

 سنجی نتایجو صحه پاسخ زمانی سیستم -5

دقت و کارآیی روش تحلیلی ارائه شده برای محاسبه فرکانس غیرخطی و پاسخ ارتعاشات آزاد  بخش،در این 

ارائه مشخصات هندسی و خواص مکانیکی از تیری با  منظور ندیب گیرد.طی تیر مورد بررسی قرار میغیرخ

 .شوداستفاده می( 1) جدول شده در

( برای دو 34-30)و  (27درصد خطای نسبی پریود نوسانات سیستم با توجه به معادلات ) (2) در جدول

دامنه نوسانات مختلف مورد مقایسه قرار گرفته است. ارائه شده و نتایج روش اغتشاشات به ازای  ،روش حل

 ،تقریب مرتبه اول روش اغتشاشات هوموتوپیبرای دهد که درصد خطای نسبی ماکزیمم نتایج نشان می

شود با افزایش دامنه نوسانات روش اغتشاشات باشد. همانطور که از نتایج مشاهده میمی 1/4%برابر

 نماید.بینی میهوموتوپی با دقت بسیار مناسبی، رفتار سیستم را پیش

مرتبه اول روش اغتشاشات هوموتوپی، پاسخ تیر در نقطه دارای  برای نشان دادن دقت و کارآیی تقریب

از سر گیردار آن با استفاده از روش اغتشاشات هوموتوپی به دست  L5809/0اصله خیز ماکزیمم یعنی در ف

از روش رانگ کوتای مرتبه چهارم مورد مقایسه قرار گرفته است. به دست آمده آمده و نتایج با حل عددی 

های کند، به ازای دامنهن مییکسر مفصل که در مود ارتعاشی اول نوسا -پاسخ تیر یکسرگیردار (2) شکل

بعد بستر الاستیک، و نیز با در نظر گرفتن ضرایب سفتی خطی و غیرخطی بی 005/0و  01/0ارتعاشی 

1000ˆ
Lk   10000وˆ

NLk  282/2، تیر با مشخصات مذکوردهد. برای را نشان میL  8545 و  

(1  )های به دست آمده از تقریب مرتبه شود، پاسخدیده می (2) همانگونه که از شکل آید.به دست می

 کند.دنبال میبا دقت بسیار خوبی اول روش اغتشاشات هوموتوپی، حل عددی را 

جمله غیرخطی کوچکتر از واحد باشد، نتایج به دست آمده سنجی برای حالتی که ضریب به منظور صحه

مورد مقایسه قرار  (3) در شکل ]21[و همکاران  Ramezaniدر تحقیق حاضر با نتایج حاصل از تحقیق 

 گرفته است.
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2مقایسه درصد خطای نسبی پریود نوسانات به ازای مقادیر مختلف -2جدول
0a 

 یکسر مفصل -گیرداربرای تیر یکسر

2مقدار 
0a 

درصد خطای نسبی پریود 

نوسانات،  %RE برای ،

تقریب مرتبه اول از روش 

 اغتشاشات هوموتوپی

1 75/0 

10 18/3 

100 99/3 

1000 09/4 

10000 1/4 

 
 

 
 ی با حل عددی برای تیر اغتشاشات هوموتوپ مقایسه پاسخ حاصل از روش -2شکل

 های ارتعاشی مختلفیکسر مفصل به ازای دامنه -گیرداریکسر

 

 
 ]21[مرجع  ارائه شده دراغتشاشات هوموتوپی با پاسخ  مقایسه پاسخ حاصل از روش -3شکل

 یکسر مفصل -برای تیر یکسرگیردار 
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1Lبرای حالتی که    5/0و   باشد، نتایج به دست آمده از تحقیق حاضر با دقت بسیار خوبی، نتایج

کند. با این وجود همانگونه که قبلاً اشاره شد، برای تیر واقعی مقدار را دنبال می ]21[حاصل از مرجع 

قادر به های معمول اغتشاشات آید و از این رو روشضریب جمله غیرخطی بسیار بزرگتر از واحد به دست می

 باشند.تحلیل صحیح این مسائل نمی

 

 غیرخطی تیر بررسی اثر ضرایب سفتی بستر الاستیک و بار حرارتی بر رفتار ارتعاشات  -6

بار حرارتی بر رفتار  تأثیربه منظور بررسی اثر ضرایب سفتی خطی و غیرخطی بستر الاستیک و نیز 

بعد و به ازای تغییر هر یک از ر در برابر دامنه بیهای فرکانس غیرخطی تیمنحنیارتعاشات غیرخطی تیر، 

 شود.پارامترهای مذکور رسم می

بر بار حرارتی  تأثیر (5) بار حرارتی بر روی فرکانس طبیعی غیرخطی تیر و شکل تأثیر (4) شکلدر 

ˆ1000. این نمودارها با فرض نسبت فرکانسی تیر نشان داده شده است
Lk   10000وˆ

NLk  ترسیم 

شود، افزایش بار حرارتی، هم فرکانس غیرخطی و هم نسبت اند. همانگونه که از این نمودارها دیده میشده

بار حرارتی  تأثیردهد. در واقع فرکانسی تیر )نسبت فرکانس خطی به فرکانس غیرخطی تیر( را افزایش می

( بیشتر از فرکانس غیرخطی آن است. به علاوه افزایش دامنه ارتعاشی، سبب Lدر فرکانس خطی سیستم )

 شود. افزایش فرکانس غیرخطی سیستم می

 

 
 در برابر دامنه به ازای مقادیر مختلف از بار حرارتیتیر تغییرات فرکانس غیرخطی  -4شکل
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 ازای مقادیر مختلف از بار حرارتی  تغییرات نسبت فرکانسی در برابر دامنه به -5شکل

 

ˆبعد بستر الاستیک )ضریب سفتی خطی بی تأثیربه ترتیب  (7) و (6) هایشکل
Lk)  بر فرکانس

ˆ10000یکسر مفصل را با در نظر گرفتن  -غیرخطی و نیز نسبت فرکانسی تیر یکسرگیردار
NLk   نشان

ث افزایش فرکانس بعد بستر الاستیک باعشود که افزایش ضریب سفتی خطی بیمشاهده می دهد.می

 شود. غیرخطی سیستم می

بعد بستر الاستیک، موجب افزایش فرکانس ( افزایش ضریب سفتی خطی بی16اگرچه با توجه به معادله )

افزایش ضریب سفتی خطی  ثیرتأتوان دریافت که می (7( و )6) شود، ولی با دقت در نمودارهاییخطی م

 بعد بستر الاستیک، بر افزایش فرکانس خطی بیشتر از فرکانس غیرخطی است.بی
 

 
 تغییرات فرکانس غیرخطی در برابر دامنه به ازای مقادیر مختلف -6شکل

 بعد بستر الاستیکاز ضریب سفتی خطی بی 
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 ادیر مختلفتغییرات نسبت فرکانسی در برابر دامنه به ازای مق -7شکل

 بعد بستر الاستیکاز ضریب سفتی خطی بی 

 

ˆبعد بستر الاستیک )ضریب سفتی غیرخطی بی تأثیربه ترتیب  (9( و )8) هایشکل
NLk)  بر فرکانس

ˆ1000یکسر مفصل را با در نظر گرفتن  -غیرخطی و نیز نسبت فرکانسی تیر یکسرگیردار
Lk   نشان

باعث افزایش فرکانس  ،بعد بستر الاستیکشود که افزایش ضریب سفتی غیرخطی بیدهد. مشاهده میمی

بعد بستر ، افزایش ضریب سفتی غیرخطی بی(9) شود. در عین حال با توجه به شکلغیرخطی سیستم می

( به خوبی قابل 27( و )16له با دقت در روابط )أشود که این مسالاستیک، موجب کاهش نسبت فرکانسی می

 باشد.استنباط می

 

 
 غییرات فرکانس غیرخطی در برابر دامنه به ازای مقادیر مختلفت -8شکل

 بعد بستر الاستیکاز ضریب سفتی غیرخطی بی 
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 تغییرات نسبت فرکانسی در برابر دامنه به ازای مقادیر مختلف -9شکل

 بعد بستر الاستیکاز ضریب سفتی غیرخطی بی 

 

مودهای مختلف بر فرکانس غیرخطی و نسبت فرکانسی تیر  تأثیربه ترتیب  (11( و )10) هایدر شکل

ˆ1000یکسر مفصل را با در نظر گرفتن  -یکسرگیردار
Lk   10000وˆ

NLk  همانگونه که در دهد. نشان می

مختلف باعث  های ارتعاشیدر بازه مشخصی از دامنه مودهای بالاتر ارتعاش در شود،مشاهده می (10) شکل

های مشخص دیگر سبب افزایش فرکانس غیرخطی کاهش فرکانس غیرخطی سیستم شده و به ازای بازه

ارتعاش در مودهای بالاتر، همواره سبب کاهش توان دریافت که می (11) به شکلاز طرفی با توجه . شودمی

 م خواهد شد. نسبت فرکانسی سیست
 

 

 تغییرات فرکانس غیرخطی در برابر دامنه به ازای مودهای مختلف -10شکل
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 تغییرات نسبت فرکانسی در برابر دامنه به ازای مودهای مختلف -11شکل  

 

  گیرینتیجه -7

ثر تحت ا واقع بر بستر الاستیک غیرخطی و نیز برنولی -ارتعاشات با دامنه بزرگ تیر اولردر تحقیق حاضر 

با در نظر گرفتن های مرتبه اول و با استفاده از تئوری تغییرشکلبارهای حرارتی مورد مطالعه قرار گرفت. 

معادلات دیفرانسیل جزئی و غیرخطی حاکم بر ارتعاشات  غیرخطینگی هندسی و با اعمال اصل همیلتون،

معادلات غیرخطی معمولی تبدیل  معادلات حاکم بهبا استفاده از تقریب گالرکین،  عرضی تیر استخراج شد و

1) با توجه به بزرگ بودن ضریب جمله غیرخطیشد.   ،)ای معمول اغتشاشات مانند هاستفاده از روش

کار گرفته شده است، منجر به به ]21[ از جمله در مرجع ای از مقالاتهای چندگانه که در پارهروش مقیاس

روش ترکیبی اغتشاشات و در ادامه با استفاده از شود. از این رو میسیستم ن ری برایمعتباستخراج پاسخ 

معادلات پاسخ شود، هوموتوپی که به ازای هر ضریب مثبت دلخواه منجر به حل معتبری برای سیستم می

طی، این روش به ازای بازه وسیعی از ضریب جمله غیرخکه  دهدمینتایج حاصل نشان سیستم به دست آمد. 

سنجی، برای حالتی که ضریب جمله در ادامه و به منظور صحهگذارد. پاسخ را با دقت مناسبی در اختیار می

 ]21[ مرجعدر  ارائه شدهغیرخطی کوچکتر از واحد باشد، نتایج به دست آمده در تحقیق حاضر با نتایج 

دست آمده از تقریب مرتبه اول  فرکانس غیرخطی به نتایج است.بسیار خوب  حاکی از تطابقمقایسه شد که 

کند. به علاوه با دقت بسیار خوبی فرکانس غیرخطی حاصل از حل دقیق را دنبال مینیز روش ارائه شده 

بر فرکانس و تأثیر مودهای ارتعاشی  های حرارتیباراثر  الاستیک،بستر خطی و غیرخطی  ضرایب سفتی تأثیر

 و نشان داده شد که: گرفتیل قرار نسبت فرکانسی سیستم مورد تحل بر غیرخطی و

س خطی به فرکانس افزایش بار حرارتی، هم فرکانس غیرخطی و هم نسبت فرکانسی تیر )نسبت فرکان الف(

دهد. با این وجود اثر تغییر بار حرارتی در فرکانس خطی سیستم بیشتر از می غیرخطی تیر( را کاهش

 فرکانس غیرخطی آن است.
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بستر الاستیک باعث افزایش فرکانس خطی و فرکانس غیرخطی سیستم  یافزایش ضریب سفتی خطب( 

بستر الاستیک، بر افزایش فرکانس خطی بیشتر از  افزایش ضریب سفتی خطی تأثیرشود. اما می

 فرکانس غیرخطی است.

در  شود وزایش فرکانس غیرخطی سیستم میج( افزایش ضریب سفتی غیرخطی بستر الاستیک باعث اف

 .گرددمی سیستم جب کاهش نسبت فرکانسیمو عین حال

های ارتعاشی باعث کاهش فرکانس غیرخطی سیستم ارتعاش در مودهای بالاتر در بازه مشخصی از دامنهد( 

ارتعاش در مودهای به علاوه، شود. های مشخص دیگر سبب افزایش فرکانس غیرخطی میبازه درشده و 

 تم خواهد شد.بالاتر، همواره سبب کاهش نسبت فرکانسی سیس
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 فهرست نمادهای انگلیسی
Lطول تیر : 

b :تیر عرض سطح مقطع 
h :تیر ارتفاع سطح مقطع 
E :مدول الاستیسیته 
I :ممان سطح 

A :سطح مقطع 

r :شعاع ژیراسون سطح مقطع تیر 

t :زمان 
x :محور مختصات طولی 
z :محور مختصات عرضی 
0u :مولفه جابجایی طولی 
0w :مولفه جابجایی عرضی 

T : محیطتغییرات دمایی 
LK :ضریب سفتی خطی بستر 

NLK :ضریب سفتی غیرخطی بستر 
ThF :ناشی از بارهای حرارتی نیروی محوری 

t̂ :بعدزمان بی 
x̂ :بعدجابجایی طولی بی 

ŵ :بعدجابجایی عرضی بی 
ˆ

ThF :ناشی از بارهای حرارتی بعدنیروی محوری بی 
ˆ

Lk :بعد بسترضریب سفتی خطی بی 
ˆ

NLk :بعد بسترضریب سفتی غیرخطی بی 
n :ه مود ارتعاشیشمار 

maxw :خیز ماکزیمم تیر 
( )q t :پاسخ قسمت زمانی 

T :پریود نوسانات 
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 %RE :درصد خطای نسبی پریود نوسانات 
 

 نمادهای یونانی
 :نسبت پوآسون 
 :تیر جرم واحد حجم 
x :کرنش طولی 
x :تنش نرمال طولی 
x :ضریب انبساط حرارتی طولی تیر 
n : فرکانس طبیعیnام تیر 

nL : مقدار ویژهnام تیر 

 :بعد جمله غیرخطیضریب بی  

L :بعدفرکانس خطی بی 
NL :بعدفرکانس غیرخطی بی  
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Abstract 

 

The large amplitude free vibration behaviour of an Euler-Bernoulli beam with immovable 

ends subjected to the thermal loads is investigated. Applying the Hamilton’s principle, the 

beam governing equation of motion is derived. By implementing the Galerkin’s method, the 

ordinary nonlinear differential equation is derived and because of the large coefficient of the 

nonlinear term, the Homotopy Perturbation Method (HPM) is used to solve the governing 

nonlinear equation and the accuracy of the mentioned method is investigated. The results are 

validated by comparing them with those available in the literature. Moreover, the effects of 

the system parameters including foundation coefficients, thermal load and vibrational modes 

on the system nonlinear vibration behaviour are investigated. 
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