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ای استوانه ات آزادپنلتحلیل کمانش و ارتعاش

های نانو لوله های مختلفتوزیع تقویت شده با

 کربنی بر بستر الاستیک
های مختلف توزیع ای تقویت شده بااستونه پنلکمانش و ارتعاشات  در این مقاله

دو حالت یکنواخت و مدرج تابعی مقایسه و مورد بررسی  برای های کربنینانو لوله
لوله  ای تقویت شده با نانوپنل استوانهمعادلات دیفرانسیل حاکم بر  .گیردمیقرار 

استفاده از روش انرژی و اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول با  بر کربنی
سپس با استفاده از روش ناویر، معادلات حاکم بر  .آیدمیدست به اصل همیلتون

برای تعیین خواص همچنین از قانون اختلاط، شود. ای حل میتعادل پنل استوانه
های مختلف کسر این تحقیق تاثیر درصد شود. درای استفاده میاستوانه پوسته

کربنی، ضرایب بستر الاستیک روی بار کمانش  هایحجمی، انواع توزیع نانو لوله
ای تقویت شده با نانو لوله کربنی بررسی بحرانی و فرکانس طبیعی پنل استوانه

 شود.می

 
، بستر نانو لوله کربنیهای مختلف توزیعای، استوانه نلپآزاد،  اتارتعاش و کمانشتحلیل  های راهنما:واژه

  الاستیک
 

 مقدمه  -1
اشاره های کربنی نانو لوله توان به ساختارهایمی ،نانو بررسی شدهمقیاس مهمترین ساختارهایی که در از 

کاربرد  متالورژی و مکانیک، برق مهندسی ،شیمی، یکزهای مختلفی از جمله فیها در زمینهنانو لوله. نمود

منحصر به  ،های الکتریکی و حرارتیهمچنین به دلیل مدول یانگ و استحکام پیچشی خوب و خاصیت. دندار

به عنوان جزئی از سازه در صنایع با نانو لوله کربنی  ای تقویت شدههای استوانهاز طرفی پنلد. نباشفرد می

و قرار گرفتن این  استحکامافزایش  باشند. کاهش وزن، کاهش ارتعاشات،هوافضا و دریایی شناخته شده می

ای تقویت شده با های جدار نازک لزوم تحلیل کمانشی و ارتعاشی پنل استوانهها در محدوده سازهگونه سازه

  کند.لوله های کربنی را نسبت به زاویه دهانه ایجاب مینانو

                                                                                                                                                                                     
  mmohammadimehr@kashanu.ac.ir  کاشان دانشگاه مکانیک، مهندسی دانشکده استادیار، مسئول، نویسنده1

 m.akhavanalavi@grad.kashanu.ac.ir ، دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه کاشانارشد کارشناسی یدانشجو 2
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 ]1[و همکارانش مهرآبادی. توان به موارد زیر اشاره نمودانجام شده که می زمینهای در این تحقیقات گسترده

تحلیل کمانش مکانیکی پوسته استوانه ای تقویت شده با نانولوله های کربنی تک جداره را بررسی کردند و 

رئوفی و تاثیرات مشخصات هندسی و خواص مصالح را بر بار کمانش بحرانی مورد تحقیق قرار دادند. 

 بررسی بسترالاستیک مورد روی را دوبعدی 1مدرج تابعی دارسوراخ قطاعی ورق آزاد تعاشاتار ]2[همکارانش

قابل  اثرات سیستم طبیعی هایفرکانس بر بسترالاستیک و توانی قانون هایثابت کهدند و دریافتند دا قرار

 پارامترهای از استفاده با دوبعدی تابعی مدرج مواد از شده ساخته هایهمچنین درسازه .دارند ایملاحظه

 . کرد کنترل بعدی، یک تابعی مدرج مواد به نسبت را سیستم ارتعاشی هایویژگی توانمی تریبیش

سیال را در میدان مغناطیسی یکنواخت  ویهای کربنی حاارتعاشات نانولوله ]3[قربان پور و همکارانش

آنها برای بدست آوردن بررسی کردند.  نگن بر بستر الاستیکیغیر موضعی ار براساس تئوری الاستیسیته

های طبیعی نانو از مدل تیر تیموشنکو استفاده کردند که اثرات چرخشی و تغییر شکل برشی را در فرکانس

اند که های کربنی نشان دادههای تقویت شده با نانو لولهو مطالعه بر روی کامپوزیت هازمایشآگیرد. نظر می

عث بهبود متوسطی در خواص مکانیکی میها به عنوان تقویت کننده در ماتریس باتوزیع یکنواخت نانو لوله

توزیع غیر همگن نانو لوله، های کربنیهای تقویت شده با نانو لولهها در کامپوزیتنوع دیگر نانو لوله. ]4[شود

    شود.ود بخشیدن به رفتار کمانشی کامپوزیت استفاده میبخاص است که برای به شکلهای کربنی با یک 

روی رفتار پس از کمانش حرارتی یک صفحه  را های کربنیحجمی نانو لولهتاثیر کسر ] 5[زوو  شن

های تقویت شده با نانولوله رهای نانوکامپوزیتتیآزاد  ارتعاشات ]6[همکارانشکی و .کامپوزیتی بررسی کردند

حجمی تاثیر کسر نها آ .دنبررسی کردرا بر اساس تئوری تیر تیموشنکو در حالت توزیع مدرج تابعی کربنی 

دریافتند که فرکانس در حالت توزیع مدرج تابعی بیشتر از و  همطالعه کردروی فرکانس طبیعی ها را نانولوله

 یابد. ها فرکانس نیز افزایش میو با افزایش درصد حجمی نانو لوله ستا حالت یکنواخت

ی کربنی را با استفاده از روش هاکامپوزیتی تقویت شده با نانو لولههای ورقارتعاش آزاد  ]7[لی و همکارانش

ها، نسبت عرض به ضخامت در محیط حرارتی تجزیه و تحلیل کردند. آنها تاثیر کسر حجمی نانو لوله 2ریتز

-برای تئوری ]8[دهانفادیکار و پر صفحات و اثر شرایط مرزی و دما را روی فرکانس طبیعی بررسی کردند.

روابط المان محدود را ارائه کردند. آنها شکل ضعیف شده معادلات برنولی و تیر تیموشنکو  -های تیر اویلر

و با روش المان محدود تحلیل خمش،  ههای کربنی به دست آوردحاکم و توابع انرژی را برای نانو لوله

 ارتعاشات و کمانش تیر غیرمحلی را برای شرایط مرزی گوناگون محاسبه کردند. 

نیترید  تقویت شده با نانو لوله 3رتعاشات نانوکامپوزیت پیزوالکتریککمانش و ا ]9[محمدی مهر و همکارانش

کوپل تنش اصلاح شده  تئوری تاناکا  با استفاده از-موری-بور را روی بستر الاستیک بر اساس روش اشلبی

خمش، تحلیل  ]10[الکتریکی، حرارتی و مکانیکی محاسبه کردند. قنادپور و همکارانش هایتحت بارگذاری

 برنولی را بررسی کردند.  -و ارتعاشات تیر اویلر کمانش

                                                                                                                                                                                     
1 Functionally Graded 
2 Ritz Method 
3 Piezoelectric 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 21                                                                                                                             ... ای تقویت شدهاستوانه پنل ات آزادتحلیل کمانش و ارتعاش

   

آنها با استفاده از روش ریتز و شرایط مرزی دلخواه بار کمانش بحرانی، فرکانس طبیعی و خیز را بدست 

برنولی  -تاثیر حرارت روی خیز، بارکمانش بحرانی و ارتعاشات تیر اویلر]11[محمدی مهر و همکارانش. آوردند

ک با استفاده از روش ریتز بررسی کردند. آنها دریافتند که با افزایش ثابت فنری نوع وینکلر را بر بستر پاسترنا

در  ،یابدو ثابت برشی پاسترناک مقدار خیز در تیر کاهش و فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی افزایش می

 یابد.کاهش می حالی که با افزایش حرارت مقدار خیز افزایش و فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی

با های کربنی های تقویت شده با  نانو لولهکامپوزیت های طبیعیفرکانسدر این تحقیق بار کمانش بحرانی و 

به دست روی بستر الاستیک های مختلف نانو لوله کربنی توزیع برایو  مختلفکسر حجمی  در نظر گرفتن

بوده که علاوه بر کاربرد وسیع در صنایع مختلف، در  1ها پلی متیل متاکریلیتماتریس این کامپوزیت .دنآیمی

رود و عناصر پلاستیکی و فلزی مفاصل مصنوعی به کار می ثابت نمودنهاست به منظور علوم پزشکی نیز سال

های پاتولوژیک ستون برای درمان شکستگی 2( به بعد با تایید سازمان غذا و داروی آمریکا2004از سال )

 متیل ها و از طرفی استفاده از پلیای ستون مهره. شکل استوانه]12[قرار گرفته استده استفامورد ها مهره

ای ها و همچنین کاربرد این پلیمر در صنعت، تحلیل یک پنل استوانهآن متاکریلیت در درمان شکستگی

معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسئله بر اساس  کند.متاکریلیت را توجیه می تقویت شده از جنس پلی متیل

-تقویت شده با نانو لوله دانل ایهای استوانهتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و با توجه به فرضیات پوسته

ای استوانه پنلآید. همچنین برای به دست آوردن خواص دست میهای کربنی با استفاده از معادلات انرژی به

 شود. میستفاده از قانون اختلاط ا

 و شده بررسی ارتعاشات و کمانش تحلیل پرکاربرد، سازه این بهتر هرچه تحلیل منظور به مقاله این در

 داده نشان نها آ روی بر الاستیک بستر و هالوله نانو حجمی کسر تابعی، مدرج هایتوزیع انواع متقابل تاثیرات

توان سفتی سازه را افزایش داده و کربنی و کسر حجمی آنها میبا انتخاب مناسب توزیع نانو لوله  .است شده

 بهینه طراحی یابد. لذا این نکته درای میدر نتیجه بار کمانش بحرانی و فرکانسهای طبیعی پنل استوانه

 باشد.حائز اهمیت می در مقیاس نانو هاسازه

 

 های کربنی نانولولهخواص مکانیکی کامپوزیت تقویت شده با -2

-های کربنی تعیین میبا نانو لولهخواص نانوکامپوزیت تقویت شده اختلاط  قانونبا استفاده از در این تحقیق 

 :]13 [شودبیان میزیر کسـرحجمـی به صورت  روابـطگردد. 
 

 

(1) 

𝑉CNT = 𝑤(𝑧)𝑉𝐶𝑁𝑇
∗  

𝑉CNT =
𝑤CNT

𝑤𝐶𝑁𝑇 +
𝜌CNT

𝜌m
−
𝜌CNT

𝜌m
(𝑤CNT)

 

𝑉m + 𝑉CNT = 1 

  

                                                                                                                                                                                     
1Poly Methyl Methacrylate 
2Food and Drug Administration 
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 UDتوزیع یکنواخت  -الف

 

 
FG توزیع -ب − Λ 

  

 
FGتوزیع -ج − V 

 

 
FGتوزیع -د − X 
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FGتوزیع-ه − O 

 ]14[کربنی هایشکل شماتیکی از انواع توزیع نانولوله -1شکل

 

چگالی نانو لوله  به ترتیب کسر حجمی نانو لوله کربنی، کسر حجمی ماتریس،  𝑉CNT،𝑉m،𝜌CNT ،𝜌m، 𝑤CNTکه

 تغییـرات مــدرج تـابعی روابــط بـا فــرض ایـن باشد.کربنی، چگالی ماتریس و کسر جرمی نانو لوله کربنی می

 آورده شده است.  𝑍بــرای خصوصیات کامپوزیت مورد مطالعه در جهت محور

FG − X توزیـع برای حجمی ، کسرهایه( -1تا ) (الف-1)مطابق شکلUD،FG − Λ ،FG − V ،FG − O   نـانو

 .]14[آورده شده اند 6تا  2معادلات هـا در لولـه

 

(2) 𝑉CNT = 𝑉CNT
∗  

 

(4) 𝑉CNT = 2(
𝑟 − 𝑅

ℎ
+ 0.5)𝑉CNT

∗  

(5)    
𝑉CNT = 4 ×

|𝑟 − 𝑅|

ℎ
𝑉CNT
∗  

(6) 
𝑉CNT = 4(0.5 −

|𝑟 − 𝑅|

ℎ
)𝑉CNT

∗  

 :باشد( برقرار می7رابطه) نانو لوله کربنی ی مختلفهاتوزیع برایکه 

 

(7) 

 
𝑉CNT
∗ =

𝑊CNT

𝑊CNT + (
𝜌CNT

𝜌m
) − (

𝜌CNT

𝜌m
)𝑊CNT

 

 

(3) 𝑉CNT = 2(−
𝑟 − 𝑅

ℎ
+ 0.5)𝑉CNT

∗  

 .]15[اسـت کربنی هایولهولمربوط به نان (CNT)ندیسکسر جرمی نانو لوله کربنی و ا 𝑊CNTه ک

-می پیشنهادزیر صورت  بهو رابطه چگالی  برشـی ،طـولی الاستیسـیته مدول روابط اختلاط قانون بر اساس

 :]15و13[شود
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(8) 

𝐸11 = 𝜂1𝑉CNT𝐸11
𝐶𝑁𝑇 + 𝑉m𝐸

𝑚 
𝜂2
𝐸22

=
𝑉CNT

𝐸22
𝐶𝑁𝑇 +

𝑉m
𝐸𝑚

 

𝜂3
𝐺12

=
𝑉CNT

𝐺12
𝐶𝑁𝑇 +

𝑉m
𝐺𝑚 

𝜌 = 𝑉CNT𝜌CNT + 𝑉m𝜌m 
 

𝐸11 که 
𝐶𝑁𝑇و 𝐸22

𝐶𝑁𝑇 باشنددر راستای الیاف و عمود بر آن می های کربنینانو لوله مدول یانگبه ترتیب 

𝐺12 و
𝐶𝑁𝑇، 𝐸𝑚و 𝐺𝑚 و مدول برشی ماتریس ماتریس مدول یانگ ، هـای کربنیبرشی نانولولـهبه ترتیب مدول

وری نانولوله است که بـا ادغـام مدول الاستیک به دست آمده از روش دینامیک ضریب بهره 𝜂j باشند.می

 شود. مولکولی با نتـایج عـددی بـه دسـت آمـده از قـوانین اختلاط محاسبه می

در نظر گرفته  UDبـرای آن تنها توزیـع پواسـون به درجه حرارت و موقعیت یببا توجه به وابستگی کم ضـر

 :]13[شودشده و به صورت زیر تعریف می

(9) 𝜈12 = 𝑉CNT
∗ 𝜈12

𝐶𝑁𝑇 + 𝑉m𝜈
𝑚 

 

 تقویت شده با نانو لوله کربنی ایپنل استوانه معادلات حاکم بر -3
( در نظر گرفته 𝑧،𝜃،𝑥با سیسـتم مختصـات ) ℎضخامتو  𝑎، شـعاع صـفحه میـانی𝐿ای بـا طولپنل استوانه

ای هنهای طولی، مماسی و عمود بر صفحه میانی پنل استوابه ترتیب نشان دهنده جهت𝑥،𝜃، 𝑧کهشده است 

 .(2)شکل باشندمی

 :]16[باشندای به صورت زیر میپنل استوانه تئوری طبق جابجایی -روابط کرنش
 
 

(10)  𝜀θ =

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤

𝑎
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝑎𝜕𝜃
)
2

 

𝜀x =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝛾xθ و =
𝜕𝑢

𝑎𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
1

𝑎
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃
) 

𝛾xz =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛾θz و =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝑎𝜕𝜃
 

 

به ترتیب جابجایی 𝑤 و𝑢،𝑣های برشـی و همچنــین کرنش 𝛾xθ,𝛾θz,𝛾xzهای عمودی وکرنش 𝜀𝜃و 𝜀𝑥که

باشند. بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، اینرسی می 𝑧و 𝑥،𝜃هایجهـتای در پنل اسـتوانه

 باشد. صفر می 𝜀𝑧  باشند و تنهـا مؤلفـه کـرنشقابل صرف نظر نمی  𝜀θzو𝜀xz  هـای برشـیدورانی و کرنش

 :]18و17[باشدصورت زیر میاستوانه ای به میـدان جابجایی پنل تئوری بر اساس این

 

 

(11) 

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓1(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓2(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 25                                                                                                                             ... ای تقویت شدهاستوانه پنل ات آزادتحلیل کمانش و ارتعاش

   

 

h
xz

a

 
 

 

 

 یااستوانهشکل شماتیکی از پنل  -2شکل

 

باشند می 𝑥و𝑧،𝜃هــایجهــت( در 𝑧=0ای )به ترتیـب جابجایی صـفحه میـانی پنل استوانه 𝑢0و𝑣0و𝑤0که

( در 11بـا جایگذاری معادله )هسـتند. 𝜃 و𝑥 بــه ترتیــب دوران صـفحه میـانی حـول محورهـای𝜓2 و𝜓1 و

 آیند:جابجایی به صورت زیر به دست می -(، روابـط کرنش10روابط )

 

 
 

(12) 

(

𝜀x
𝜀θ
𝛾xθ
) = (

𝜀x
0

𝜀θ
0

𝛾xθ
0

) + 𝑧(

𝑘x
𝑘θ
𝑘xθ

) 

(
𝜀xz
𝜀θz
) = (

𝜀xz
0

𝜀θz
0 ) 

 

 که در آن:

) الف( -13)

𝜀x
0

𝜀θ
0

𝛾xθ
0

) =

(

 
 
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑥
)2

1

𝑎
(
𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+ 𝑤0) +
1

2
(
𝜕𝑤0
𝑎𝜕𝜃

)2

𝜕𝑢0
𝑎𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
1

𝑎
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝜃
))

 
 
 

 

(
𝜀xz
0

𝜀θz
0 ) = (

𝜓1 +
∂𝑤0
∂𝑥

𝜓2 +
∂𝑤0
𝑎 ∂𝜃

) ،(

𝑘x
𝑘θ
𝑘xθ

) =

(

 
 
 

𝜕𝜓1
𝜕𝑥
𝜕𝜓2
𝜕𝜃
𝜕𝜓1
𝑎𝜕𝜃

+
𝜕𝜓2
𝜕𝑥 )
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بوده و از روش ناویر برای حل معادلات خطی استفاده شده است. با توجه به روش حل در این مقاله تحلیلی 

تغییر شکلهای کوچک و خطی فرض نمودن معادلات، از ترمهای غیر خطی ون کارمن با فرض تغییر شکلهای 

 شوند:. لذا روابط فوق به صورت زیر ساده می]13و1مراجع[کوچک صرفنظر شده است

 

 ب( -13)

 

(

εx
0

εθ
0

γxθ
0

) =

(

 
 
 

∂u0
∂x
1

a
(
∂v0
∂θ

+ w0)

∂u0
a ∂θ

+
∂v0
∂x )

 
 
 

 

(
εxz
0

εθz
0 ) = (

ψ1 +
∂w0
∂x

ψ2 +
∂w0
a ∂θ

) ،(

kx
kθ
kxθ

) =

(

 
 
 

∂ψ1
∂x
∂ψ2
∂θ
∂ψ1
a ∂θ

+
∂ψ2
∂x )

 
 
 

 

 :می باشدکرنش به صورت -با توجه به قانون هوک تعمیم یافته روابط تنش

 

(14) 

(

 
 

𝜎x
𝜎θ
𝜏xθ
𝜏θz
𝜏xz)

 
 
=

(

 
 

𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄21 𝑄22 0 0 0
0 0 𝑄33 0 0
0 0 0 𝑄44 0
0 0 0 0 𝑄66)

 
 

(

 
 

𝜀x
𝜀θ
𝛾xθ
𝛾θz
𝛾xz)

 
 

 

 

 : ]19و  15، 8[ شوندمی تعریف زیر صـورتبه هـای آن ماتریس سختی است و درایه 𝑄 که در آن،
 

𝑄11 =
𝐸11

1−𝜈12𝜈21
 ، 𝑄12 =

𝜈21𝐸11

1−𝜈12𝜈21
 

𝑄12 =
𝜈21𝐸11

1 − 𝜈12𝜈21
،𝑄21 =

𝐸22
1 − 𝜈12𝜈21 

𝑄33 = 𝐺12، 𝑄44 = 𝐺23، 𝑄66 = 𝐺13 

𝐺12 = 𝐺23 = 𝐺13 

 

(15) 

 : ]20[شوندمی تعریف منتجه به صورت زیر هایها و ممانروین

𝑁i = ∫ 𝜎i

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧𝑖 = 𝑥, 𝜃, 𝑥𝜃 

𝑀i = ∫ 𝜎i𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧𝑖 = 𝑥, 𝜃, 𝑥𝜃 

𝑄i = 𝐾s∫ 𝜎iz

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧           𝑖 = 𝑥, 𝜃، 𝐾s =
5

6
 

 

 

 

 (16-الف) 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 27                                                                                                                             ... ای تقویت شدهاستوانه پنل ات آزادتحلیل کمانش و ارتعاش

   

تقویت  ایاستوانه نلبرای پنیروی منتجه  ،الف( -16)( در معــادلات 14( و )12روابــط ) بــا جایگــذاری

 :آینددست میبه  شده با نانو لوله کربنی

 

 

 

 

 

 )16- ب(

𝑁𝑥 = ∫ 𝜎x

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝑁𝑥 = ∫ (𝑄11𝜀𝑥 + 𝑄12𝜀𝜃)

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 = ∫ (𝑄11(𝜀x
0 + z 𝑘x) + 𝑄12(𝜀θ

0 + z 𝑘θ))

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝑁𝑥 = ∫ 𝑄11𝜀x
0

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 + ∫ 𝑄12𝜀θ
0

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 + ∫ 𝑄11𝑧𝑘x

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 + ∫ 𝑄12𝑧𝑘θ

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

 :گرددمی صورت زیر تعریف های حاصل بهکه انتگرال

𝐵11   (16-ج) = ∫ 𝑄11

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 ،  𝐵12 = ∫ 𝑄12

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 ،  𝐵11
′ = ∫ 𝑄11𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 و𝐵12
′ = ∫ 𝑄12𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑 

 در نتیجه :

𝑁x (17الف) = 𝐵11𝜀x
0 + 𝐵12𝜀θ

0 + 𝐵11
′ 𝑘x + 𝐵12

′ 𝑘θ 

 آیند:بدست می ب(-17) به صورت روابطنیروها و گشتاورهای منتجه به طریق مشابه سایر 

 

 

 

 (17-ب)

 

𝑀x = 𝐵11
′ 𝜀x

0 + 𝐵12
′ 𝜀θ

0 + 𝐵11
′′ 𝑘x + 𝐵12

′′ 𝑘θ 

𝑁θ = 𝐵12𝜀x
0 + 𝐵22𝜀θ

0 + 𝐵12
′ 𝑘x + 𝐵22

′ 𝑘θ 

𝑀θ = 𝐵12
′ 𝜀x

0 + 𝐵22
′ 𝜀θ

0 + 𝐵12
′′ 𝑘x + 𝐵22

′′ 𝑘θ 

𝑁xθ = 𝐵66𝜀xθ
0 + 𝐵66

′ 𝑘xθ 

𝑀xθ = 𝐵66
′ 𝜀xθ

0 + 𝐵66
′′ 𝑘xθ 

𝑄x = 𝐾s𝐵66𝜀xz
0 ، 𝑄θ = 𝐾s𝐵44𝜀θz

0

 

 که در آن :

 

 

 

 

 
 

 

 

  𝐵12
′′ = ∫ 𝑄12𝑧

2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧، 𝐵22
′′ = ∫ 𝑄22𝑧

2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

  𝐵44 =
1

2
∫ 𝑄44

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧، 𝐵66 =
1

2
∫ 𝑄66

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

 𝐵22
′ = ∫ 𝑄22𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧، 𝐵66
′ =

1

2
∫ 𝑄66𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 
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(18) 

  𝐵11
′′ = ∫ 𝑄11𝑧

2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 ، 𝐵66
′′ =

1

2
∫ 𝑄66𝑧

2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐵22 = ∫ 𝑄22

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

 

 :]21[شودصورت زیر تعریف می به 𝛱کـل پتانسیل انرژی

(19) 𝛱 = 𝑇 − (𝑈 − 𝑉) 
 

های خارجی هستند. با اعمال حساب تغییرات، کار ناشی از نیرو 𝑉انرژی کرنشی و 𝑈 انرژی جنبشی،  𝑇 که

 آید:( به شکل زیر بدست می20) رابطه

(02) 𝛿𝛱 = 𝛿𝑇 − (𝛿𝑈 − 𝛿𝑉) 
 :]22و21 [که در آن

 

 
 

 

(21) 

𝛿𝑇 = ∫ ∫ ∫ 𝜌

ℎ

2

−
ℎ

2

𝜑

0

𝐿

0

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+  
𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝛿
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+  
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝛿
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)𝑑𝑧𝑑𝜙𝑑𝑥 

𝛿𝑈 = ∫ ∫ ∫ (𝜎x𝛿𝜀x  + 𝜎θ𝛿𝜀θ + 𝜎z𝛿𝜀z

ℎ

2

−ℎ

2

𝜑

0

𝐿

0

+ 2𝜎xθ𝛿𝜀xθ  + 2𝜎xz𝛿𝜀xz

+ 2𝜎θz𝛿𝜀θz)𝑑𝑧𝑑𝜙𝑑𝑥 

𝛿𝑉 = ∫𝑓elastic𝛿𝑤𝑑𝐴 

𝑓elastic = 𝑘w𝑤0 − 𝑘G𝛻
2𝑤0 

 

 ( در رابطه21) جایگذاری روابطبا  باشند.به ترتیب ثابت فنری وینکلر و برشی پاسترناک می 𝑘Gو𝑘w که 

 آیند:(، معادلات حرکت به صورت زیر بدست می20)

 
𝜕𝑁x
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁xθ
𝑎𝜕𝜃

= 𝐼0
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢0 + 𝐼1

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓1 

𝜕𝑁θ
𝑎𝜕𝜃

+
𝜕𝑁xθ
𝜕𝑥

= 𝐼0
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣0 + 𝐼1

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓2 

𝜕𝑀x
𝜕𝑥

+
𝜕𝑀xθ
𝑎𝜕𝜃

− 𝑄x = 𝐼1
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢0 + 𝐼2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓1 

 
 

(22) 

𝜕𝑀xθ
𝜕𝑥

+
𝜕𝑀θ
𝑎𝜕𝜃

− 𝑄θ = 𝐼1
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣0 + 𝐼2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓2 

−
𝑁θ
𝑎
+ 𝑁x

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+
2𝑁xθ
𝑎

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
𝜕𝑄x
𝜕𝑥

+
𝑁θ
𝑎2
𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2 +

𝜕𝑄𝜃
𝑎𝜕𝜃

− 𝑓elastic = 𝐼0
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑤0 

 که در آن:
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(23) 
𝑰𝐢 = ∫ 𝒛𝒊𝝆𝒅𝒛

𝒉

𝟐

−
𝒉

𝟐

 , 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐 

 

 ایاستوانه نلکمانش و ارتعاشات پ تحلیل-4

 صورت زیرای بهاستوانه میـدان جابجایی پنل تغییر شکل برشی مرتبه اول بر اساس تئوری

   :]18و17[شودبیان می 

 

(24) 

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓1(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓2(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

باشند می 𝑥و𝑧،𝜃هــای( در جهــت𝑧=0ای )به ترتیـب جابجایی صـفحه میـانی پنل استوانه 𝑢0و𝑣0و𝑤0که

شکلی شماتیک از  (3)شکل  .هسـتند𝜃 و𝑥 بــه ترتیــب دوران صـفحه میـانی حـول محورهـای𝜓2 و𝜓1 و

ی کربنی بر بستر الاستیک با در نظر گرفتن میدان جابجایی را نانو لوله ای تقویت شده باالمان پنل استوانه

 دهد.نشان می

ای تقویت شده با نانو لوله کربنی اعمال پنل استوانهبه 𝑃شود بار محوریبرای تحلیل کمانش، فرض میحال 

 شوند:شود که نیروهای منتجـه به صورت روابـط زیـر تعریف می

(25) 𝑁xθ0 = 0 ، 𝑁θ0 = 0 ، 𝑁x0 = −
𝑃

𝑎𝜙
 

 برابر صفر در نظر گرفته می شود. 𝑁x0لازم به ذکر است که در تحلیل ارتعاشی

 

 :شودبیان می روابـط زیرنل به صورت گاه ساده در دو سر پشرایط مرزی تکیه

(26) 𝑤0 = 𝑣0 = 𝑀x = 0 

 شوند:زیر تعریف میهای جابجایی برای شرایط مرزی مورد نظر به صورت  با استفاده از روش ناویر، مولفه

 

 

 

 

 
 

 

(27) 

𝑢0 =∑ ∑ 𝑆1
∞

𝑚=1

∞

𝑛=1
𝑠𝑖𝑛(𝛽m𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑃n𝑥) 𝑒

𝑖𝜔𝑡 

𝑣0 =∑ ∑ 𝑆2
∞

𝑚=1

∞

𝑛=1
cos(𝛽m𝜃) sin(Pn𝑥) 𝑒

𝑖𝜔𝑡 

𝑤0 =∑ ∑ 𝑆3
∞

𝑚=1

∞

𝑛=1
sin(𝛽m𝜃) sin(Pn𝑥) 𝑒

𝑖𝜔𝑡 

𝜓1 =∑ ∑ 𝑆4
∞

𝑚=1

∞

𝑛=1
sin(𝛽m𝜃) cos(Pn𝑥) 𝑒

𝑖𝜔𝑡 

𝜓2 =∑ ∑ 𝑆5
∞

𝑚=1

∞

𝑛=1
cos(𝛽m𝜃)sin(Pn𝑥)𝑒

𝑖𝜔𝑡
 

𝛽m =
𝑚𝜋

𝜙
 ، 𝑃n =

𝑛𝜋

𝐿  
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h

u

L

Reinforced by 

CNTs

a

 
 

  

v

w x

 

z

 

 ی کربنی بر بستر الاستیک ای تقویت شده با نانو لولهشماتیک المان پنل استوانه شکل -3شکل

 با در نظر گرفتن میدان جابجایی
 

𝑆5 ،𝑆4،𝑆3،𝑆2 ،𝑆1  .مقـــادیر ثابتی هستند𝑚و𝑛 ها در جهـتبه ترتیب تعداد موج𝜃و𝑥 .در محاسبات  هسـتند

 1مراجع[نظر گردیده است از ترم های غیر خطی صرف هاجاییبا توجه به کوچک بودن جابهاین تحقیق 

، و صرف نظر از روابط غیر خطی با استفاده از روش حل ناویر (22) ( در روابط17) با جایگذاری روابط ].13و

 آید:شکل ماتریسی روابط به صورت زیر بدست می

 

 

(28) 

(

 
 

𝑎11 𝑎11 𝑎13 𝑎14 𝑎15
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24 𝑎25
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45
𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55)

 
 

(

 
 

𝑆1
𝑆2
𝑆3
𝑆4
𝑆5)

 
 
=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 

 

 

  ایب فوق در پیوست آمده است.های ماتریس ضرکه درایه

دترمینان ضرایب را برابر صفر قرار داده، سپس بار کمانش بحرانی و فرکانس  برای داشتن جواب غیر صفر،

 .آیندبه دست می  𝑛و 𝑚طبیعی بر حسب توابعی از پارامترهای 

 

 جداول نتایج عددی -5

ضخامت، ضریب پواسون و چگالی ، ( شامل طول، شعاع10و10های کربنی)خواص نانو لوله ،(1)در جدول

 نشان داده شده است.

نشان داده شده  K300(در دمای ثابت 10و10های کربنی)های الاستیک و برشی نانو لولهمدول (،2)جدول در

 است.
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 ]13[کربنی تک جداره هایخواص نانولوله -1جدول                           

  نوع نانو لوله
12

CNT

 

h R L 

SWCNT 
 )10،10( 

kg
m3
⁄1400 175/0 067/0

nm 

68/0

nm 

26/9

nm 
 

 ]13[در دمای محیط (10و10کربنی تک جداره) هایخواص نانولوله -2جدول     

(K) دما 
11

CNE(TPa) 
22

CNE(TPa) 
12

CNG(TPa) 

300 6466/5 0800/7 9445/1 
 

 ]13[(PMMAمتاکریلیت) متیلپلی  خواص ماتریس -3جدول

 m نوع ماتریس
mGGPa mEGPa 

PMMA 34/0 933/0 5/2 

 

 ]13[مولکولی و قانون اختلاط نتایج حاصل از دینامیک -4جدول                             

کسر 

 حجمی

 قانون اختلاط دینامیک مولکولی

 
11

E

GPa 
22

E

GPa 
11

E

GPa 
1

 22
E

GPa 
2

 

12/0 6/94 9/2 78/94 137/0 9/2 022/1 

17/0 9/138 9/4 68/138 142/0 9/4 626/1 

28/0 22/224 5/5 5/224 141/0 5/5 585/1 

 

 

شامل مدول الاستیک، مدول برشی و ضریب پواسون  1متاکریلیتمتیل خواص ماتریس پلی  (،3)در جدول

 شود.می نشان داده

های متفاوت نانو ی قانون اختلاط و دینامیک مولکولی برای درصدخواص کامپوزیت به دو شیوه (،4)در جدول

 .گرددمیلوله محاسبه و مقایسه 

بستر الاستیک روی بار ضرایب  ،توزیع نانو لوله کربنی مختلف در این تحقیق تاثیر درصد کسر حجمی، انواع

شود. همچنین در بررسی می با نانو لوله کربنی ای تقویت شدهاستوانه نلکمانش بحرانی و فرکانس طبیعی پ

متاکریلیت استفاده شده که در  متیل( و ماتریس پلی 10و10های کربنی )نتایج عددی از خواص نانو لوله

 به آن اشاره شد. (4)تا  (1)جداول 

                                                                                                                                                                                     
1 Poly Methyl Methacrylate 
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  ای تقویت شده با نانو لوله کربنیپنل استوانه ارتعاشاتتحلیل -6

های ای در حالت یکنواخت برای درصداستوانه نلمود اول ارتعاشات برحسب تغییر زاویه قطاع پ ،(4)در شکل

های کربنی به دلیل افزایش مدول های کربنی بررسی شده که با افزایش درصد نانو لولهمختلف نانو لوله

یابد. لازم به ذکر است، ( و نسبت مستقیم فرکانس با سختی، فرکانس نیز افزایش می4جدولطبق الاستیک)

فرکانس طبیعی پنل  ،(5)در شکل باشد.های مدرج تابعی نیز به همین صورت میکه این نمودار برای حالت

FGای در دو توزیع یکنواخت و استوانه − X  ،محیطی موج  عددبر حسب نی با درصد ثابتی از نانو لوله کرب

فرکانس طبیعی نیز افزایش یافته و همانطورکه مشاهده  𝑚،نشان داده شده است. با توجه به شکل، با افزایش

های کربنی ثابت فنری وینکلر در افزایش فرکانس طبیعی، کمتر از تاثیر حالت توزیع نانو لولهتاثیر  شود،می

ای تقویت شده با نانو لوله کربنی بر حسب اول ارتعاشات پنل استوانه، مود (7)و  (6)هایدر شکل باشد.می

های کربنی مقایسه شده است. های یکنواخت و مدرج تابعی با درصد ثابتی از نانو لولهزاویه قطاع برای توزیع

FG دهد که توزیعنتایج نشان می − X ها مشاهده بیشترین فرکانس طبیعی را دارد. همچنین در این شکل

شود. ای تقویت شده با نانو لوله کربنی میشودکه بسترالاستیک باعث افزایش فرکانس طبیعی پنل استوانهمی

رسم شده های مختلف توزیع نانو لوله کربنی نمودار با در نظر گرفتن بستر الاستیک برای حالت (،7)در شکل

 باشد.می، نمودار بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک (6)در حالیکه در شکلاست 

 پنلای تقویت شده با نانو لوله کربنی بر حسب زاویه قطاع ، مود دوم ارتعاشات پنل استوانه(8)در شکل

در توزیع یکنواخت و مدرج تابعی برای درصد ثابتی از نانو رادیان(  28/6رادیان تا  8/0)حدود ای استوانه

دهد شده است، که نتایج نشان می های کربنی بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک نشان دادهلوله

FGتوزیع − X  .بیشترین فرکانس را داراست 

 

( برای درصدهای مختلف نانولوله کربنی در 𝜙ای بر حسب زاویه پنل )ارتعاشات پنل استوانه )اصلی( نتایج مود اول -4شکل

𝐾Wحالت یکنواخت.) = 10
7 N

m3⁄، 𝐾G = 10
N
m⁄، ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m) 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

(Rad)

Fu
nd

am
en

ta
l N

at
ur

al
 F

re
qu

en
cy

 (R
ad

/s
)

 

 

UD-0.28, K
w

=10
7
,K

G
=10

UD-0.17, K
w

=10
7
,K

G
=10

UD-0.12, K
w

=10
7
,K

G
=10

UD-0.28, K
w

=0,K
G

=0

UD-0.17, K
w

=0,K
G

=0

UD-0.12, K
w

=0,K
G

=0

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 33                                                                                                                             ... ای تقویت شدهاستوانه پنل ات آزادتحلیل کمانش و ارتعاش

   

 

FGدو توزیع یکنواخت و مقایسه  -5شکل − X  عدد موج محیطی با در نظر گرفتن ثابت فنری وینکلربر حسب. 

 (𝐾G = 0
N
m⁄  ℎ = 0.01m،،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 

  

 

 (.𝜙های کربنی بر حسب زاویه پنل)های مختلف نانو لولهای برای توزیعارتعاشات پنل استوانه )اصلی(نتایج مود اول -6شکل

(𝐾W = 0
N
m3⁄ ،𝐾G = 0

N
m⁄، ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 
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( 𝜙های کربنی بر حسب زاویه پنل)های مختلف نانو لولهای برای توزیعارتعاشات پنل استوانه )اصلی(نتایج مود اول -7شکل

𝑚  ) و بر بستر الاستیک. = 1, 𝑛 = 1, 𝐾W = 10
7 N

m3⁄، 𝐾G = 10
N
m⁄، ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 

 

 

 (.𝜙های کربنی بر حسب زاویه پنل)های مختلف نانو لولهای برای توزیعنتایج مود دوم ارتعاشات پنل استوانه -8شکل

(𝐾W = 0
N
m3⁄ ،𝐾G = 0

N
m⁄، ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 
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 .های مختلفتوزیع در𝐾wای بر حسبارتعاشات پنل استوانه دومنتایج مود  -9شکل

( 𝜑 = πRad، ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 

 

های کربنی بر حسب عدد موج محیطی های مختلف نانو لولهای برای درصدمقایسه بار کمانش بحرانی پنل استوانه -10شکل

(.𝐾W = 10
9 N

m3⁄، 𝐾G = 10
N
m⁄،ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m،𝑛 = 1،𝜑 = πRad.) 
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توان رسم شده است. می𝐾w متفاوت برحسب های ای برای توزیعمود اول ارتعاشات پنل استوانه (،9)در شکل

 . یابدمی، فرکانس طبیعی نیز افزایش 𝐾wمشاهده نمود که با افزایش

 

 ای تقویت شده با نانو لوله کربنیپنل استوانه کمانش تحلیل -7
های کربنی در حالت برای درصدهای مختلف نانو لولهای پنل استوانهبار کمانش بحرانی  (،10)در شکل

های که با افزایش درصد نانو لولهدهد نتایج حاصل از این تحقیق نشان می یکنواخت مقایسه شده است.

و نسبت مستقیم کمانش با سختی، بار کمانش بحرانی افزایش می  کربنی به دلیل افزایش مدول الاستیک

 باشد.های مختلف توزیع نانو لوله کربنی یکسان میاین نتیجه برای حالتیابد. 

لوله های مختلف نانو ای را برحسب عدد موج محیطی برای توزیعبار کمانش  بحرانی پنل استوانه (،11)شکل

FGتوان دریافت که بیشینه بار کمانش بحرانی پنل برای توزیعدهد، میکربنی نشان می − X  باشد.می 

 

های کربنی بر حسب عدد موج محیطی های مختلف نانو لولهای برای توزیعمقایسه بار کمانش بحرانی پنل استوانه -11شکل

(.KW = 10
9 N

m3⁄، 𝐾G = 10
N
m⁄،ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m،𝑛 = 1، 𝜑 = πRad.) 
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وکمینه کردن آن نسبت به این دو پارامتر بار  𝑛و 𝑚با بدست آوردن بار کمانش پنل بر حسب پارامترهای

ای برای ی پنل استوانهبار کمانش بحرانی بر حسب زوایه (،12)کمانش بحرانی  بدست خواهد آمد. در شکل

FGکمانش بحرانی پنل در توزیعشود که  بیشینه بار های مختلف نانو لوله کربنی بررسی میتوزیع − X   است

FGکمانش بحرانی پنل در توزیع و کمینه بار − O با توجه به اینکه تنش ماکزیمم به لبه پنل  دهد.رخ می

گردد؛ لذا هر چه این نقاط بیشتر تقویت شده ای و در واقع دورترین نقاط از تار خنثی اعمال میاستوانه

FG)این نکته در توزیع  ر خواهد بودباشند، بار کمانش بحرانی نیز بیشت − 𝑋 شود(مشاهده می . 

FGحال با نظر به اینکه در توزیع − O های کربنی ای درصد کسر حجمی کمتری از نانو لولهلبه پنل استوانه

های مدرج تابعی دیگر تقویت دهد، بنابراین کمتر از توزیعرا نسبت به دیگر نقاط پنل به خود اختصاص می

FGکمینه بار کمانش بحرانی پنل در توزیعشود و می − O نکات ذکر شده، سفتی با توجه به  .دهدرخ می

FGتوزیع  سازه برای − 𝑋 توزیعبیشتر از های بالا و پایین در لبهFG − O افزایش  صفحه میانی نسبت به

FGای تقویت شده برای توزیع یافته، لذا بار کمانش بحرانی پنل استوانه − 𝑋  بیشتر ازFG − O 22[ است[. 

 

های های مختلف نانو لوله( برای توزیع𝜙ی پنل)ای بر حسب زاویهنتایج بار کمانش بحرانی پنل استوانه -12کلش

𝐾Wکربنی.) = 0
N
m3⁄ ،𝐾G = 0

N
m⁄ ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 
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های مختلف ای برای توزیعی پنل استوانهبار کمانش بحرانی را بر حسب زاویه (،12)، همانند شکل(13)شکل

 ر گرفته شده است. کند با این تفاوت که بستر الاستیک روی سازه در نظنانو لوله کربنی بررسی می

دهد که در حضور بستر الاستیک بار کمانش بحرانی پنل در دو نشان می (13)و ( 12)هایمقایسه شکل

FG توزیع − Vو FG − Oاز حالت UD کمتر است این در حالی است که بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک

FG تنها توزیع  − Oکمتر از توزیع UD باشد. می 

های کربنی های مختلف نانو لولهبرای توزیع 𝐾w ای برحسب، بارکمانش بحرانی پنل استوانه(14)در شکل

ای وینکلر بار کمانش بحرانی پنل استوانهدهد که با افزایش ضریب فنری نوع شود. نتایج نشان میبررسی می

FG ر افزایش یافته که بیشینه بار کمانش بحرانی د − X دهد.رخ می 

 

بر  های کربنیهای مختلف نانو لوله( برای توزیع𝜙ی پنل)ای بر حسب زاویهنتایج بار کمانش بحرانی پنل استوانه -13شکل

𝐾W) بستر الاستیک. = 10
9 N

m3⁄، 𝐾G = 10
N
m⁄،ℎ = 0.01m،𝑎 = 𝐿 = 1m.) 
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 .𝐾wکربنی بر حسب ی هانانو لوله های مختلفتوزیع ای برایپنل استوانه نتایج بار کمانش بحرانی -14شکل

(𝜑 = πRad ، 𝐾G = 0
N
m⁄،ℎ = 0.01m𝑎 = 𝐿 = 1m.) 

 

 بندیگیری و جمعنتیجه -8

انرژی به دست آمد. سپس با ای بر بستر الاستیک با استفاده از روش معادلات تعادل پنل استوانهدر این مقاله 

ای تقویت شده با نانو لوله کربنی بر اساس تئوری استفاده از روش ناویر، معادلات حاکم بر تعادل پنل استوانه

تقویت  ایپنل استوانه آزاد بار کمانش بحرانی و ارتعاشاتتغییر شکل برشی مرتبه اول حل شد. در نهایت 

ها در دو حالت یکنواخت و مدرج تابعی روی شده با  نانو لوله کربنی تحت کسر حجمی متفاوت از نانو لوله

 شد.بستر الاستیک مقایسه و بررسی 
 :جمع بندی کرد به صورت زیرتوان حاصل از این تحقیق را مینتایج 

یک و نسبت مستقیم سختی با فرکانس های کربنی به دلیل افزایش مدول الاستبا افزایش درصد نانو لوله -1

 .یابدای نیز افزایش میو بارکمانش بحرانی، فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی پنل استوانه

 تقویت ایاستوانه پنل طبیعی فرکانس و بحرانی بارکمانش کربنی نانولوله درصد افزایش با تئوری ازلحاظ -2

 هاینانولوله کسرحجمی درصد افزایش با عملی لحاظ از اما یابد؛می افزایش کربنی هاینانولوله با شده
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 این با سازه درتقویت محدودیت اعمال وباعث رخداده شدن کلوخه پدیده معین، حد یک از بیش کربنی

 .گرددمی روش

ای حضور بستر الاستیک باعث افزایش قابل توجهی در فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی پنل استوانه -3

 شود.با نانو لوله کربنی میتقویت شده 

ای تقویت شده با با افزایش عدد موج طولی و محیطی فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی پنل استوانه -4

های موج بالاتر، محسوس تر های کربنی در عددیابد و تاثیر درصد نانو لولهنانو لوله کربنی افزایش می

 است.  

شود. این بر بار کمانش بحرانی، با افزایش زاویه دهانه پنل بیشتر می های کربنیتاثیر نوع توزیع نانو لوله -5

 باشد.  در حالی است که تاثیر آن بر فرکانس طبیعی در زوایای مختلف، نسبتا ثابت می

FGهای مدرج تابعی و یکنواخت، توزیعاز بین توزیع -6 − X و  در مود اول طبیعی دارای بیشترین فرکانس

های از بین توزیع اینتیجه گیری درمورد کمترین فرکانس طبیعی پنل استوانه دوم ارتعاشات می باشد و

 می باشد.متغیر ارتعاشات  مختلف نانو لوله کربنی، با توجه به زاویه دهانه پنل و مود

یابد. با توجه ای، بار کمانش بحرانی و فرکانس طبیعی نیز افزایش میی دهانه پنل استوانهبا افزایش زاویه -7

FGها تاثیر زاویه دهانه پنل بر توزیع شیب نموداربه  − X  های کربنی درصد نانو لوله28و کسر حجمی

 بیشتر است.

FGاز بین توزیع های مدرج تابعی و یکنواخت، توزیع  -8 − X ای تقویت شده دارای بیشترین در پنل استوانه

FG بار کمانش بحرانی و توزیع − O باشد.دارای کمترین بار کمانش بحرانی می 
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Abstract 

 

In this paper, buckling and free vibration analysis of cylindrical panel reinforced by various 

distributions of carbon nanotubes (CNTs) on elastic foundation for two cases including 

uniform distributed (UD) and functionally graded (FG) is studied. Based on the first order 

shear deformation theory (FSDT), the equilibrium equations of cylindrical panel reinforced by 

CNTs are derived using energy method and Hamilton’s principle. Then, using Navier’s type 

solution, the governing equations of equilibrium for cylindrical panel reinforced by various 

distributions of CNTs are solved. Using the mixture rule, the material properties of cylindrical 

panel reinforced by CNTs are estimated. In this study, the effects of volume fraction, various 

distributions of CNTs, elastic foundation parameters on the critical buckling load and natural 

frequency of cylindrical panel reinforced with CNTs are investigated.  

The obtained results of this research indicate that the trend of increasing natural frequency 

leads to increase in the percentage of CNTs and elastic modulus parameters which the 

maximum natural frequency occurs for FG-X case. Also increasing the percentage of CNTs 

and elastic modulus parameters leads to increase the critical buckling load which the 

maximum and minimum values of this load take place for FG-X and FG-O, respectively. On 

the other hands, it can conclude that with suitable selecting of CNTs distributions and volume 

fraction, the stiffness of structures increases and then the critical buckling load and natural 

frequencies enhance. Thus this point is noticeable to design the optimum of structures at 

nanoscale. 
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