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ای در باريکه ساخته شده از مواد تابعي تنش خارج صفحهتحلیل 

چندين ترک محدود شده توسط دو نیم صفحه الاستیک حاوی 

 در فصل مشترک باريکه و نیم صفحه
در این مقاله با استفاده از روش توزیع نابجایی تحلیل تنش در باریکه ساخته شده 
از مواد تابعی محدود شده توسط دو نیم صفحه الاستیک حاوی مجموعه ای از ترکها 

جام انای در فصل مشترک باریکه و نیم صفحه ایزوتروپیک تحت بار خارج صفحه
ابتدا حل نابجایی در منطقه با حل معادله حاکم، اعمال شرایط مرزی و  .شده است

 بعد ازردد. گشرایط پیوستگی مربوط به نابجایی با استفاده از تبدیل فوریه انجام می
و میدان تنش ناشی  توان معکوس تبدیل فوریه را اعمال نموداعمال شرایط مرزی می
س محاسبه نمود. سپ با خواص تابعی و نیم صفحه الاستیکاز نابجایی را در باریکه 

در  واقع با استفاده از این حل، معادلات انتگرالی برای تحلیل مسأله چندین ترک
آیند. این معادلات از نوع می بدست فصل مشترک باریکه و نیم صفحه الاستیک

تابع  اتتکینگی کوشی می باشند که با استفاده از روش عددی مناسب حل گردیده 
توزیع نابجایی روی ترکها بدست آید. با بدست آوردن توزیع نابجایی روی ترکها 

 برای نوک ترکهای واقع در فصل مشترک را بدست آورد.  توان ضرایب شدت تنشمی

    

در  واقع ترک -تابعی از موادسففاخته شففده  باریکه -ایصفففحه خارج بارگذاری -ولترا نابجایی واژه های راهنما:

 یب شدت تنشاضر -فصل مشترک

 

 مقدمه -1
ای از ترکها از دیرباز مورد توجه محققین بوده است. های تضعیف شده توسط مجموعه تحلیل تنش در محیط

باشد. تحقیقات انجام شده نشان های موثر در تحلیل مذکور استفاده از روش توزیع نابجایی می از جمله تکنیک

ها در نظر گرفت و با استفاده از اصل ای از نابجاییتوان بصورت مجموعهترک را میداده است که از نظر ریاضی 

های ترک نسبت به یکدیگر و در نتیجه ضریب شدت تنش را محاسبه نمود. در واقع جمع آثار حرکت نسبی لبه

نسیل اتوانایی حل نابجایی در حل مسائل مکانیک شکست خطی به قدرتمندی حل گرین در حل معادلات دیفر

 باشد. می
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 mo_ayatollahy@yahoo.com  دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه زنجان ،دانشیار 2
 mo_m_monfared@yahoo.com هشتگرد، البرزدانشگاه آزاد اسلامی واحد دانشکده فنی مهندسی مکانیک،  ،استادیار 3
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بعدها  .بررسی مکانیزم تخریب مواد به وجود نابجایی پی بردند فرایندنخستین بار دانشمندان علم مواد در 

جزء نخستین کسانی بود که به تعریف  ]V.Volterra ]1. نابجایی از دیدگاه الاستیسیته نیز تعریف گردید

باشد. دارای ترک بوده از اهمیت خاصی برخوردار میقطعات مکانیکی که تنش در تحلیل  نابجایی پرداخت.

قطعه  1واماندگیطراحی با استفاده از اصول مکانیک شکست مستلزم داشتن معیاری است که مشخص کننده 

باشد یکی از این معیارها ضریب شدت تنش است. ضریب شدت تنش در نوک ترکها تابعی از هندسه ترک، 

 گردد.باشد که پس از محاسبه با مقدار بحرانی آن مقایسه میاری میشکل قطعه، شرایط و اندازه بارگذ

در ابتدا مروری بر تحقیقات انجام شده برای تحلیل تنش در محیط های الاستیک حاوی ترک، انجام      

، مسأله یک ترک با جهت دلخواه در مجاورت فصل مشترک دو ورق نیمه بینهایت ]N. Ashbaugh  ]2شود.می

مواد متفاوت را بررسی نمود. مسأله برای فشار یکنواخت و تنش برشی غیر یکنواخت روی سطح ترک با خواص 

مسأله تعدادی ترک همراستا با آرایش متناوب واقع  .ایب شدت تنش در نوک ترک بدست آمدحل گردید و ضر

بررسی  ]A.C. Grag ]3در فصل مشترک دو نیم صفحه ارتوتروپیک غیر همجنس و چسبیده به یکدیگر توسط 

شده است. در حل این مسأله از تبدیل فوریه محدود در جهت ترک استفاده شده و پس از حل معادلات انتگرالی 

 تکین، ضرایب شدت تنش در نوک ترکها برای حالتی که ترکها تحت فشار هستند بدست آمده است.

 M. Ozturk, F. Erdogan ]4[ محدود شده توسط دو نیم صفحه ، مسأله باریکه ساخته شده از ماده تابعی

آنها یک ترک واقع در فصل مشترک را مطالعه ای را بررسی نمودند. ایزوتروپیک تحت بارگذاری خارج صفحه

و همکارانش    Z. T. Chenنموده و ضرایب شدت تنش و نرخ رهایی انرژی را برای نوک ترک بدست آوردند.

ان همسلایه از جنس ماده پیزوالکتریک ناای در بین دو صفحه خارجترک متحرک تحت بارگذاری  مسأله ]5[

ربوط به م از تبدیلات فوریه بهره بردند. آنها روابط بین سرعت ترک و ضرایب مسألهرا بررسی کردند. برای حل 

 بر روی ضریب شدت تنش دینامیکی و جابجائی الکتریکی بدست آوردند. را ماده  جنس

 .B ای توسطتحت بارگذاری درون صفحهلایه ارتوتروپیک ناهمسان ترک گریفیت متحرک در بین دو  مسأله

Patra ,S. Das ]6[ .برای حل معادلات انتگرالی تکین از چند جمله ای ژاکوبین  آنها مورد مطالعه قرار گرفت

 تاثیر ضخامت لایه ها را بر ضریب شدت تنش مورد بررسی قرار دادند. و استفاده کردند

X. F. Li و X. F. Wu ]7[  ای را بین دو لایه از جنس ماده صفحه خارجمسأله ترک متحرک تحت بارگذاری

 و دنداده کراستفاز تبدیل انتگرالی فوریه کسینوسی  مسألهپیزوالکتریک ناهمسان بررسی کردند. برای حل 

ه دمسأله اندرکنش بین ترکهای تکرارشون ضریب شدت تنش را بدست آوردند.روی اثرات سرعت حرکت ترک بر 

 ]Y.S. Wang , D. Gross ]8 ای توسطصفحه خارجت بارگذاری حدر فصل مشترک چندین لایه الاستیک ت

ها واقع شوند. آنها توانند در هر یک از لایهها دلخواه بوده و ترکها میارائه شده است. در این مطالعه تعداد لایه

از سری فوریه بهره برده و مسأله مقدار مرزی ترکیبی را به معادلات انتگرالی تکین هیبلر تبدیل کردند. در 

 .شدبررسی ادامه اثر فرکانس موج برخوردی، هندسه و خواص ماده روی ضریب شدت تنش 

J. S. Lee  ز جنس ماده پیزوالکتریک سرامیکی ای ا، ترک متحرک واقع در فصل مشترک لایه]9[و همکارانش

ای ای مکانیکی و بارگذاری درون صفحهصفحه خارجو دو لایه از جنس ماده ارتوتروپیک تحت بارگذاری 

 کمک تبدیل فوریه انجام شده است. ه الکتریکی را بررسی کردند. حل ب
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اثر طول ترک، ضخامت، شدت و جهت بارگذاری الکتریکی و سرعت ترک بر روی ضریب شدت تنش دینامیکی 

که ضریب شدت تنش همیشه با افزایش طول ترک بی بعد شده و سرعت داد بررسی گردید. نتایج آنها نشان 

ابد ولی یردی که مدول برشی لایه ارتوتروپیک بالایی بزرگتر از لایه پایینی باشد افزایش میحرکت ترک در مو

برای حالتی که مدول برشی لایه ارتوتروپیک بالایی کوچکتر از لایه پایینی باشد، عکس این رفتار مشاهده 

 شود.می

X. S. Bi  صفحه ای  خارجبارگذاری  ترک متحرک در باریکه از جنس ماده تابعی تحت ]10[و همکارانش

مکانیکی را بررسی کردند. آنها مدول های برشی را به شکل نمایی در نظر گرفتند و معادلات را با استفاده از 

اثرات سرعت ترک متحرک و مدول برشی  در این مطالعهحل کردند.  1تبدیل فوریه کسینوسی و روش کاپسون

مسأله یک ترک متحرک با  ]11[و همکارانش  Ma.L  .استبررسی شده بر روی ضریب چگالی انرژی کرنشی 

حل کردند. آنها با استفاده از تبدیل  را درون صفحه ای بارطول ثابت در یک باریکه از جنس ماده تابعی تحت 

فوریه و تعریف باز شدگی دهانه ترک در عرض ترک به عنوان تابع ناشناخته، دو جفت معادله انتگرالی به دست 

س با استفاده از روش چند جمله ای ژاکوبی معادلات انتگرالی را حل کردند. نتایج عددی ارائه شده آوردند. سپ

 . می دهدسرعت رشد ترک را بر روی رفتار شکست دینامیکی نشان  مواد، ضخامت ماده تابعی و اثر خواص

بر هم کنش سه ترک گریفیث متحرک هم راستا در نیم صفحه تشکیل شده از دو ماده الاستیک مختلف  مسأله

 ارائه شد.  ]S. Das ]12صفحه ای مکانیکی توسط  خارجتحت بارگذاری 

ضریب شدت تنش  انجام شده و سپسمحدود  2از تبدیل فوریه و روش تبدیل هیلبرتبا استفاده  مسألهحل 

مسأله ترک در سطح مشترک دو ماده غیر مشابه  د.مالاستیک با ضخامت متفاوت بدست آنوک ترک برای لایه 

ارائه شد. آنها مد سوم مکانیک شکست  ]G.A. Kardomateas, R. Li ]13 توسط از جنس الکترومگنتوالاستیک

از نوک ترک واقع در فصل مشترک دارای  rرا در نظر گرفته و نشان دادند که میدان های تنش در فاصله 

 Z. Cheng باشند. آنها در این مطالعه میدان تنش و باز شدگی دهانه ترک را بدست آوردند.می 21rتکینگی 

انده لایه همگن چسبیک ماده تابعی با خواص دلخواه که به  ی از جنسترک در یک محیط با پوشش انتشار ]14[

از یک مدل چند لایه استفاده کرد و با استفاده از تبدیل فوریه  مسألهمورد بررسی قرار داد. برای حل را  شده

مسأله شرایط مرزی را به دستگاه معادلات انتگرالی تکین کاهش داد و آنرا با استفاده از چند جمله ای چبیشف 

 به صورت عددی حل کرد.

 Z.Cheng  د در فصل مشترک بین دو باریکه از جنس مواد تابعییک ترک متحرک موجو ]15[و همکاران 

 مختلف تحت تغییر شکل صفحه ای را با روش معادلات انتگرالی بررسی کردند. آنها اثر پارامترهای هندسی

 ب شدت تنش مورد بررسی قرار دادند.ضخامت باریکه و سرعت ترک را بر روی ضریهمانند 

, R. Bagheri  M. Ayatollahi ]16[  انتشار ترک در باریکه ساخته شده از مواد تابعی را که تحت بارگذاری

 مورد بررسی قرار دادند.  صفحه ای قرار داشته، خارج

 را بر روی ترک و سرعت ثابت ماده تابعی ،از تبدیل فوریه بهره جسته و اثر طول ترک مسألهآنها برای حل 

 بدست آوردند.دینامیکی تنش ضریب شدت 
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2 Hilbert transform techniques 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 1395 پاییز، دومدهم، شماره جسال ه                               نشریة پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                                       48

 

 ساخته شده از مواد تابعی محدود شده به دو نیم صفحه الاستیک حاویباریکه در این مقاله حل تحلیلی مساله 

وزیع توسط روش ت ایصفحه خارجبارگذاری  تحت در فصل مشترک باریکه و نیم صفحه پائینی چندین ترک

انجام شده است. از این حل برای بدست آوردن معادلات انتگرالی توزیع نابجایی روی ترکها استفاده نابجایی 

س و سپتوزیع نابجایی روی ترکها دارای تکینگی از نوع کوشی بوده که از حل آنها شده است. این معادلات 

 ترکها بدست آمده است.  ضرایب شدت تنش

فقط قادر به حل مسائل با تعداد ترک محدود بوده اند در محققین  ،در اکثر مطالعات انجام شده تا به حال

 ها در روش حل تاثیری ندارد. این روش در این است که تعداد ترکحالیکه مزیت استفاده از 

 

تابعي  ساخته شده از مواد باريکه فصل مشترک در ایصفحه خارج حل نابجايي -2

 محدود شده توسط دو نیم صفحه ايزوتروپیک
مورد نظر دارای بعد بی نهایت در ساخته شده از مواد تابعی محدود شده توسط دو نیم صفحه الاستیک باریکه 

است )شکل xقسمت مثبت محور  در نابجاییخط بوده و  yو بعد محدود در راستای محور  xراستای محور 

جابجایی درون های مولفه. در نتیجه گیرداین مقاله مود سوم مکانیک شکست مورد بررسی قرار میدر  (.1

ای که تابعی از مختصات درون صفحه wو فقط مولفه تغییر مکان عمود بر صفحه بوده  صفر ,vuای صفحه

yx, ،حاصل خواهد شد:وجود دارد در نتیجه روابط زیر  است 
 

),(,0  ,0 yxwwvu       )1( 
 

ای، میدانهای تنش برای باریکه و دو نیم صفحه الاستیک بصورت زیر بدست برای تغییر شکلهای خارج صفحه

 آیند.می

 

 

 
 

 در فصل مشترکنمایش نابجایی  -1شکل
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1 ،)(2 که در آن y 3و الاستیسیته برای نیم صفحه پایینی، باریکه و نیم صفحه  های به ترتیب ثابت

 ثابت الاستیک برای باریکه بطوردر اینجا فرض شده که  .باشدثابت مربوط به ماده تابعی می بالایی بوده و 

 :نتیجهدر  .کندنمایی در جهت ضخامت باریکه تغییر می
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به صورت زیر  ایهای خارج صفحهبرای بارگذاری تعادل تنش معادله تنها ،نیروهای جسمی نبوددر صورت 

 حاصل خواهد شد.
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(5) 

دستگاه معادلات با مشتقات جزئی است. حل تحلیلی دستگاه معادلات بالا نیازمند بررسی  بیانگر (5روابط )

مبدا مختصات در فصل مشترک باریکه و نیم صفحه ( نابجایی در 1مطابق شکل )است.  مسألهشرایط مرزی 

های بهلحرکت و . نابجایی در الاستیسیته با ایجاد یک شکاف در محیط الاستیک، قرار گرفته است پایینی

شود. در اثر این عمل تغییر مکان در جسم دو مقداری شکاف نسبت به یکدیگر و سپس حذف شکاف تعریف می

آید. در صورتیکه تغییر مکان وجوه شکاف در جهت عمود بر لبه شکاف شده و میدان تنش در ماده بوجود می

تغییر مکان  مولفه شود.نامیده می 1مولفه بردار برگرز zbنامند که ای میباشد نابجایی را پادصفحه zbبه اندازه 

براساس تئوری ولترا در محل نابجایی به دلیل چند مقداری بودن تغییر مکان روی خط نابجایی دارای 

 :می توان رابطه زیر را در نظر گرفت ناپیوستگی بوده و در نتیجه

 

)()0,()0,( 12 xHbxwxw z      )6( 

                                                                                                                                                         
1 Burgers vector 
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ه باشند کمی پیوستگیمولفه های تنش روی خط نابجایی دارای همچنین ای است. تابع واحد پله xH)(که 

 :است از عبارت این شرط

)0,()0,( 21

  xx zyzy       )7( 

ر در بصورت زی مسألهحدی  شرایط و پیوستگی بین باریکه و نیم صفحه بالاییشرایط ( 1شکل )با توجه به 

 :آیدمی
),(),( 32

  hxhx zyzy   
),(),( 32

  hxwhxw
 

,0),(lim 3 


yxw
y

   0),(lim 1 


yxw
y  

3,2,1,0),(lim

,0),(lim









iyx

yxw

zyi
x

i
x


     )8( 

 شود.به صورت زیر تعریف می که فاده شده استاستنمایی تبدیل فوریه از برای حل مسأله 






 dxexfsF isx)()(           )9( 

1i  .تبدیل فوریه عبارت است از: معکوسپارامتر موهومی است 






 dsesFxf isx)(
2

1
)(


                                                   )10( 

 . شوندمینتایج زیر حاصل (، 5به روابط ) (9)حال با اعمال تبدیل فوریه

00),(ˆ
),(ˆ

1

2

2

1

2

 yysws
dy

yswd
 

hyysws
dy

yswd

dy

yswd
 00),(ˆ

),(ˆ
2

),(ˆ
2

22

2

2

2

  

 yhysws
dy

yswd
0),(ˆ

),(ˆ
3

2

2

3

2

 

(11) 

ˆ),(3,2,1که  iyswi  3,2,1تبدیل فوریه تابع),( iyxwi( دستگاه معادلات کامل با 11باشد. روابط )می

فضای  برای هر بخش درمیدان جابجایی های مولفهبنابراین . دنباشکه به سادگی قابل حل می استثابت ضریب 

 خواهند شد حاصل فوریه بصورت زیر

0)(),(ˆ
11  yesAysw

ys  

hyesAesAysw
ysys




0)()(),(ˆ )(

3

)(

22

2222   




yhesAysw
ys

)(),(ˆ
43  

(12)  

,4,3,2,1که ضرایب iAi
 .یندآبااستفاده ازشرایط مرزی بدست میتوابعی از ثابت تبدیل فوریه می باشند که  

 زوتروپیکای و نیم صفحهساخته شده از مواد تابعی ترکهای واقع در فصل مشترک بین باریکه  به علت بررسی

  .بدست آید فصل مشترک نیم صفحه الاستیک پایینی در درمیدان تنش  ،تنها کافی است پایینی،
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و  (10)، (2بط )اگیرد. با استفاده از رومورد بررسی قرار مییک فقط در ناحیه میدان تنش بدست آمده لذا 

 ( میدان تنش برای ناحیه سوم بصورت زیر بدست خواهد آمد.12)

 

0
)1(

])([

2
),( 1

1 







 ydse
Qs

sissb
yx

isxysz
zy






  )13( 

 در رابطه بالا
)}](){[(}]))[({(

])[()(
2

2

















ses

ess
Q

h

h

22, s   و)(s  

 

ه و میدان کرد تبدیل sحال انتگرال بالا را به دو بخش زوج و فرد نسبت به پارامتر  د.دلتای دیراک می باشتابع 

 شود.تنش بصورت زیر ساده می

0)sin(
)1(

),(
0

1
1 


 



ydssx
sQ

eb
yx

sy

z
zy




  )14( 

، محدود است 0sدر انتگرال  ندانتگر و نیز باشدمی sوسته از یتابعی پ (14)رابطه که انتگرال  ییاز آنجا

بدست s  روابط مجانبی برای انتگرند وقتی که، به دست آید. sنقاط تکینگی باید در محلی که 

 تنش بصورت زیر خواهد بود.مولفه  آمده است که در نهایت فرم مجانبی

0
2 22

1
1 


 y

yx

xbz
zy




    )15( 

بصورت تکینگی از نوع کوشی  0yو0xرأس نابجایی یعنی با نزدیک شدن به رفتار مجانبی مولفه تنش 

باشد که به فرم کلیمی
r

1
شود که نهایت میاست. این بدین معنی است که در محل نابجایی مقدار تنش بی 

 شناخته شده نابجایی است.ت ااین از خصوصی

 

 معادلات انتگرالي در محیط های حاوی ترک -3
یافتن ضرایب شدت تنش در نوک تعدادی از ترکهای  توان برایحل نابجایی بدست آمده در بخش قبل را می

شود رض میبکار برد. ف ،شکست مکانیک ومستحت مود  فصل مشترک بین باریکه و نیم صفحه پایینی واقع در

 را می توان ترکهاپارامتری تضعیف شده است. معادلات در فصل مشترک ترک مستقیم  Nکه صفحه توسط 

 .بصورت زیر بیان نمود
qlxx iii  0  

11,...,2,10  qNiyi    )16( 

 

),0(که در آن  0ix مختصات وسط ترکi ام وil نصف طول ترکiتوزیع نابجایی با دادن باشد. با قرارام می

)),(0(ام به مختصات jای از ترک در راستای ترک در نقطه dlBzچگالی  px j  روی المان بینهایت کوچک

dl، تنش ایجاد شده روی سطح ترک  میدانi آید که عبارتست از:بدست می ام 


1

1
)(),())(),(( dppBpqKqyqx zjijiizy  Ni ,...,2,1   )17( 
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باشد با استفاده از اصل جمع آثار داشته  ترک وجود Nام در صورتیکه  iتنش ایجاد شده روی ترک  میدان

 عبارت خواهد شد از:







N

j

zjijiizy dppBpqKqyqx
1

1

1
)(),())(),(( Ni ,...,2,1    )18( 

ناشی از بارگذاری خارجی در محل ترکها در صفحه بدون ترک بعد از تغییر مولفه تنش ] 17 [اصل باکنر مطابق

)( نابجاییو دانسیته  گرفته قرار( 18)در رابطه علامت  pBzj  .معادله  کرنلدر آن  هکباید محاسبه گردد

),(( یعنی 17لی در رابطه )اانتگر pqK ij  برابر با ضرایبzb 1تنش  هدر رابطzy  محاسبه شده در روش نابجایی

),( کرنل (18)انتگرالی  همعادل در است. pqK ij تابع .استمعلومی  تابع ))(),(( qyqx iizy تابع معلومی  نیز

ی تکینگی از نوع داراکه  (18)انتگرالی  ه. با حل معادلشودهستند که با توجه به بارگذاری خارجی تعیین می

)( نابجاییتابع دانسیته  استکوشی  pBzj ید.آمی بدست  

واقع در فصل مشترک باریکه ساخته شده از مواد تابعی و نیم پس از محاسبه دانسیته نابجایی برروی ترکهای 

بایستی روابطی ارائه نمود که بکمک آنها بتوان ضرایب شدت تنش در نوک ترکها را بر حسب  صفحه الاستیک

ی دهانه ترک بازشدگ ،ع دانسیته نابجاییبا استفاده از تعریف تابدانسیته نابجایی بر روی ترکها محاسبه نمود. 

 .شودحاصل می ام از رابطه زیرjبرای ترک 




 

q

zjj

q

zjjjjj dppBldppBpypxqwqw
11

22 )()()]([)]([)()(

 
Nj ,...,2,1  )19( 

باشد ها میتعداد ترک Nحد پایین که مشخص کننده ابتدای ترک با طول بی بعد شده واحد و  1که درآن 

qw)(است.  zjBو دانسیته نابجایی  j

و)(qw j

 ، به ترتیب نشان دهنده تغییر مکان لبه بالایی و پایینی ترک

های ترک تک ، جابجائی در خارج از لبهواقع در فصل مشترک برای ترکهای ای واقع بر ترک است.در نقطه

 مقداری است بنابراین برای دانسیته نابجایی باید شرایط زیر برقرار باشد.

0)()()]([)]([

1

1

1

1

22  


dppBldppBpypx zjjzjjj

 
Nj ,...,2,1                         )20( 

           

آید. بعلت تکینگی تنش در نوک بدست می( 02و ) (18)حل همزمان معادلات انتگرالی  با نابجاییدانسیته 

ترکها تابعیت دانسیته نابجایی بصورت زیر در نظر گرفته میشود که  )( pg zj  تابع محدود و پیوسته می-

 باشد.

Njp
p

pg
pB

zj

zj ,...,2,111
1

)(
)(

2



   )21( 

 [ ارائه گردید. 18] و همکاران F. Erdoganحل عددی معادلات انتگرالی با تکینگی کوشی اولین بار توسط 

و نظائر آن تعیین  1های چندجمله ای چبیشهفدر این روش معادلات انتگرالی در نقاط خاصی که توسط ریشه

شود با حل این سیستم معادلات جبری شود گسسته شده و به دستگاه معادلات جبری خطی تبدیل میمی

( در روابط 21با قراردادن رابطه )آید. بدست میاند در نقاطی که در آنها معادلات گسسته شده نابجاییدانسیته 

 [19]شوند ( سیستم معادلات جبری خطی زیر حاصل می19( و)18)

                                                                                                                                                         
1 Chebyshev polynomials 
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 از عبارتند اندکه در آن نقاطی که در آن معادلات انتگرالی گسسته شده
 

m1,2,..., t, )
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)12(
cos(   ,   1-m1,2,...,r ,  )cos( 
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 ( عبارتند از22بردارها در رابطه )های ماتریس و و درآیه
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  بصورت زیر است. ijBبالا که در رابطه 
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بر حسب بازشدگی دهانه ترک بصورت ام iضریب شدت تنش برای ترک  .می باشددلتای کرونکر  ijکه در آن 

 شود.زیر تعریف می
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ضرایب شدت تنش ( و استفاده از بسط تیلور و عملیات جبری، 25( در رابطه )21( و )19با جایگذاری روابط )

 آیند.ام بصورت زیر بدست میiبرای ترک 
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 عددی نتايج و مثالهای -4

ساخته شده از مواد تابعی محدود  ای بدست آمده مثال هایی از باریکهصفحهخارج با استفاده از حل نابجایی 

است. برای بی بعد  ارائه شدهواقع در فصل مشترک  ترک چندین شده به دو نیم صفحه ایزوتروپیک حاوی

LKاز سوم مکانیک شکست سازی ضرایب شدت تنش در مود  00   که بیانگر ضریب شدت تنش در

 در دوردست، استفاده شده است. ای خارج صفحهتحت بارگذاری  L2صفحه نامحدود حاوی یک ترک بطول 

نیم صفحه (، یک ترک با طول محدود در فصل مشترک باریکه و 2در اولین مثال حل شده مطابق شکل )

ای در نظر گرفته شده است. نمودار تغییرات ضرایب شدت تنش بی بعد الاستیک تحت بارگذاری خارج صفحه

13بر حسب  0KKشده    برای مقادیر مختلفLh شود با رسم شده است. همانطوریکه مشاهده می

13برشی  افزایش نسبت مدول یابد. ، ضرایب شدت تنش در نوکهای ترک کاهش می 

مقایسه شده است که صحت نتایج  ]M.Ozturk ]4و  F. Erdoganنتایج حاصله با نتایج بدست آمده توسط 

 دهد.بدست آمده را نشان می

 
 بر حسب نسبت مدول برشی بی بعد شده تغییرات ضریب شدت تنش -2شکل

 
 

 تغییرات ضریب شدت تنش بی بعد شده بر حسب طول ترک بی بعد -3شکل
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( تغییرات ضرایب شدت تنش در نوکهای یک ترک واقع در فصل مشترک بر حسب طول بی بعد 3در شکل )

نشان داده شده است. در این مثال ضخامت باریکه متغییر در نظر گرفته شده است. بطوریکه ملاحظه  hLشده 

13شود برای می   31یابد در صورتیکه برای با کاهش ضخامت باریکه، ضریب شدت تنش کاهش می   

شود ، مقدار ضریب شدت تنش بی بعد شده یک می0.0hLگردد. همچنین برای رفتار متفاوتی مشاهده می

، گردد. در این مثال نیزبه سمت بی نهایت، مسأله به صفحه نامحدود ایزوتروپیک تبدیل می hزیرا با افزایش 

 مقایسه و صحت سنجی شده است. ]4[نتایج بدست آمده با مرجع 

13ییرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده بر حسب نسبت مدول برشی ( نمودار تغ4در شکل )   برای دو

. همانند مثال حل شده برای یک ترک، در این حالت ترک همراستا واقع در فصل مشترک نشان داده شده است

مسأله، طول هر دو گردد. در این همان رفتار ولی با مقادیر متفاوت برای ضرایب شدت تنش مشاهده مینیز 

در نظر  1.0La به نصف طول ترکها از هم هافاصله دو نوک نزدیک ترک نسبت ترک ثابت باقی مانده و

و هم  2Lبا  1R هایضرایب شدت تنش در نوک y. به دلیل تقارن مسأله نسبت به محور گرفته شده است

بعلت نزدیک بودن به یکدیگر  2Lو 1R. ملاحظه می شود که نوک های می باشند با هم برابر 1Lبا 2R چنین

 دارای اندر کنش بالاتری بوده، در نتیجه دارای ضریب شدت تنش بزرگتری می باشند.

شود. در این به عنوان آخرین مثال، دو ترک با طولهای مساوی واقع در فصل مشترک در نظر گرفته می    

برای مقادیر متفاوت نسبت مدول  hL، بر حسب 0KKمثال تغییرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده 

13برشی    رسم شده است. در این مثال نیز مشابه مثال قبل، طول هر دو ترک ثابت باقی مانده و

1.0La ترک واقع در  شود، ضرایب شدت تنش برای دو( ملاحظه می5باشد. همانطوریکه از شکل )می

باشند و این به دلیل وجود اندرکنش بین فصل مشترک، نسبت به حالت یک ترک، دارای مقادیر بزرگتری می

 باشد.دو ترک می
 

 
 تغییرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده بر حسب نسبت مدول برشی برای دو ترک  -4شکل

 ی واقع در فصل مشترکهمراستا
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 دو ترک برای تغییرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده بر حسب طول ترک بی بعد شده  -5شکل

  ی واقع در فصل مشترکهمراستا
 

 نتیجه گیری -5
ع در واق های تضعیف شده توسط ترکدر محیطلی مختلفی برای محاسبه ضرایب شدت تنش های تحلیروش

روشها، می توان به روش توابع تنش مختلط، استفاده گیرند از جمله این مورد استفاده قرار می فصل مشترک

از تبدیلات انتگرالی و توابع گرین اشاره نمود. استفاده از حل نابجایی دارای این مزیت است که روش حل تابع 

های توابع تنش مختلط و یا استفاده از تبدیلات باشد. همچنین حل مسائل ترک با روشتعداد ترکها نمی

مسائل شرط مرزی ترکیبی است ولی در روش توزیع نابجایی شرط مرزی تنها از نوع تغییر  انتگرالی از نوع

مکان بوده و مساله محیط همبند با شرایط مرزی ساده که حل آن به مراتب ساده تر از مساله مقدار مرزی 

 آیند:های حل شده نتایج زیر بدست میبا توجه به مثال شود.ترکیبی است، انجام می

13برای زمانیکه شدت تنش بی بعد  ضرایب .1    ضخامت باریکه ساخته شده از مواد با افزایش است

13افزایش می یابند و برای حالت  تابعی،  گردد.، رفتار وارونی ملاحظه می 

که یرا زشوند ضرایب شدت تنش با میل کردن ضخامت باریکه به بی نهایت به مقدار یک نزدیک می .2

 گردد.در این حالت مسأله به صفحه نامحدود ایزوتروپیک تبدیل می

بدلیل اندر کنش متقابل دو ترک واقع در فصل مشترک، شدت تنش برای نوک های نزدیک  ضرایب .3

 .می باشدیگر نسبت به نوکهای دور بیشتر آنها بر یکد

حالت یک ترک، دارای مقادیر ضرایب شدت تنش برای دو ترک واقع در فصل مشترک، نسبت به  .4

 باشد.باشند و این به دلیل وجود اندرکنش بین دو ترک میبزرگتری می
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 يانگلیسنمادهای فهرست 
4,3,2,1),( isAi  ضرایب ظاهر شده در تبدیل فوریه تغییر مکان),( yxw 
)( pBzj بر حسب متغیر بی بعد نابجایی تابع دانسیته 

zb بردار برگرز 
)( pg jz تابع محدود و پیوسته 
)(xH

 ایتابع پله 
h ضخامت باریکه ساخته شده از ماده تابعی 

LR KK  راست و چپ ترکضرایب شدت تنش نوکهای سمت  ,
),( psK ij کرنل معادله انتگرالی 

il نصف طول ترکiام 
m تعداد نقاط روی ترک 
N تعداد ترک در فصل مشترک 
p محل اعمال نابجایی 
q محل بررسی تنش 
s متغییر تبدیل فوریه 
vu, ای در جهت های جابجایی درون صفحهمولفهyx, 
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),( yxw ایمولفه جابجایی خارج صفحه 
),(ˆ ysw  تبدیل فوریه نامحدود تغییر مکان),( yxw 
)(),( qwqw ii

 تغییر مکان لبه بالایی و پایینی ترک 
),( yxzy ایمولفه تنش خارج صفحه 
 ثابت ماده تابعی 

ij تابع دلتای دیراک 

1 ثابت الاستیسیته نیم صفحه ایزوتروپیک پایینی 

3  ایزوتروپیک بالاییثابت الاستیسیته نیم صفحه 
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Abstract 
 

In this paper, analyses of several finite cracks in bonded materials with a graded interfacial zone 

were studied. The distributed dislocation technique is used to carry out stress analysis for two 

elastic half planes bonded through a non-homogeneous interfacial zone under anti-plane 

loading. The solution is obtained by means of Fourier transform method. The stress components 

reveal the familiar Cauchy singularity at the location of dislocation. Finally several examples 

are solved and the numerical results for the stress intensity factor are obtained. The influences 

of the geometric parameters, the thickness of the functionally graded strip and the crack size 

have significant effects on the stress intensity factors of crack tips which are displayed 

graphically. 
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