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بررسي مد تركيبي مكانيك شكست در استوانه 
ايزوتروپيك نامحدود تضعيف شده توسط چندين 

  ترك استوانه اي
تحليل تنش يك استوانه با ماده ايزوتروپيك تضعيف شده توسط چندين ترك استوانه 

تحت بارگذاري برشي و شعاعي بر روي سطح جانبي اي هم محور با استوانه و 
يانا سوميقلگيرد. در ابتدا حل نابجايي هاي در اين مقاله مورد بررسي قرار مي استوانه،

ت بدسبراي مسائل متقارن محوري و ولترا در استوانه با استفاده از حل گلركين 
وانه گرالي براي استآيد. سپس با استفاده از حل نابجايي بدست آمده، معادلات انتمي

حاوي تعداد دلخواه ترك ايجاد مي گردند. حل عددي اين معادلات انتگرالي كه 
، منجر به محاسبه دانسيته نابجايي هاي مي باشندداراي تكينگي از نوع كوشي 

و ولترا روي سطوح تركها مي گردد. با استفاده از دانسيته نابجايي هاي سوميقليانا 
ت تنش مدهاي اول و دوم براي نوك تركها در چندين محاسبه شده، ضرايب شد

آيند و اعتبار سنجي جواب ها در حالتهاي خاص با مثال مورد بررسي، بدست مي
  مراجع موجود صورت مي گيرد.

  
 ماده ايزوتروپيك، ضريب شدت تنش، ،ولترانابجايي  ،سوميقليانااستوانه نامحدود، نابجايي  راهنما:اژه هاي و

  تكينگي كوشي 
 

  مقدمه -1
ركهاي استوانه اي عموما در استوانه هاي ايزوتروپيك يا استوانه هاي ساخته شده از مواد مركب كه كاربردهاي ت

وسيعي در صنعت دارند، مشاهده مي شوند. خصوصا فصل مشترك لايه ها در استوانه هاي كامپوزيتي از جمله 
و عموما تركهاي مشابه ترك هاي نواحي ضعيفي هستند كه در معرض لايه شدن و ايجاد ترك قرار دارند 

استوانه اي در اين فصل مشترك ها ايجاد مي شوند. بنابراين تحليل شكست استوانه هاي ايزوتروپيك داراي 
ترك استوانه اي به عنوان يك پيش نياز براي تحليل ترك در استوانه هاي ساخته شده از مواد مركب مي باشد. 

اهد شد چنين تحليلي حتي براي استوانه هاي ايزوتروپيك داراي ترك همانطوري كه در اين مقاله مشاهده خو
  استوانه اي نيز به اندازه كافي دشوار و نيازمند انجام محاسبات طولاني است. 

                                                                                                                                                                                          
  m_pourseifi@yahoo.comدانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه زنجان1
  faal92@yahoo.com دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه زنجان نويسنده مسئول، دانشيار،2
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  35...                                                                                مكانيك شكست در استوانه ايزوتروپيك نامحدودبررسي مد تركيبي 

استوانه اي  ي دهه هاي گذشته تلاش هاي گسترده اي براي تحليل تنش محيط هاي مختلف حاوي تركط
	نها پرداخته مي شود. ابتدا به بررسي آ	انجام شده است كه در

الاستيك ايزوتروپيك با استفاده از تكنيك نابجايي  "محيط بي نهايت"] در يك 1و همكارانش [ 1اريسف
به تحليل ميدان تنش در نوك ترك استوانه اي پرداختند. آنها دانسيته هاي نابجايي مربوط به  2سوميقليانا

ي تكين كوپل بدست آوردند و سپس با استفاده از آنها مدهاي اول و دوم را با حل عددي دو معادله انتگرال
ضرايب شدت تنش مد اول و دوم مكانيك شكست را محاسبه نمودند. همچنين آنها نشان دادند كه براي طول 

	ترك هاي بزرگتر از چهار برابر شعاع ترك، نرخ رهايي انرژي متناسب با شعاع ترك مي باشد.
ايزوتروپيك  "محيط الاستيك بي نهايت"راف ترك استوانه اي در يك ] ميدان تنش اط2و همكارانش[ 3ميرد

از نابجايي هاي حلقه اي سوميقليانا بدست آوردند. آنها با  4همگن را با مدل كردن يك ترك بصورت توده اي
اعمال شرايط مرزي و شرايط نابجايي يك جفت معادلات انتگرالي تكين كوشي نوع اول بدست آوردند كه اين 

(روش انتخاب نقاط گسسته سازي معادلات) حل و  5ت انتگرالي با بكارگيري تكنيك روش مرتب سازيمعادلا
دانسيته نابجايي را بصورت تقريبا تحليلي محاسبه نمودند. سپس با جايگذاري دانسيته نابجايي بدست آمده، 

ن آنها نشان دادند كه ميدان تنش را در اطراف نوك ترك استوانه اي بصورت تحليلي بدست آوردند. همچني
حلقه اي سوميقليانا نشان  6ميدان تنش در فاصله دور از نوك ترك استوانه اي مي تواند با يك جفت ابر نابجايي

  داده شوند بگونه اي كه بزرگي و مكان آنها متناسب با توزيع نابجايي هاي مربوطه بدست مي آيند. 
در محيط الاستيك بي نهايت، ضريب شدت تنش مد اول ] براي يك ترك استوانه اي 3و همكارانش [ 7بيبز

] از ابر نابجايي حلقه اي سوميقليانا استفاده 2را بصورت تحليلي ارائه دادند. آنها در تحليل مسئله، مشابه مرجع [
ضريب شدت تنش مد اول ترك استوانه اي ارائه دادند و  ܬكردند و بر اساس آن روابط تحليلي براي انتگرال 

رهم ب ته روابط استخراج شده فقط براي نسبت شعاع ترك به طول ترك كوچكتر از يك معتبر مي باشند.كه الب
الاستيك همگن، تقويت شده با الياف استوانه اي را  "محيط بي نهايت"كنش بين دو ترك استوانه اي در يك 

]. آنها مدل سازي ترك ها را با استفاده از نابجايي حلقه اي سوميقليانا 4و زبيب مورد بررسي قرار دادند[ 8كلوز
انجام دادند و سپس تاثير فاصله بين ترك ها و اندازه ترك ها را روي ضرايب شدت تنش را بررسي كردند. البته 

   اف از ماده مشابه مي باشند.آنها براي ساده سازي رياضيات مسئله فرض كردند كه محيط و الي
از ماده  "محيط استوانه اي"] ميدان تنش براي نوك ترك استوانه اي واقع در فصل مشترك يك 5[9آيتو 

از ماده الاستيك ديگر را محاسبه نمود و فرض كرد كه سطوح ترك استوانه  "محيط بي نهايت"الاستيك با يك 
اي در محل اتصال تحت بار برشي مي باشد. او در تحليل مسئله از تبديل فوريه استفاده نموده و با حل عددي 

	معادلات انتگرالي بدست آمده ضرايب شدت تنش نوك ترك را محاسبه كرد.

                                                                                                                                                                                          
1Farris 
2Somigliana 
3Demir 
4Pile-up 
5Collocation  Technique 
6Superdislocation 
7Zbib 
8Close 
9Itou 

www.SID.ir

WWW.SID.IR
WWW.SID.IR


Arc
hive

 of
 S

ID

 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       36

 

  شدت تنش را براي يك ترك استوانه اي در فصل مشترك بين ] ضريب 6و همكارانش[ 1اليولد
همگن محدود هم محور و غير متشابه بدست آوردند به گونه اي كه بارگذاري بر روي  "دو استوانه الاستيك"

سطح ترك را بصورت برشي طولي بطور محوري متقارن در نظر گرفتند. آنها با اعمال شرايط مرزي تركيبي 
معادلات انتگرالي فردهولم نوع دوم رسيدند كه با حل عددي معادلات انتگرالي و تبديل مسئله، به يك جفت 

  آنها به معادلات سري دوگانه، ضرايب شدت تنش نوك ترك را محاسبه نمودند.
  ] مسئله ترك استوانه اي واقع در ناحيه اي بين 9] و آيتو [8[4]، آيتو و شيما7[3و ديو 2لي -ويهش
يك هم محور را بررسي كردند. آنها فرض كردند كه ناحيه اي كه ترك بين دو استوانه قرار الاست "دو استوانه"

در نظر گرفتند. بررسي انجام شده توسط  "پيچشي"دارد از ماده اي ناهمگن مي باشد و بارگذاري را هم بصورت 
ر همگن و الاستيك دآنها در صورتي ارزشمندتر مي شد كه ترك استوانه اي را در فصل مشترك بين  ناحيه نا

] مطالعه بر روي ترك استوانه اي واقع در فصل 11و همكارانش [ 7] و فنگ10[ 6و ونگ 5لي  نظر مي گرفتند.
مشترك بين دو محيط الاستيك همگن و غير متشابه را انجام دادند بگونه اي كه لايه بين دو محيط از مواد 

در نظر گرفتند. با اعمال تبديل هاي فوريه و لاپلاس  "ضربه پيچشي"هوشمند مي باشد و بار را نيز بصورت 
مسئله مقدار مرزي به معادلات انتگرالي تكين كوشي تبديل مي شود كه با حل عددي اين معادلات انتگرالي 

	و معكوس لاپلاس عددي، ضرايب شدت تنش ديناميكي محاسبه مي شوند. 
با ضخامت محدود  "لوله هاي دو لايه مركب"رك ] مسئله ترك استوانه اي در فصل مشت12[ ي و همكارانشل

در نظر گرفتند. آنها با بكارگيري تبديل انتگرالي فوريه و اعمال  "پيچشي"را بررسي كردند. بارگذاري را بصورت 
شرايط مرزي به معادلات انتگرالي تكين كوشي رسيدند كه با حل عددي آنها و محاسبه ضريب شدت تنش، 

  تاثير پارامترهاي هندسي و فيزيكي را روي رفتار شكست بررسي نمودند. 
يل ترك هاي استوانه اي اكثرا يا در محيط هاي بينهايت انجام مانطور كه بررسي مقالات نشان مي دهد تحله

گرفته است و يا براي محيط هاي محدود تضعيف شده تنها با يك ترك استوانه اي با بارگذاري پيچشي در نظر 
  گرفته شده است. 

دين نر اين مقاله هدف تحليل محيط هاي استوانه اي تحت بارگذاري برشي و يا شعاعي، تضعيف شده با چد
استفاده  8و ولتراترك استوانه اي مي باشد بطوري كه براي انجام تحليل از حل نابجايي حلقه اي سوميقليانا 

  مكانيك شكست مطرح مي باشد.	"مد تركيبي"	درضمن مسئلهمي شود. 
 رتحليل صورت گرفته استوانه نامحدود حاوي دو ترك استوانه اي با شعاع ها وارتفاع هاي متفاوت در نظرد

تحت كشش  بديهي است كه مسئله استوانه هاي تركدار	كنش آنها در نظر گرفته شده است. گرفته شده و برهم
  .دارداز لحاظ كاربردي اهميت خاصي 

  
                                                                                                                                                                                          
1Dhaliwal 
2Xue-Li 
3Duo 
4Shima 
5Li 
6Weng 
7Feng 
8Volterra 
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	در استوانه و ولترا حل نابجايي حلقه اي سوميقليانا  -2
,ݎሺ،ر مسائل سه بعدي تئوري الاستيسيته، با در نظر گرفتن مختصات استوانه اي بصورت د ,ݖ بردار  ሻߠ

	]13در غياب نيروهاي حجمي بصورت زير مي باشند[ ࢀو تانسور تنش    ࢛جابجايي 
࢛ ൌ

1
ߤ2

ሾെસሺસ. ሻࡳ ൅ 2ሺ1 െ  ሿࡳ∆ሻݒ

ࢀ ൌ ሺ1 െ ሻ்ࡳ∆ࢺሻሾሺݒ ൅ ሺࡳ∆ࢺሻሿ െ .ࢺሺࢺࢺ ሻࡳ ൅ .ࢺሺࢁݒ ሻࡳ
)1( 

بترتيب مدول برشي  ݒو   ߤعملگر گراديان،  ࢺبردار گالركين باي هارمونيك،  ࡳماتريس واحد،  ࢁبطوري كه 
و ضريب پواسون ماده مي باشند. براي مسائل متقارن محوري، با در نظر گرفتن تنها مولفه محوري بردار گلركين 

ࡳبصورت  ൌ ߯ሺݎ, فه هاي جابجايي و تنش بصورت است. مول ݖبردا يكه در جهت محور  ௭ࢋكه در آن  ௭ࢋሻݖ
	زير بدست مي آيند

,ݎ௥ሺݑ ሻݖ ൌ െ
1
ߤ2

߲ଶ߯
ݖ߲ݎ߲

 

,ݎ௭ሺݑ ሻݖ ൌ
1
ߤ2

ሾሺ1 െ 2߭ሻ߂ ൅
߲ଶ

ଶݎ߲
൅

߲
ݎ߲ݎ

ሿ߯ 

,ݎ௥௥ሺߪ ሻݖ ൌ
߲
ݖ߲
ሾሺ߭߂ െ

߲ଶ

ଶݎ߲
ሻ߯ሿ 

,ݎ௥௭ሺߪ ሻݖ ൌ
߲
ݎ߲
ሼሾሺ1 െ ߭ሻ߂ െ

߲ଶ

ଶݖ߲
ሿ߯ሽ 

,ݎ௭௭ሺߪ ሻݖ ൌ
߲
ݖ߲
ሼሾሺ2 െ ߭ሻ߂ െ

߲ଶ

ଶݖ߲
ሿ߯ሽ 

)2(

߂كه در آن  ൌ
డమ

డ௥మ
൅

ଵ

௥

డ

డ௥
൅

డమ

డ௭మ
نيز تابع  ߯لاپلاسين تعريف شده براي مسائل متقارن محوري مي باشد و 

	باي هارمونيك مي باشد كه معادله حاكم زير را ارضا مي كند

ΔΔ߯ሺݎ, ሻݖ ൌ 0 )3(
ناپيوستگي هندسي ، ܾ) براي يك استوانه توپر از ماده ايزوتروپيك الاستيك خطي به شعاع 1مطابق شكل (

ݎ يك نابجايي حلقه اي مي باشد كه بصورت يك برش شروع شونده ازايجاد شده  ൌ  ݖدر جهت افزايش  ܽ
مي باشد بگونه اي كه خط نابجايي يك حلقه واقع در صفحه موازي سطح آزاد استوانه مي باشد. بردار برگرز 

نابجايي است مي باشد.  كه عمود بر صفحه(ولترا)  ௭ܾو مولفه محوري (سوميقليانا)  ௥ܾشامل دو مولفه شعاعي 
	شرايط مرزي نابجايي بر اساس چند مقداري بودن تغيير مكان ها روي حلقه نابجايي بصورت زير مي باشد

,௥ሺܽାݑ ሻݖ െ ,௥ሺܽିݑ ሻݖ ൌ ܾ௥ܪሺݖሻ 
,௭ሺܽାݑ ሻݖ െ ,௭ሺܽିݑ ሻݖ ൌ ܾ௭ܪሺݖሻ

)4(
.ሺܪكه در آن ሻ ازنابجايي عبارتنداي تنش روي حلقه مي باشد. شرايط پيوستگي مولفه ه 1تابع پله واحد	

,௥௭ሺܽିߪ ሻݖ ൌ ,௥௭ሺܽାߪ  ሻݖ
,௥௥ሺܽିߪ ሻݖ ൌ ,௥௥ሺܽାߪ ሻݖ

)5(
	مي گرددبصورت زير بيان شرط مرزي روي مرز بيروني استوانه با توجه به صفر بودن مولفه هاي تنش 

,௥௭ሺܾߪ ሻݖ ൌ 0 
,௥௥ሺܾߪ ሻݖ ൌ 0

)6(

                                                                                                                                                                                          
1Heaviside step function 
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  استوانه توپر واقع در يكو ولترا نمايش نابجايي حلقه اي سوميقليانا  -1كلش

  
	) از تبديل فوريه و معكوس آن بصورت زير استفاده مي شود3راي حل معادله (ب

߯̂ሺݎ, ሻߦ ൌ
1

ߨ2√
න ߯ሺݎ, ݖሻ݁௜క௭݀ݖ

∞

ି∞
, ߯ሺݎ, ሻݖ ൌ

1

ߨ2√
න ߯̂ሺݎ, ,ߦሻ݁ି௜క௭݀ߦ

∞

ି∞
  )7(

	)، معادله ديفرانسيل بسل بدست مي آيد3با اعمال تبديل فوريه بالا به رابطه (

ሺ
݀ଶ

ଶݎ݀
൅
1
ݎ
݀
ݎ݀

െ ଶሻଶ߯̂௝ߦ ൌ 0 )8(
݆كه در رابطه بالا  ൌ 0بترتيب نشان دهنده نواحي  1,2 ൑ ݎ ൑ ܽو  ܽ ൑ ݎ ൑ تبديل  ௝̂߯مي باشند و  ܾ

  ) عبارتند از 8مي باشد. جواب هاي معادله ديفرانسيل( ௝߯فوريه 
	

ଶ߯̂ଵߦ ൌ ሻߦݎ଴ሺܫሻߦଵሺܣ ൅ ,ሻߦݎଵሺܫߦݎሻߦଵሺܤ 0 ൑ ݎ ൑ ܽ 
ଶ߯̂ଶߦ ൌ ሻߦݎ଴ሺܫሻߦଶሺܣ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻߦଶሺܤ ൅ ሻߦݎ଴ሺܭሻߦଶሺܥ ൅ ,ሻߦݎଵሺܭߦݎሻߦଶሺܦ ܽ ൑ ݎ ൑ ܾ 

)9(
  
,ଶܥ	ه ك ,ଶܤ ,ଶܣ ,ଵܤ ,଴ܭضرايب مجهول  و   	ଶܦوଵܣ ,ଵܫ بترتيب توابع بسل تعميم يافته نوع اول  ଵܭو  ଴ܫ

)، معادلات 2) و با استفاده از رابطه (7) در (9و دوم از مرتبه صفر و يك مي باشند. با جايگذاري معادله اول (
	بصورت زير بدست مي آيند  1تنش و تغيير مكان براي ناحيه 

௥ଵݑ ൌ
݅

ߨ2√ߤ2
න ሼܣଵሺߦሻܫଵሺߦݎሻ ൅ ߦሻሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܫߦݎሻߦଵሺܤ

∞

ି∞
 

௭ଵݑ ൌ
1

ߨ2√ߤ2
න ሼܣଵሺߦሻܫ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଵሺܤ ൅ 4ሺ1 െ ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

ି∞
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௥௥ଵߪ ൌ െ
݅

ߨ2√
න ߦݎ/ሻߦݎଵሺܫሻሾߦଵሺܣሼߦ െ ሻሿߦݎ଴ሺܫ

∞

ି∞
 

൅ܤଵሺߦሻሾሺ2ߥ െ 1ሻܫ଴ሺߦݎሻ െ  ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎଵሺܫߦݎ

௥௭ଵߪ ൌ
1

ߨ2√
න ሻߦݎଵሺܫሻߦଵሺܣሼߦ ൅ ሻሾ2ሺ1ߦଵሺܤ െ ሻߦݎଵሺܫሻߥ ൅ ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܫߦݎ

∞

ି∞
 

௭௭ଵߪ ൌ െ
݅

ߨ2√
න ሻߦݎ଴ሺܫሻߦଵሺܣሼߦ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଵሺܤ ൅ 2ሺ2 െ ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

ି∞
 

   2ادلات تنش و تغيير مكان براي ناحيه )، مع2) و (7) و روابط (9همچنين با استفاده از معادله دوم (
	عبارت اند از

௥ଶݑ ൌ
݅

ߨ2√ߤ2
න ሼܣଶሺߦሻܫଵሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎ଴ሺܫߦݎሻߦଶሺܤ

∞

ି∞
 

െܥଶሺߦሻܭଵሺߦݎሻ െ 	ߦሻሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܭߦݎሻߦଶሺܦ

௭ଶݑ ൌ
1

ߨ2√ߤ2
න ሼܣଶሺߦሻܫ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଶሺܤ ൅ 4ሺ1 െ ሻሿߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

ି∞
 

൅ܥଶሺߦሻܭ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܭߦݎሻሾߦଶሺܦ െ 4ሺ1 െ  ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܭሻߥ

௥௥ଶߪ ൌ
݅

ߨ2√
න ߦݎ/ሻߦݎଵሺܫሻሾߦଶሺܣሼെߦ െ ሻሿߦݎ଴ሺܫ െ ߥሻሾሺ2ߦଶሺܤ െ 1ሻܫ଴ሺߦݎሻ െ ሻሿߦݎଵሺܫߦݎ

∞

ି∞
 

൅ܥଶሺߦሻሾܭଵሺߦݎሻ/ߦݎ ൅ ሻሿߦݎ଴ሺܭ ൅ ߥሻሾሺ2ߦଶሺܦ െ 1ሻܭ଴ሺߦݎሻ ൅  ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎଵሺܭߦݎ

௥௭ଶߪ ൌ െ
1

ߨ2√
න ሻߦݎଵሺܫሻߦଶሺܣሼെߦ െ ሻሾ2ሺ1ߦଶሺܤ െ ሻߦݎଵሺܫሻߥ ൅ ሻሿߦݎ଴ሺܫߦݎ

∞

ି∞
 

൅ܧሺߦሻܭଵሺߦݎሻ ൅ ሻሾ2ሺെ1ߦଶሺܦ ൅ ሻߦݎଵሺܭሻߥ ൅  ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܭߦݎ

௭௭ଶߪ ൌ െ
݅

ߨ2√
න ሻߦݎ଴ሺܫሻߦଶሺܣሼߦ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଶሺܤ ൅ 2ሺ2 െ ሻሿߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

ି∞
 

൅ܥଶሺߦሻܭ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܭߦݎሻሾߦଶሺܦ ൅ 2ሺെ2 ൅  ߦሻሿሽ݁ି௜క௭݀ߦݎ଴ሺܭሻߥ

)11(

  
  : ا در نظر گرفتن تبديل فوريه تابع پله واحد و معكوس آن بصورتب

ሻݖሺܪ	 ൌ
ଵ

ଶగ
׬ ሾߜߨሺߦሻ ൅

௜

క
ሿ݁ି௜క௭݀ߦ

ஶ
ିஶ  ߜكه در آنሺߦሻ  .تابع دلتاي ديراك مي باشد  

) و همچنين 5) و شرايط پيوستگي بردار تنش روي حلقه نابجايي(4اعمال شرايط ناپيوستگي تغيير مكان ها ( اب
  .آيند)،  ضرايب مجهول بصورت زير بدست مي6( شرايط مرزي

	
ሻߦଵሺܣ ൌ ଶߦሻሺܽଶߦଵሺܽܭሻሼሾെߦሺ߁ െ ߥ4 ൅ 4ሻ ൅ ሺ2ߥ െ 3ሻܽܭߦ଴ሺܽߦሻሿܾ݅௥	

െܽߦሾ2ሺߥ െ 1ሻܭଵሺܽߦሻ െ  ሻሿܾ௭ሽߦ଴ሺܽܭߦܽ

൅
ሻߦሺ߁

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼെܾଶߦଶሾሺܽଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫଵሺܽߦሻ ൅ ሺ2ߥ െ 3ሻܽܫߦ଴ሺܽߦሻሿܳሺܾߦሻ 

൅ܽߦሺܾଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫ଴ሺܽߦሻ ൅ ߥଶሾ2ܽଶሺߦሻሼߦଵሺܽܫ െ 1ሻ െ ܾଶሿ െ 2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻሽ 
൅ሺ2ߥ െ 2ሻሾሺܽଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫଵሺܽߦሻ ൅ 2ሺ2ߥ െ 3ሻܽܫߦ଴ሺܽߦሻሿܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ	

൅2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻܽܭߦ଴ሺܽߦሻሾܫଵሺܾߦሻሿଶሽܾ݅௥	
െሼܽߦሼሾെሺܾଶߦଶ െ ߥ2 ൅ 2ሻܫଵሺܽߦሻ െ 2ሺߥ െ 1ሻܽܫߦ଴ሺܽߦሻሿ	

൅ሾܽܫߦ଴ሺܽߦሻ ൅ 2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܽߦሻሿሼሺെ2ߥ ൅ 2ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾߦሻሽሽሽܾ௭ሽ	
ሻߦଵሺܤ ൌ ሻߦ଴ሺܽܭߦሻൣ൫ܽߦሺ߁ ൅ ሻ൯ܾ݅௥ߦଵሺܽܭ ൅ 	ሻܾ௭൧ߦଵሺܽܭߦܽ

൅
ሻߦሺ߁

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሾሺܽଶߦଶ െ ߥ2 ൅ 2ሻܫଵሺܽߦሻ െ ሻሿܾ݅௥ߦ଴ሺܽܫߦܽ െ ܽଶߦଶܫ଴ሺܾߦሻܾ௭	

൅ሾ2ሺ1 െ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾߦሻሿሼሾܫଵሺܽߦሻ െ ሻሿܾ݅௥ߦ଴ሺܽܫߦܽ ൅ 	ሻܾ௭ሽሽߦଵሺܽܫߦܽ
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ሻߦଶሺܣ ൌ
ሻߦሺ߁

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሼሼߦଶሾ2ܽଶሺߥ െ 1ሻ െ ܾଶሿ െ 2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻሽܫଵሺܽߦሻ	

൅ܽܫߦ଴ሺܽߦሻሺܾଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻ ൅ ሾሺ3 െ ሻߦ଴ሺܽܫߦሻܽߥ2 െ ଶߦሻሺܽଶߦଵሺܽܫ െ ߥ4 ൅ 4ሻሿ 
ሾܾଶߦଶܳሺܾߦሻ ൅ 2ሺ1 െ  ሻሿሽܾ݅௥ߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ

െܽߦሼܽܫߦ଴ሺܽߦሻሾ2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ െ ܾଶߦଶܳሺܾߦሻ ൅ 2ሺߥ െ 1ሻሿ 
൅ܫଵሺܽߦሻሼ2ሺߥ െ 1ሻሾ2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ െ 1ሿെܾଶߦଶሾ2ሺߥ െ 1ሻܳሺܾߦሻ െ 1ሿሽܾ௭ሽ 

ሻߦଶሺܤ ൌ
ሻߦሺ߁

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሼሾܫଵሺܽߦሻ െ ሻߦଶܳሺܾߦሻሿሼܾଶߦ଴ሺܽܫߦܽ ൅ 2ሺ1 െ 	ሻሽߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ

൅ܽߦሾܽܫߦଵሺܽߦሻ െ ሻሿߦଶሺܽܫ െ 	ሻሽܾ݅௥ߦଵሺܽܫߥ2
െܽߦሼܽܫߦ଴ሺܽߦሻ െ ሻሾ2ሺ1ߦଵሺܽܫ െ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾߦሻሿሽܾ௭ሽ 
ሻߦଶሺܥ ൌ ଶߦሻሼሾሺܽଶߦሺ߁ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫଵሺܽߦሻ ൅ ܽሺ2ߥ െ 3ሻܫߦ଴ሺܽߦሻሿܾ݅௥ 

െܽߦሾܽܫߦ଴ሺܽߦሻ ൅ 2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܽߦሻሿܾ௭ሽ
ሻߦଶሺܦ ൌ ሻߦଵሺܽܫሻሼሾߦሺ߁ െ ሻሿܾ݅௥ߦ଴ሺܽܫߦܽ ൅ ሻܾ௭ሽߦଵሺܽܫߦܽ

  

,ሺܾߖ ر روابط بالاد ሻߦ ൌ ሺ2ߥ െ 2 െ ܾଶߦଶሻሾܫଵሺܾߦሻሿଶ ൅ ܾଶߦଶሾܫ଴ሺܾߦሻሿଶ  ߁وሺߦሻ ൌ
ఓሾగఋሺకሻା

೔
഍
ሿ

√ଶగሺఔିଵሻ
 

	مي باشد. همچنين

ܳሺܾ, ሻߦ ൌ ሻߦ଴ሺܾܭሻߦ଴ሺܾܫ ൅ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫ )13(
رياضي موجود و همچنين با استفاده از روابط ଵܭ		و  ଵܫو فرد بودن توابع  ଴ܭو  ଴ܫبا توجه به زوج بودن توابع 

	كه بدليل محدوديت فضا جزئيات آن نشان داده 	و انجام يك سري محاسبات طولاني، 1	در پيوست
) را مي توان بدست آورد. بنابراين معادلات تغيير مكان 1براي ناحيه (	ها	نمي شود، معادلات تغيير مكان و تنش

  ت زير بدست مي آيند) بصور10) در دو رابطه اول (12) با جايگذاري روابط (1ناحيه (

2ሺߥ െ 1ሻݑ௥ଵ ൌ
ሺ2ߥ െ 1ሻݎሺܽଶ െ ܾଶሻܾ௥

2ܾܽଶ
 

െ
ܾ௥
ߨ
න

1
ߦ
ሼܣଵ௥ሺߦሻܫଵሺߦݎሻ ൅ ߦሻ݀ݖߦሺ݊݅ݏሻሽߦݎ଴ሺܫߦݎሻߦଵ௥ሺܤ

∞

଴
 

൅
ܾ௭
ߨ
න

1
ߦ
ሼܣଵ௭ሺߦሻܫଵሺߦݎሻ ൅ ሻሽߦݎ଴ሺܫߦݎሻߦଵ௭ሺܤ cosሺݖߦሻ ߦ݀

∞

଴
 

൅
௥ܾݖ

݌ඥߨݎ2ܽ
ሼሾሺ2ߥ െ 1ሻݎଶ ൅ 2ܽଶ െ 2ሺ1 െ  ሻݔሺܭሻ݉ሿߥ

൅
1
ݍ
ሾܽଶሺ2ݎଶ െ ݉ሻ ൅ 2ሺ1 െ ሻݔሺܧሿݍ݌ሻߥ ൅

ሺܽ െ ሻݎ
ሺܽ ൅ ሻݎ

ሾሺ2ߥ െ 1ሻݎଶ െ ܽଶሿߎሺݓ,  ሻሽݔ

െ
ܾ௭
݌ඥߨ

ሾ
1
ݎ2
ሾݎଶ െ ܽଶ െ 2ሺߥ െ 1ሻ݉ሿܭሺݔሻ ൅

1
ݍݎ2

ሾ2ሺߥ െ 1ሻݍ݌ ൅ ଶܽݕ െ  ሻሿݔሺܧଶ݊ሿݎ

2ሺߥ െ 1ሻݑ௭ଵ ൌ െܾ௭ሺ1 െ
ܽଶ

ܾଶ
ሻ 

െ
ܾ௥
ߨ
න

1
ߦ
ሼܣଵ௥ሺߦሻܫ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଵ௥ሺܤ ൅ 4ሺ1 െ ߦሻ݀ݖߦሺݏ݋ሻሿሽܿߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

଴
	

െ
ܾ௭
ߨ
න

1
ߦ
ሼܣଵ௭ሺߦሻܫ଴ሺߦݎሻ ൅ ሻߦݎଵሺܫߦݎሻሾߦଵ௭ሺܤ ൅ 4ሺ1 െ ߦሻ݀ݖߦሺ݊݅ݏሻሿሽߦݎ଴ሺܫሻߥ

∞

଴
 

െ
ܾ௥

݌ඥߨ2ܽ
ሾሺ݉ െ ሻݔሺܭଶሻܽߥ2 ൅

ܽ
ݍ
ሾሺݕ ൅ ݊ሻ െ  ሻሿݔሺܧሿݍ݌
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൅
௭ܾݖ
݌ඥߨ

ሾ
5 െ ߥ6
2

ሻݔሺܭ ൅
2ܽଶ ൅ ݉

ݍ2
ሻݔሺܧ ൅

3ሺ1 െ ሻሺܽߥ െ ሻݎ
ݎ ൅ ܽ

,ݓሺߎ  ሻሿݔ

,ݓሺߎو ሻݔሺܭ،ሻݔሺܧكه در روابط بالا  	ترتيب انتگرال هاي بيضوي كامل نوع اول، دوم و سوم ه ب ሻݔ
	بالا پارامترهاي زير تعريف مي شوندمي باشند. همچنين براي روابط 

݌ ൌ ଶݖ ൅ ሺܽ ൅  ሻଶݎ
ݍ ൌ ଶݖ ൅ ሺܽ െ  ሻଶݎ
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,ሻߦଵ௥ሺܣ و ضرايب ,ሻߦଵ௭ሺܣ ) 1مقاله آمده اند. مولفه هاي تنش در ناحيه ( 2در پيوست  ሻߦଵ௭ሺܤو   ሻߦଵ௥ሺܤ
  ) بصورت زير بدست مي آيند10) در سه رابطه آخر (12نيز با جايگذاري روابط (
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  43...                                                                                مكانيك شكست در استوانه ايزوتروپيك نامحدودبررسي مد تركيبي 

,ሻߦଶ௥ሺܣكه در آن ضرايب  ,ሻߦଶ௭ሺܣ ) 1بطور مشابه با منطقه (مقاله آمده اند.  2در پيوست  ሻߦଶ௭ሺܤو  ሻߦଶ௥ሺܤ
 ) بدست مي آيند 2) مولفه هاي تنش در منطقه (11) در سه رابطه آخر (12با جايگذاري روابط (
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  )ب(                                         )الف(

  نمايش استوانه توپر نامحدود تحت بار برشي خود تعادلي  -2كلش
  روي سطح جانبي آنشعاعي (ب)  برشي الف)(

  
	تحليل استوانه فاقد عيب تحت بار خارجي -3
ر اين بخش از مقاله ميدان تنش در اثر دو نوع بارگذاري روي سطوح جانبي استوانه، در حالتي كه استوانه د

  فاقد هرگونه عيبي مي باشد بدست مي آيد. 
  
	استوانه نامحدود تحت كشش با بارگذاري برشي خود تعادلي روي سطح جانبي -3-1
الف) مشاهده مي شود استوانه روي سطح جانبي خود تحت تاثير دو بار خارجي  -2مانطور كه در شكل (ه

,௥௭ሺܾߪبرشي خود تعادلي، بصورت  ሻݖ ൌ ߬଴ሾܪሺݖ െ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ െ ݄ଶሻሿ, ݄ଵ ൏ ݄ଶ و  
,௥௭ሺܾߪ ሻݖ ൌ ߬଴ሾܪሺݖ ൅ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ ൅ ݄ଶሻሿ  قرار مي گيرد. معمولا در انجام آزمايش كشش بر روي

قرار مي گيرد.  با توجه به متقارن بودن بارگذاري نسبت قطعات استوانه اي، قطعه تحت اين نوع از بارگذاري 
ݖبه صفحه  ൌ   ، شرايط مرزي متناظر عبارتند از 0

,௥௥ሺܾߪ ሻݖ ൌ 0  
,௥௭ሺܾߪ ሻݖ ൌ ߬଴ሾܪሺݖ െ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ െ ݄ଶሻሿ

)19(
	
)) و با بكارگيري تبديل فوريه تابع پله واحد 10ا استفاده روابط مربوط به ميدانهاي تنش و تغيير مكان (رابطه (ب
  همچنين با اعمال شرايط مرزي بالا، روابط زير بدست مي آيند و
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ߦܾ/ሻߦଵሺܾܫሻሾߦሺܣ െ ሻሿߦ଴ሺܾܫ ൅ ߥሻሾሺ2ߦሺܤ െ 1ሻܫ଴ሺܾߦሻ െ ሻሿߦଵሺܾܫߦܾ ൌ 0 
ሻߦଵሺܾܫሻߦሺܣ ൅ ሻሾ2ሺ1ߦሺܤ െ ሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ሻሿߦ଴ሺܾܫߦܾ

ൌ
߬଴

ߦߨ2√
ሾߜߨሺߦሻ ൅

݅
ߦ
ሿሺ݁௜క௛భ െ ݁௜క௛మሻ 

)20(

) و جايگذاري 10بدست مي آيند كه با استفاده از روابط ( ሻߦሺܤ	و  ሻߦሺܣبا حل دو معادله بالا، ضرايب  
  ضرايب بدست آمده در آنها، ميدان تنش بصورت زير محاسبه مي گردد

  
௥௥ߪ ൌ

߬଴ܾ
ߨ
න

1
ሻߦሺߖ

ሼሺ
ݎ
ܾ
െ
ܾ
ݎ
ሻܫଵሺܾߦሻܫଵሺߦݎሻ

∞

଴
൅ ሾܾߦ െ

ሺ2ߥ െ 1ሻ

ߦܾ
ሿܫ଴ሺߦݎሻܫଵሺܾߦሻ 

െሾ
ሺ1 െ ሻߥ2

ߦݎ
൅ ݖሺߦሻሼcosሾߦ଴ሺܾܫሻߦݎଵሺܫሿߦݎ െ ݄ଵሻሿ െ ݖሺߦሾ	ݏ݋ܿ െ ݄ଶሻሿሽ݀ߦ	

௥௭ߪ ൌ
߬଴ܾ
ߨ
න

1
ሻߦሺߖ

ሼܫଵሺߦݎሻܫ଴ሺܾߦሻ ൅ ሻߦ଴ሺܾܫሻߦݎ଴ሺܫߦݎ െ
ݎ
ܾ
ሻߦଵሺܾܫሻߦݎ଴ሺܫ

∞

଴
	

െሾ
2ሺ1 െ ሻߥ

ߦܾ
൅ ݖሺߦሾ݊݅ݏሻሽሼߦݎଵሺܫሻߦଵሺܾܫሿߦܾ െ ݄ଵሻ െ ݖሺߦሾ݊݅ݏ െ ݄ଶሻሿሿሽ݀ߦ	

	

)21(

	استوانه نامحدود تحت بارگذاري شعاعي روي سطح جانبي -3-2
  بصورت زير در نظر گرفته مي شودب)، شرايط مرزي بارگذاري نوع دوم  -2ا توجه به شكل (ب

,௥௥ሺܾߪ ሻݖ ൌ ݖሺܪ଴ሾߪ െ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ െ ݄ଶሻሿ 
,௥௭ሺܾߪ ሻݖ ൌ 0

)22(
)) و با 10(رابطه (1مكان در ناحيهدر اين نوع بارگذاري، با استفاده روابط مربوط به مولفه هاي تنش و تغيير 

  روابط زير بدست مي آيند) 22بكارگيري تبديل فوريه تابع پله واحد و همچنين با اعمال شرايط مرزي (
	

ߦܾ/ሻߦଵሺܾܫሻሾߦሺܣ െ ሻሿߦ଴ሺܾܫ ൅ ߥሻሾሺ2ߦሺܤ െ 1ሻܫ଴ሺܾߦሻ െ ሻሿߦଵሺܾܫߦܾ ൌ 
଴݅ߪ

ߦߨ2√
ሾߜߨሺߦሻ ൅

݅
ߦ
ሿሺ݁௜క௛భ െ ݁௜క௛మሻ 

ሻߦଵሺܾܫሻߦሺܣ ൅ ሻሾ2ሺ1ߦሺܤ െ ሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ሻሿߦ଴ሺܾܫߦܾ ൌ 0

)23(

  
	)،10( با جايگذاري آنها در روابط	بدست مي آيند كهሻߦሺܤ	و ሻߦሺܣ)، ضرايب 23ا حل دو معادله رابطه (ب

  بصورت زير بيان مي شوند	مولفه هاي تنش
  

௥௥ߪ ൌ
଴ߪܾ
ߨ
න

1
ሻߦሺߖ

ሼܫ଴ሺߦݎሻܫଵሺܾߦሻ െ
ܾ
ݎ
ሻߦ଴ሺܾܫሻߦݎଵሺܫ ൅ ሻߦݎ଴ሺܫሻߦ଴ሺܾܫߦܾ

∞

଴
 

൅ሾ
2ሺߥ െ 1ሻ

ߦݎ
െ ݖሺߦሾ݊݅ݏሻሼߦଵሺܾܫሻߦݎଵሺܫሿߦݎ െ ݄ଵሻሿ െ ݖሺߦሾ	݊݅ݏ െ ݄ଶሻሿሽ݀ߦ 

௥௭ߪ ൌ െ
଴ߪܾ
ߨ
න

ߦ
ሻߦሺߖ

ሼܫݎ଴ሺߦݎሻܫଵሺܾߦሻ െ ሻሽߦݎଵሺܫሻߦ଴ሺܾܫܾ
∞

଴
 

ሼܿݏ݋	ሾߦሺݖ െ ݄ଵሻሿ െ ݖሺߦሾ	ݏ݋ܿ െ ݄ଶሻሿሽ݀ߦ 
 
 
 

)24(
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	تحليل استوانه ايزوتروپيك با چندين ترك استوانه اي -4
براي تحليل يك استوانه  2ر اين بخش چگونگي بكارگيري حل نابجايي حلقه اي بدست آمده در بخشد

ايزوتروپيك تضعيف شده توسط چندين ترك استوانه اي مورد بررسي قرار مي گيرد. فرض مي شود كه استوانه 
مي توان بصورت زير ترك استوانه اي تضعيف شده است. معادلات پارامتري ترك ها را  ܰمورد بررسي توسط 

  بيان نمود
௝ݎ ൌ ௝݈ 

ሻݐ௝ሺݖ ൌ
1
2
ݐ௝ܮ ൅

1
2
ሺ݀௨௝ ൅ ݀௟௝ሻ, ௝ܮ ൌ ሺ݀௨௝ െ ݀௟௝ሻ, െ1 ൑ ݐ ൑ 1 

)25(

,	௟௝݀ام،   ݆شعاع ترك  ௝݈كه در آن  ݀௨௝  ܮو௝  ام  ݆مختصات لبه بالايي، پائيني و طول تركبترتيب	
تضعيف شده توسط چندين ترك را مي توان به دو مسئله تفكيك مطابق اصل باكنر مسئله استوانه 	مي باشند.

نمود. در مسئله اول ترك ها حذف و بردار تنش سطحي ناشي از بارگذاري خارجي روي سطوح فرضي ترك 
بدست مي آيد. در مسئله دوم منفي بردار هاي تنش هاي سطحي بدست آمده از مسئله اول بر روي سطوح 

بار خارجي اعمال مي گردد. حاصل جمع ميدان هاي تنش دو مسئله ميدان تنشي ترك ها بدون در نظر گرفتن 
را ارائه مي دهد كه در آن بردار تنش سطحي در سطح ترك صفر مي باشد (سطوح آزاد ترك همواره عاري از 
 ،تنش هستند). بنابراين در اين بخش از مقاله حل مسئله دوم مورد نظر بوده و فرض مي شود بارگذاري خارجي

) باشند. در حل مسئله چندين ترك مولفه هاي تنش سطحي با استفاده 3بارگذاري هاي معرفي شده در بخش (
از اصل باكنر در روي ترك ها بدست مي آيند. اگر توزيع نابجايي حلقه اي (شعاعي و محوري) با چگالي هاي 

ሺام، در نقطه اي از ترك به مختصات  ݆در راستاي ترك  ௭௝ܾو ௥௝ܾمجهول ௝݈, روي المان بينهايت  ሻሻݐ௝ሺݖ
௝ݏ݀قرار داده شود بطوري كه  ௝ݏ݀كوچك  ൌ ௝ݖ

ᇱሺݐሻ݀(پريم در مفهوم مشتق نسبت به ݐ	است، است)  ݐ
آثار  ام ناشي از توزيع نابجايي روي ترك ها با استفاده از اصل جمع ݆بردار تنش روي سطح ترك استوانه اي

	بدست مي آيد كه عبارت اند از

,௜ݎ௥௥൫ߪ ሻ൯ݏ௜ሺݖ ൌ෍න ൣ݇ଵଵ௜௝ሺݏ, ሻݐሻܾ௥௝ሺݐ ൅ ݇ଵଶ௜௝ሺݏ, ݆ݖሻ൧ݐሻܾ௭௝ሺݐ
′ ሺݐሻ

ଵ

ିଵ
ݐ݀

ே

௝ୀଵ

 

,௜ݎ௥௭൫ߪ ሻ൯ݏ௜ሺݖ ൌ෍න ൣ݇ଶଵ௜௝ሺݏ, ሻݐሻܾ௥௝ሺݐ ൅ ݇ଶଶ௜௝ሺݏ, ݆ݖሻ൧ݐሻܾ௭௝ሺݐ
′ ሺݐሻ

ଵ

ିଵ
ݐ݀

ே

௝ୀଵ

 

െ1 ൑ ݏ ൑ 1, ݅ ൌ 1,2, … ,ܰ

)26(

  
مقاله ارائه شده اند. بر طبق اصل باكنر سمت هاي چپ معادله  3در پيوست  )26انتگرالي (رنل هاي معادله ك

)، منفي بردار تنش ايجاد شده توسط بار خارجي اعمالي روي سطوح جانبي استوانه و در محل 26انتگرالي (
ايي هاي الي نابجفرضي ترك مي باشند. با استفاده از تعريف نابجايي، بازشدگي هاي دهانه ترك ها برحسب چگ

  ام  از روابط زير بدست مي آيند ݆براي ترك  ݖو   ݎشعاعي ومحوري در راستاي
௥௝ݑ
ା ሺݏሻ െ ௥௝ݑ

ି ሺݏሻ ൌ න ܾ௥௝ሺݐሻ݆ݖ
′ ሺݐሻ

௦

ିଵ
,ݐ݀ ݆ ൌ 1,2, … ,ܰ 

௭௝ݑ
ା ሺݏሻ െ ௭௝ݑ

ି ሺݏሻ ൌ න ܾ௭௝ሺݐሻ݆ݖ
′ ሺݐሻ

௦

ିଵ
,ݐ݀ ݆ ൌ 1,2, … ,ܰ 

)27(
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استوانه اي، جابجايي روي مرز ترك ها تك مقداري براي ترك هاي احاطه شده در محيط مانند ترك هاي 
	است، بنابراين براي چگالي هاي نابجايي بايد شرايط زير برقرار باشند

න ܾ௥௝ሺݐሻ݆ݖ
′ ሺݐሻ

ଵ

ିଵ
ݐ݀ ൌ 0, න ܾ௭௝ሺݐሻ݆ݖ

′ ሺݐሻ
ଵ

ିଵ
ݐ݀ ൌ 0  )28(

ترك ها يعني ) و شرط يكتايي جواب روي مرز 26دانسيته هاي نابجايي با حل همزمان معادلات انتگرالي (
) بدست مي آيند. لازم به ذكر است جهت تعيين دانسيته نابجايي از حل عددي معرفي شده در 28روابط (
بر حسب  ሻݐ௭௝ሺܾو ሻݐ௥௝ሺܾ] استفاده مي گردد. براي ترك هاي استوانه اي دانسيته هاي نابجايي14مرجع [

  بصورت زير بيان مي شوند ሻݐ௭௝ሺ݃و  ሻݐ௥௝ሺ݃توابع
	

)29(
ܾ௥௝ሺݐሻ ൌ

݃௥௝ሺݐሻ

√1 െ ଶݐ
 

ܾ௭௝ሺݐሻ ൌ
݃௭௝ሺݐሻ

√1 െ ଶݐ
 

  با استفاده از حل اروين ضرايب شدت تنش مد اول و دوم مكانيك شكست براي لبه بالايي ترك
  ]15استوانه اي به صورت زير در نظر گرفته مي شوند[ 

  

)30(

ூ௨௝ܭ ൌ ݈݅݉
௭→ௗೠೕ

ට2ߨሺݖ െ ݀௨௝ሻߪ௥௥ሺܽ,  ሻݖ

ூ௨௝ܭ ൌ
ߤߨ√2
ሺ1 ൅ ሻߢ

݈݅݉
௭→ௗೠೕ

1

ඥ2ሺ݀௨௝ െ ሻݖ
ሾݑ௥ାሺܽ, ሻݖ െ ,௥ିሺܽݑ  ሻሿݖ

ூூ௨௝ܭ ൌ ݈݅݉
௭→ௗೠೕ

ට2ߨ൫ݖ െ ݀௨௝൯ߪ௥௭ሺܽ,  ሻݖ

ூூ௨௝ܭ ൌ
ߤߨ√2
ሺ1 ൅ ሻߢ

݈݅݉
௭→ௗೠೕ

1

ඥ2ሺ݀௨௝ െ ሻݖ
ሾݑ௭ାሺܽ, ሻݖ െ ,௭ିሺܽݑ  ሻሿݖ

  
براي حالت كرنش صفحه  ߢو مدول برشي ماده مي باشند. مقدار  به ترتيب ثابت كلسف ߤ	و ߢه در روابط بالا ك

ߢاي برابر ൌ 3 െ ضريب پواسون مي باشد. براي مد اول با جايگذاري رابطه اول   ߥمي باشد كه در آنها  ߥ4
  )، رابطه زير بدست 30) و جايگزين كردن معادله بدست آمده در اولين رابطه (27) در (29(

  مي آيد

ூ௨௝ܭ)31( ൌ
௝ܮߤߨ√
4ሺ1 െ ሻߥ

݈݅݉
௦→ଵ

1

ඥ2ሾ݀௨௝ െ ሻሿݏሺݖ
න

݃௥௝ሺݐሻ

√1 െ ଶݐ
ݐ݀

௦

ଵ
 

  
ሻݏሺݖطوري كه ب ൌ

ଵ

ଶ
ݏ௝ܮ ൅ ሺ

ௗೠೕାௗ೗ೕ
ଶ

ሻ, െ1 ൑ ݏ ൑ مي باشد. با استفاده از قانون هوپيتال، حد  1
  ) محاسبه مي گردد و ضريب شدت تنش بصورت زير بدست مي آيد27رابطه (

ூ௨௝ܭ)32( ൌ െ
௝ܮߨඥߤ

2√2ሺ1 െ ሻߥ
݃௥௝ሺ1ሻ 

  مي گرددمحاسبه  بالايي ترك استوانه اي بصورت زير ضريب شدت تنش مد دوم براي لبه بطور مشابه،
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ூூ௨௝ܭ)33( ൌ െ
௝ܮߨඥߤ

2√2ሺ1 െ ሻߥ
݃௭௝ሺ1ሻ 

  

  براي لبه پاييني ترك نيز رابطه مشابهي بدست مي آيد.
  

  مثال هاي عددي -5
ر اين بخش از مقاله، به ارزيابي حل ارائه شده در تحليل مسئله ترك هاي استوانه اي پرداخته مي شود. ابتدا د

اعتبار حل انجام شده، در حالت خاص، با دو مسئله محيط بينهايت تضعيف شده توسط ترك هاي استوانه اي 
رك استوانه اي بوده و در مسئله دوم بررسي مي گردد. بگونه اي كه در مسئله اول محيط بينهايت حاوي يك ت

تضعيف محيط بينهايت با دو ترك هاي استوانه اي در نظر گرفته مي شود. سپس دو مسئله استوانه تضعيف 
شده با دو ترك استوانه اي تحت بارگذاري ارائه شده در قسمت هاي قبل، حل مي شود. در تمام مسائل مقدار 

ߥنسبت پواسون  ൌ   شود.   در نظر گرفته مي 0.3

  محيط بينهايت تضعيف شده با يك ترك استوانه اي -1مثال
مقادير  در نظر گرفته مي شود. ܮو طول  ݈ترك استوانه اي به شعاع يك  مثال محيط بينهايت با اولينراي ب

ܮ/2݈ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول و دوم براي حالتهاي  ൌ 0.1, 1,  آمده است، بطوريكه) 1در جدول ( 10
଴ܭ ൌ مي باشد. ملاحظه مي گردد كه نتايج بدست آمده با نتايج مراجع مختلف انطباق مناسبي  2/ܮߨ଴ඥߪ

  دارد.

  محيط بينهايت تضعيف شده با دو ترك استوانه اي -2مثال
ضعيف تبا شعاع ها و طولهاي يكسان ر اين مثال فرض مي شود كه محيط بينهايت توسط دو ترك استوانه اي د

بررسي مي شود. همانطور كه از اطلاعات جدول سئله تاثير متقابل دو ترك نسبت به هم در اين مشده است. 
ሺ݀௟ଶملاحظه مي شود وقتي فاصله بين دو ترك  )2( െ ݀௨ଵሻ  نسبت به طول آنها به سمت بينهايت ميل مي

قادير م كند نتايج، به سمت نتايج بدست آمده براي يك ترك استوانه اي سوق پيدا مي كند. در اين مسئله
଴ܭضرايب شدت تنش نسبت به   ൌ مي  ଵܮبي بعد شده اند كه در آن طول هر دو ترك برابر  ଵ/2ܮߨ଴ඥߪ

  باشد.
  

مقايسه ضرايب شدت تنش بي بعد بدست آمده براي يك ترك استوانه اي در محيط بينهايت با نتايج بدست آمده  -1جدول
 در مراجع موجود 

]3مرجع[ مقاله حاضر  ܮ/2݈ ]16مرجع[  ]17مرجع[   

0.1 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

0.1686 
-0.0530 

0.1754 

െ 

0.17 
-0.055 

0.17 
-0.052 

1 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

0.5403 
-0.0834 

0.5410 

െ 

0.5408 
-0.0838 

0.54 
-0.083 

10 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

0.9750 
-0.0058 

0.9795 

െ 

0.9754 
-0.0058 

0.97 
-0.0057 
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ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول و دوم براي دو ترك استوانه اي در محيط بينهايت با نتايج بدست آمده مقايسه  -2جدول
ଶܮ/ଵܮدر مراجع موجود. ൌ 1, ݈ଵ/݈ଶ ൌ 1, 2݈ଵ/ܮଵ ൌ 1   

  ]4مرجع[ مقاله حاضر  

2ሺ݀௟ଶ െ ݀௨ଵሻ/ܮଵ ൌ 0.01 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

1.2174 
1.475ൈ 10ିହ 

1.16 
0.01 

2ሺ݀௟ଶ െ ݀௨ଵሻ/ܮଵ ൌ 1 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

0.5544 
-0.0600 

0.51 
-0.05 

2ሺ݀௟ଶ െ ݀௨ଵሻ/ܮଵ ൌ ∞ 
 ଴ܭ/ூܭ
 ଴ܭ/ூூܭ

0.5403 
-0.0834 

0.50 
-0.07 

  
استوانه نامحدود تضعيف شده با دو ترك استوانه اي متقارن تحت بارگذاري تركيبي كششي خود  -3ثالم

	تعادلي و شعاعي روي سطح جانبي

شود محيط استوانه با دو ترك استوانه اي كه نسبت به مبدا مختصات بصورت متقارن ر اين مثال فرض مي د
ݖهاي  مي باشند تضعيف شده است. مركز ترك ها ثابت و به ترتيب در ارتفاع ൌ െ1.2ܾ و  

ݖ	 ൌ  قرار دارند. استوانه بطور همزمان تحت بارهاي برشي خود تعادلي جانبي بصورت هاي 1.2ܾ

,௥௭ሺܾߪ  ሻݖ ൌ ߬଴ሾܪሺݖ െ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ െ ݄ଶሻሿ  ߪو௥௭ሺܾ, ሻݖ ൌ ߬଴ሾܪሺݖ ൅ ݄ଵሻ െ ݖሺܪ ൅ ݄ଶሻሿ  كه در آن
݄ଵ ൌ ଶ݄و  3ܾ ൌ ,௥௥ሺܾߪو نيز بار شعاعي جانبي بصورت  4ܾ ሻݖ ൌ ݖሺܪ଴ሾߪ െ ݄ଷሻ െ ݖሺܪ െ ݄ଷሻሿ و 

 ݄ଷ ൌ െ2.5ܾ  ݄وସ ൌ ሺ݈ଵشعاع ترك ها ثابت و يكسان مي باشد.  2.5ܾ ൌ ݈ଶ ൌ 0.5ܾሻ  در نظر گرفته مي
شوند در حاليكه طول ترك ها با وجود يكسان بودن تغيير مي كنند. تغييرات ضرايب شدت تنش بي بعد نوك 

଴ܭ) مشاهده مي شوند كه در آنها اين ضرايب نسبت به ضريب 4) و (3ترك ها در اشكال ( ൌ ߬଴√بي بعد  ܾߨ
ال براي اينكه تركها قابل رويت باشند بارگذاري شعاعي در اين اشكشعاع استوانه مي باشد. ܾ شده اند كه در آن 

) ضرايب شدت 4) ضرايب شدت تنش مد اول مكانيك شكست و در شكل (3در شكل ( نشان داده نشده است.
  تنش مد دوم مكانيك شكست قابل مشاهده هستند . 

و ضرايب شدت  ூ௟ଶܭو ூ௟ଵܭضرايب شدت تنش نوكهاي پاييني دو ترك پاييني و بالايي به ترتيب با نمادهاي 
مشخص مي شوند. در ضمن  ூ௨ଶܭو  ூ௨ଵܭتنش نوكهاي بالايي دو ترك پاييني و بالايي به ترتيب با نمادهاي

ݖبدليل تقارن هندسه و بار گذاري نسبت به صفحه  ൌ ضرايب شدت تنش دو نوك نزديك شونده به هم   0
يكسان هستند.  ூ௨ଶܭو  ூ௟ଵܭنش دو نوك دور شونده از هم يعني يكسان و ضرايب شدت ت ூ௟ଶܭو  ூ௨ଵܭيعني 

بدليل وجود نواحي با تمركز تنش بالا ضرايب شدت تنش دو نوك نزديك شونده به هم با افزايش طول تركها 
تقريبا افزايش مي يابند. اما ضرايب شدت تنش دو نوك دور شونده از هم تحت تاثير چندين عامل قرار دارند. 

يد توجه كرد كه هر نوك از تركها درحين نزديك شدن (با عوامل افزايش طول و نزديك شوندگي به بار نزديكتر
به يك بار برشي از ديگري دور مي شود) اين ضرايب را افزايش و عوامل دور شوندگي اين دو نوك از يكديگر 
و كاهش تاثير مقابل آنها و دور شوندگي از بار نزديكتر اين ضرايب را كاهش مي دهند. لذا مصالحه بين اين 

ش اوليه اين ضرايب با افزايش طول تركها و كاهش ثانويه آنها با افزايش طول تركها مي شود. عوامل سبب افزاي
  لازم بذكر است كه بدليل وجود مد تركيبي مكانيك شكست تفسير فيزيكي نتايج اندكي دشوار مي باشد. 
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௅భنمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -3شكل

ଶ௕
با شعاع يكسان تحت بارگذاري براي دو ترك استوانه اي  

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 
  

بعنوان مثال در حين كشش (اعمال بارهاي برشي خود تعادلي كه بطور عمده روي مقدار ضريب شدت تنش 
مد دو اثرگذارند) بدليل اثر پواسون، سطح مقطع استوانه مي تواند كاهش يابد و اين نكته مي تواند در مقدار 

يكي ديگر از دلايل كاهش  ضريب شدت تنش مد يك كه بطور عمده ناشي از بار شعاعي است تاثير بگذارد.
௅భضرايب شدت تنش دو نوك دور شونده اين موضوع مي تواند باشد كه براي 

ଶ௕
൐ اين دو نوك از منطقه   0.125

) 4) و (3كه در شكل مشاهده مي شود در انتهاي نمودارهاي ( اعمال بار شعاعي خارج مي شوند لذا همانطور
௅భ
ଶ௕

  ضرايب شدت تنش كاهش مي يابند. نزديك شده و كم كم   0.125به عدد   
  
استوانه نامحدود تضعيف شده با دو ترك استوانه اي نامتقارن تحت بارگذاري تركيبي برشي خود  -4ثالم

  تعادلي و شعاعي روي سطح جانبي
ر مثال آخر نيز، فرض مي شود كه استوانه با دو ترك استوانه اي با طول هاي يكسان و  شعاع هاي متفاوت د

ଵ݈ده است بطوريكه مركز تركها ثابت و شعاع آنها به ترتيب تضعيف ش ൌ ଶ݈و  0.4ܾ ൌ  مي باشند 0.6ܾ
بارگذاري در اين مثال نيز مشابه بارگذاري تركيبي مثال قبل مي باشد. نمودارهاي تغييرات ضرايب شدت تنش 
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 نسبت به ضريب) مشاهده مي شوند كه در آنها نيز اين ضرايب 6) و (5بي بعد نوك تركها در اشكال (

଴ܭ  ൌ ߬଴√عوامل تاثير گذار بر افزايش و كاهش ضرايب شدت تنش را مي توان بصورت  .بي بعد شده اند ܾߨ
 زير طبقه بندي نمود.

  افزايش طول ترك : عامل افزاينده ضريب شدت تنش )1
اييني پنزديك شدن به بار برشي پاييني : عامل افزاينده ضريب شدت تنش (شدت اين عامل براي ترك  )2

بيشتر از ترك بالايي است. بايد توجه كرد كه هر نوك از تركها درحين نزديك شدن به يك بار برشي 
 از ديگري دور مي شود)

نزديك شدن به بار برشي بالايي : عامل افزاينده ضريب شدت تنش (شدت اين عامل براي ترك بالايي  )3
 بيشتر از ترك بالايي است)

كه بارگذاري شعاعي نسبت به دو  ) تاثير گذارتر است چرا1امل (براي ضريب شدت تنش مد اول ع )4
ترك بطور متقارن قرار گرفته و تركها تحت پوشش بار شعاعي قرار دارند. اين ضرايب تقريبا با افزايش 
طول افزايش مي يابند. البته براي دو نوك نزديك شونده تمايل به افزايش در حالت نزديكي زياد دو 

 دليلي تاثير متقابل تركها بر هم بيشتر است.نوك به يكديگر ب

  
௅భنمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد دوم بر حسب  -4شكل

ଶ௕
براي دو ترك استوانه اي با شعاع يكسان تحت بارگذاري  

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 
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مشابه مثال قبل خروج تدريجي دو نوك دور شونده از منطقه تحت اثر بار شعاعي عامل ديگري براي 
 ) مي باشد.       5كاهش ضرايب شدت تنش اين نوكها در انتهاي نمودار شكل (

  با توجه به عوامل بالا نتايج زير براي ضريب شدت تنش مد دوم بدست مي آيند:
  

) افزايش و در اثر دور شدن از بار 2) و (1ي ترك پاييني در اثر عوامل (الف) ضريب شدت تنش نوك پايين
) بر اثر دور شدن از بار برشي بالايي غلبه دارد (ترك پاييني 2برشي بالايي كاهش مي يابد اما چون عامل (

 كبه بار پاييني نزديكتر از بار بالايي است) لذا در مجموع ضريب شدت تنش اين نوك با افزايش طول تر
  افزايش مي يابد.

  
) افزايش و در اثر دور شدن از بار 3) و (1ب) ضريب شدت تنش نوك بالايي ترك پاييني در اثر عوامل (

) غلبه دارد (ترك پاييني 3برشي پاييني كاهش مي يابد اما چون اثر دور شدن از بار برشي پاييني بر عامل (
رك اين نوك با افزايش طول ت به بار پاييني نزديكتر از بار بالايي است) لذا در مجموع ضريب شدت تنش

در ابتدا افزايش و سپس كاهش مي يابد. البته ضريب شدت تنش نوك پاييني ترك بالايي نيز بطور مشابه 
عمل مي كرد كه بدليل اينكه شعاع آن نسبت به ترك پاييني بيشتر است و به سطح استوانه نزديكتر است 

مقايسه با مثال قبل نسبت به ترك هم شعاع با ترك گذاري بيشتري دارد. در ضمن در از بار برشي اثر
  كه در موقعيت مشابه قرار داشت به بار نزديكتر است و كاهش ضريب شدت تنش جبران شده است.   پاييني

     
) افزايش و در اثر دور شدن از بار 3) و (1ج)  ضريب شدت تنش نوك بالايي ترك بالايي در اثر عوامل (

ابد. در اين حالت اثر دور شدن از بار برشي پاييني كم تاثيرتر از عوامل ديگر برشي پاييني كاهش مي ي
  اين ضريب شدت تنش اين نوك با افزايش طول افزايش مي يابد.است. بنابر

  
  نتيجه گيري - 6
 ا توجه به مثالهاي حل شده نتايج زير بدست مي آيند :ب

  افزايش مي يابند.نوكهاي بهم نزديك شونده تركها  ضرايب شدت تنش بي بعد )1
هاي برشي افزايش و با دور با نزديك شدن نوكهاي ترك به بارضرايب شدت تنش بي بعد مد دوم  )2

هاي برشي كاهش مي يابند. اما بسته به غلبه اثر بار بالايي يا پاييني ممكن است مصالحه شدن از بار
  گيرد.   اي بر سر افزايش اين ضرايب با افزايش طول تركها و اثر بار صورت ب
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௅భنمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -5شكل

ଶ௕
براي دو ترك استوانه اي غيرهم شعاع تحت بارگذاري  

بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 

  
௅భنمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -6شكل

ଶ௕
براي دو ترك استوانه اي غيرهم شعاع تحت بارگذاري  

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 
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  فهرست نمادهاي انگليسي
  دار جابجاييبر ࢛:

    تانسور تنش ࢀ:

 ماتريس واحد ࢁ:

 بردار گالركين باي هارمونيك ࡳ:

,ݎ   شعاعي و محوري در مختصات استوانه ايمختصه :  ݖ
,௥ݑ:   تغيير مكان شعاعي و محوري ௭ݑ

  شعاع استوانه ܾ:

 شعاع حلقه نابجايي ܽ:

:ܾ௥, ܾ௭ ݖهتدانسيته نابجايي در ج,  ݎ

.ሺܪ: ሻ  تابع واحد پله 

,ଵܣ: ,ଵܤ ,ଶܣ ,ଶܤ ,ଶܥ  ضرايب مجهول مربوط به تابع باي هارمونيك ଶܦ

,଴ܫ: ,଴ܭ ,ଵܫ   توابع بسل تعميم يافته نوع اول و دوم از مرتبه صفر و يك ଵܭ

,݌ ,݉,ݍ ݊, ,ݔ ,ݕ ,ݎ : توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسبݓ ,ݖ ܽ 

:݄ଵ, ݄ଶ  برشي بر روي سطح جانبي استوانه محل بارهاي مشخص كننده مختصه 

:݄ଷ, ݄ସ  شعاعي بر روي سطح جانبي استوانه محل بارهاي مشخص كننده مختصه  

: ௝݈  ام ݆شعاع ترك  
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  ام ݆طول ترك  ௝ܮ: 

:݀௨௝, ݀௟௝  ام ݆مختصات لبه بالايي و پائيني ترك  

:݇ଵଵ௜௝ሺݏ, ,ሻݐ ݇ଵଶ௜௝ሺݏ, ,ሻݐ ݇ଶଵ௜௝ሺݏ, ,ሻݐ ݇ଶଶ௜௝ሺݏ,  كرنل هاي معادلات انتگرالي ሻݐ

ܾ௥௝ሺݐሻ, ܾ௭௝ሺݐሻ دانسيته هاي نابجايي بي بعد : 

:݃௥௝ሺݐሻ, ݃௭௝ሺݐሻ ضرايب غير تكين دانسيته هاي نابجايي  
,ூ௨௝ܭ:  هاي ترك ضرايب شدت تنش نوك ூூ௨௝ܭ

,ݏ   متغيير هاي معرفي شده جهت نرماليزه كردن معادلات انتگرالي : ݐ
  تعداد ترك استوانه اي ܰ:

:ܳሺܾ, ,ߦ  توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسب ሻߦ ܾ  

  
  نمادهاي يوناني

 زاويه اي در مختصات استوانه ايمختصه :  ߠ

 عملگر گراديان ࢺ:

 لاپلاسين متقارن محوري ∆:

 مدول برشي ߤ:

 ضريب پواسون ݒ:

 تابع باي هارمونيك ߯:

,௥௥ߪ:  مولفه هاي تنش عمودي در راستاهاي شعاعي و محوري ௭௭ߪ

  مولفه تنش برشي در راستاي شعاعي  ௥௭ߪ:
.ሺߜ: ሻ تابع دلتاي ديراك  

 متغيير انتگرال گيري ߦ:

,ሺܾߖ: ,ሻߦ ,ߦ  توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسب ሻߦሺ߁ ܾ 

 :߬଴ برشي بر روي سطح جانبي استوانه بزرگي بار 

  شعاعي بر روي سطح جانبي استوانه بزرگي بار ଴ߪ:

  ثابت كلسف  ߢ:
:߯̂ሺݎ,   ݖتابع باي هارمونيك در جهت  تبديل فوريه مختلط ሻߦ
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   1پيوست

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦݎଵሺܭሻߦଵሺܽܫ
∞

଴
ൌ

1

݌ඥݎ2ܽ
ሾ݉ܭሺݔሻ െ  ሻሿݔሺܧ݌

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦଵሺܽܫሻߦݎ଴ሺܭߦ
∞

଴
ൌ

1

2ܽඥ݌
ሾ
݊
ݍ
ሻݔሺܧ െ  ሻሿݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦ଴ሺܽܫሻߦݎଵሺܭߦ
∞

଴
ൌ െ

1

݌ඥݎ2
ሾ
ݕ
ݍ
ሻݔሺܧ െ  ሻሿݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦݎଵሺܭሻߦଵሺܽܫଶߦ
∞

଴
ൌ 

1

2ܽඥݍ݌
ሼሾ
ܽଶ ൅ ଶݎ

ݎ
൅
ଶݖ4ܽ

݌
െ
ଶݖ4ܽ

ݍ
ሿܧሺݔሻ െ ሾ

ܽሺܽ െ ሻݎ
ݎ

൅
ሺܽ ൅ ሻ݊ݎ

݌
ሿܭሺݔሻሽ 

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦݎ଴ሺܭሻߦ଴ሺܽܫଶߦ
∞

଴
ൌ

1

ඥݍ݌
ሼሾ1 െ

ଶݖ2

݌
െ
ଶݖ2

ݍ
ሿܧሺݔሻ ൅

ଶݖ

݌
 ሻሽݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺݏ݋ሻܿߦݎ଴ሺܭሻߦ଴ሺܽܫ ൌ
1

ඥ݌
ሻݔሺܭ

∞

଴
 

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦݎଵሺܭሻߦ଴ሺܽܫ
∞

଴
ൌ

ݖ

݌ඥݎ2
ሾ
ሺݎ െ ܽሻ
ሺݎ ൅ ܽሻ

,ݐሺߎ ሻݔ ൅  ሻሿݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦଵሺܽܫሻߦݎ଴ሺܭ
∞

଴
ൌ

ݖ

2ܽඥ݌
ሾ
ሺݎ െ ܽሻ
ሺݎ ൅ ܽሻ

,ݐሺߎ ሻݔ െ  ሻሿݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦݎ଴ሺܭሻߦ଴ሺܽܫߦ
∞

଴
ൌ

ݖ

ඥݍ݌
 ሻݔሺܧ

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦݎଵሺܭሻߦଵሺܽܫߦ
∞

଴
ൌ

ݖ

݌ඥܽݎ2
ሾ
݉
ݍ
ሻݔሺܧ െ  ሻሿݔሺܭ

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦଵሺܽܫሻߦݎ଴ሺܭଶߦ
∞

଴
ൌ 

ݖ

ඥݍ݌
ሼሾ
1
2ܽ

െ
2ሺܽ ൅ ሻݎ

݌
െ
2ሺܽ െ ሻݎ

ݍ
ሿܧሺݔሻ െ ሾ

1
2ܽ

െ
ሺܽ ൅ ሻݎ

݌
ሿܭሺݔሻሽ 

න ߦሻ݀ߦݖሺ݊݅ݏሻߦݎଵሺܭሻߦ଴ሺܽܫଶߦ
∞

଴
ൌ 

ݖ

ඥݍ݌
ሼሾ
2ሺܽ ൅ ሻݎ

݌
െ
2ሺܽ െ ሻݎ

ݍ
െ
1
ݎ2
ሿܧሺݔሻ ൅ ሾ

1
ݎ2

െ
ሺܽ ൅ ሻݎ

݌
ሿܭሺݔሻሽ 

න
1
ߦ
ߦሻ݀ߦ̅ݖሺ݊݅ݏሻߦݎଵሺܭሻߦଵሺܽܫ

∞

଴
ൌ 

ݖ

݌ඥݎ4ܽ
ሼെሺܽ െ ,ݐሺߎሻଶݎ ሻݔ ൅ ሾ݉ ൅ ሺݎଶ ൅ ܽଶሻሿܭሺݔሻ െ  ሻሽݔሺܧ݌
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   2پيوست

ሻߦଵ௥ሺܣ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼെܾ22ߦሾሺܽ22ߦ െ ߥ4 ൅ 4ሻ1ܫሺܽߦሻ ൅ ሺ2ߥ െ 3ሻܽ0ܫߦሺܽߦሻሿܳሺܾ,  ሻߦ

൅ܽߦሺܾଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫ଴ሺܽߦሻ ൅ ߥଶሾ2ܽଶሺߦሻሼߦଵሺܽܫ െ 1ሻ െ ܾଶሿ െ 2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻሽ 
൅ሺ2ߥ െ 2ሻሾሺܽଶߦଶ െ ߥ4 ൅ 4ሻܫଵሺܽߦሻ ൅ 2ሺ2ߥ െ 3ሻܽܫߦ଴ሺܽߦሻሿܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ	

൅2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻܽܭߦ଴ሺܽߦሻሾܫଵሺܾߦሻሿଶሽ	

ሻߦଵ௭ሺܣ ൌ െ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼܽߦሼሾെሺܾଶߦଶ െ ߥ2 ൅ 2ሻܫଵሺܽߦሻ െ 2ሺߥ െ 1ሻܽܫߦ଴ሺܽߦሻሿ 

൅ሾܽܫߦ଴ሺܽߦሻ ൅ 2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܽߦሻሿሼሺെ2ߥ ൅ 2ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾ, 	ሻሽሽሽߦ

ሻߦଵ௥ሺܤ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሺܽଶߦଶ െ ߥ2 ൅ 2ሻܫଵሺܽߦሻ െ  ሻߦ଴ሺܽܫߦܽ

൅ሾ2ሺ1 െ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾ, ሻߦଵሺܽܫሻሿሾߦ െ 	ሻሿሽߦ଴ሺܽܫߦܽ

ሻߦଵ௭ሺܤ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሾ2ሺ1 െ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾ, ሻߦଵሺܽܫߦሻሿܽߦ െ ܽଶߦଶܫ଴ሺܾߦሻሽ 

ሻߦଶ௥ሺܣ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼሼߦଶሾ2ܽଶሺߥ െ 1ሻ െ ܾଶሿ െ 2ሺߥ െ 1ሻሺ2ߥ െ 3ሻሽܫଵሺܽߦሻ ൅ ଶߦሻሺܾଶߦ଴ሺܽܫߦܽ െ ߥ4 ൅ 4ሻ

൅ሾሺ3 െ ሻߦ଴ሺܽܫߦሻܽߥ2 െ ଶߦሻሺܽଶߦଵሺܽܫ െ ߥ4 ൅ 4ሻሿሾܾଶߦଶܳሺܾߦሻ ൅ 2ሺ1 െ  ሻሿሽߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ

ሻߦଶ௭ሺܣ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼܽߦሼܽܫߦ଴ሺܽߦሻሼ2ሺߥ െ 1ሻሾܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ ൅ 1ሿ െ ܾଶߦଶܳሺܾ,  ሻሽߦ

൅ܫଵሺܽߦሻሼሺെܾଶߦଶ ൅ ߥ2 െ 2ሻሾ2ሺߥ െ 1ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ െ 1ሿ െ 2ሺߥ െ 1ሻܾଶߦଶܫ଴ሺܾߦሻܭ଴ሺܾߦሻሽሽ 

ሻߦଶ௥ሺܤ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሼܽଶߦଶܫଵሺܽߦሻ െ ሻߦଵሺܽܫߥ2 െ  ሻߦଶሺܽܫߦܽ

ሾܫଵሺܽߦሻ െ ሻሿሾ2ሺ1ߦ଴ሺܽܫߦܽ െ ሻߦଵሺܾܭሻߦଵሺܾܫሻߥ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾ,  ሻሿሽߦ

ሻߦଶ௭ሺܤ ൌ
1

,ሺܾߖ ሻߦ
ሻߦ଴ሺܽܫߦሼܽߦܽ െ ߥሻሾሺെ2ߦଵሺܽܫ ൅ 2ሻܫଵሺܾߦሻܭଵሺܾߦሻ ൅ ܾଶߦଶܳሺܾ,  ሻሿሽߦ
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   3پيوست

  كرنل هاي انتگرالي :

݇ଵଵ௜௝ሺݏ, ሻݐ ൌ െ
௜ݎ௝ሺݎߤ

ଶ െ ܾଶሻ

2ܾଶሺߥ െ 1ሻݎ௜
ଶ ൅

ߤ
ሺߥ െ 1ሻߨ

 

න ൛ܣଶ௥௝ሺߦሻሾܫଵሺݎ௜ߦሻ/ݎ௜ߦ െ ሻሿߦ௜ݎ଴ሺܫ ൅ ߥሻሾሺ2ߦଶ௥௝ሺܤ െ 1ሻܫ଴ሺݎ௜ߦሻ െ ௜ݖ൫ߦൣ݊݅ݏሻሿൟߦ௜ݎଵሺܫߦ௜ݎ െ ߦ௝൯൧݀ݖ
∞

଴
 

െ
௜ݖሺߤ െ ௝ሻݖ

ߥሺߨ െ 1ሻඥ݌
ሼሼ
௝ݎ௝ሺݎ ൅ ௜ሻଶݎ

ݍ݌
൅ ሺߥ െ 2ሻሺ

1
௝ݎ
൅
௝ݎ
௜ݎ
ଶሻ െ

௝ݎ
ݍ
൅
ሺ1 െ ሻߥ

௜ݎ௝ݎ
ଶ ሾ݉ ൅ ሺݎ௜

ଶ ൅ ௝ݎ
ଶሻሿሽܭሺݔሻ 

൅ሼ
݉

ݍ௝ݎ௜ݎ2
ሺ
௝ݎ
ଶ

௜ݎ
൅ ௜ሻݎ ൅

௝ݎ
ݍ
െ
௝ݎ௝൫ݎ2 െ ௜൯ݎ

ଶ

ଶݍ
െ
௝ݎ௝ሺݎ2 ൅ ௜ሻଶݎ

ݍ݌
െ
ሺ1 െ ݌ሻߥ
௜ݎ௝ݎ

ଶ െ
௝ݎ2
ݍ
ሽܧሺݔሻ 

൅ሼ
ሺݎ௜ െ ߥ௝ሻሺ2ݎ െ 3ሻ

2ሺݎ௜ ൅ ௝ሻݎ
ሺ
௝ݎ
௜ݎ
ଶ െ

1
௝ݎ
ሻ െ

ሺ1 െ ሻߥ

௜ݎ௝ݎ
ଶ ሺݎ௝ െ ,ݓሺߎ௜ሻଶሽݎ  ሻሽݔ

݇ଵଶ௜௝ሺݏ, ሻݐ ൌ െ
ߤ

ߥሺߨ െ 1ሻ
 

න ሼܣଶ௭௝ሺߦሻሾܫଵሺݎ௜ߦሻ/ݎ௜ߦ െ ሻሿߦ௜ݎ଴ሺܫ
∞

଴
൅ ߥሻሾሺ2ߦଶ௭௝ሺܤ െ 1ሻܫ଴ሺݎ௜ߦሻ െ ௜ݖ൫ߦሺݏ݋ሻሿሽܿߦ௜ݎଵሺܫߦ௜ݎ െ  ߦ௝൯ሻ݀ݖ

൅
ߤ

ߥሺߨ െ 1ሻඥݍ݌
ሼሼ
ݍ
2
ሺ
௝ݎ
ଶ

௜ݎ
ଶ ൅ 1ሻ ൅

௜ݎ
2
ሾ
௝ݎ௝ሺݎ െ ௜ሻݎ

௜ݎ
൅
ሺݎ௝ ൅ ௜ሻ݊ݎ

݌
ሿ ൅

௝ݎ
ଶ൫ݖ௜ െ ௝൯ݖ

ଶ

݌
൅
ሺߥ െ 1ሻݍ

௜ݎ
ଶ ݉ሽܭሺݔሻ 

൅ሼ
௝ݎ
ଶ െ ௜ݎ

ଶ

2
െ
ሺߥ െ 1ሻݍ݌

௜ݎ
ଶ െ

௝ݎ
ଶݕ

௜ݎ2
ଶ െ

݊
2
൅
2൫ݖ௜ െ ௝൯ݖ

ଶ
௝ݎ

ݍ
ሾ
ሺݎ௜ െ ௝ሻݎ

ݍ
െ
ሺݎ௝ ൅ ௜ሻݎ

݌
ሿሽܧሺݔሻሽ 
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Abstract 
 
In this article, stress analysis of an isotropic infinite cylinder weakened by multiple concentric 
cylindrical cracks subjected to shear and radial loadings on the lateral surface of the cylinder is 
accomplished. First, using the dislocation solution, integral equations for the infinite cylinder 
with arbitrary number of the cylindrical cracks are constructed. The numerical solution of 
resulting integral equations which are of the Cauchy type singular equations leads to evaluation 
of Somigliana and Volterra dislocation densities on the crack surfaces. Using related dislocation 
density, the stress intensity factors of crack tips for some examples are attained and validation 
of the results of this study with others available in the literature is done. 
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